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malités prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les  divers  États 
avec  lesquels  la  Krancc  a  conclu  des  conventions  littdraireg. 
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nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les 
fabricants  el  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELT.ES. 


Objet  du  Calcul  intégraL 

406.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  Calcul  diffé- 
rentîely  les  règles  au  moyen  desquelles  on  obtient  les 
différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  d^une  ou  de 
plusieurs  variables  indépendantes;  nous  avons  montré 
en  outre  qu'en  combinant  des  équations  données  où  figu- 
rent plusieurs  variables,  avec  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  peut  éliminer  certaines  quantités 
arbitraires  et  former  ce  que  nous  avons  nommé  des  équa- 
tions différentielles  ou  des  systèmes  de  telles  équations. 

Le  Calcul  intégral  a  en  vue  les  problèmes  inverses.  II 
a  pour  objet  :  i*"  la  détermination  des  fonctions  d'après 
leurs  différentielles;  2°  la  recherche  des  relations  qui 
lient  entre  elles  plusieurs  variables  assujetties  à  satisfaire 

s.  —  Cale.  int.  I 
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à  des  équations  différentielles  données.  Le  premier  pro- 
blème est  évidemment  compris  dans  le  second,  et  il  en 
constitue  le  cas  le  plus  simple  ;  un  grand  nombre  de 
questions  importantes  viennent  s'y  rattacher,  et  il  sera 
pour  nous  le  sujet  d'une  étude  approfondie. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  nous  avons  eu 
plusieurs  fois  l'occasion,  dans  le  Calcul  différentiel,  de 
traiter  des  questions  qui  appartiennent  proprement  au 
Calcul  intégral.  Ces  questions,  que  nous  avons  pu  ré- 
soudre au  moyen  des  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions dérivées,  sont  une  utile  préparation  aux  théories 
que  nous  avons  à  exposer. 


Des  intégrales  indéfinies  et  des  intégrales  définies* 

407.  Soîty(a:)  une  fonction  réelle  d'une  variable  indé- 
pendante 07,  que  nous  supposerons  continue  pour  les  va- 
leurs réelles  de  x  comprises  entre  deux  limites  Xq  et  X. 
Nous  avons  vu  (n°  187)  qu'il  existe  toujours  une  fonction 
ayant  pour  A\Sévenl\eWef{x)dx\  effectivement,  si  l'on 
trace  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  que  l'on  con- 
struise la  courbe  CMD  dontl'ordonnéej^soit  égaleày(a:), 
et  que  l'on  mène  deux  ordonnées  CA,  MP  qui  répondent 
à  deux  abscisses  comprises  entre  Xq  et  X^  l'une  de  ces 
abscisses  étant  déterminée  et  l'autre  x  étant  regardée 


V 

> 

I^ 

>_ 



c 

/ 

0 

4 

L         !>      B 

X 

Comme  variable,  l'aire  ACMP  sera  une  fonction  de  or, 

qui  a  pour  dérivée/ (x)  et  pour  différentielley(j:) dx. 

D'ailleurs,  pour  que  deux  fonctions  aient  la  même  dif- 
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férentielley  il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  de  ces 
fonctions  soit  constante;  donc  il  existe  une  infinité  de 
fonctions  ayant  pour  différentielle y*(a:)£tr,  et  ces  fonc- 
tions ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante. 
Notre  construction  nous  indique  l'existence  de  toutes 
ces  fonctions,  puisque  l'ordonnée  fixe  CA,  à  partir  de 
laquelle  est  comptée  l'aire  ACMP,  a  été  choisie  arbi- 
trairement; si,  au  lieu  de  cette  ordonnée,  on  en  prend 
une  autre  C'A',  on  obtiendra  une  aire  nouveUe  A'C'MP 
qui  aura  encorey(a:)rfj:pour  différentielle. 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  f{x)  dx  ren- 
ferme ainsi  une  constante  arbitraire;  elle  est  dite  Vinté- 
grale  indéfinie  ou  simplement  V intégrale  de  la  diffé^ 
rentielle  f  [x)  dxy  et  on  la  représente  par 


/- 


f[x)dx. 

D'après  cela,  si  F  (a:)  désigne  l'une  des  valeurs  de  cette 
intégrale,  c'est-à-dire  l'une  des  fonctions  qui  ont^/'(x)  dx 
pour  différentielle,  on  aura 

(.)  J/{x)dx=F[^)-hC, 

G  étant  une  constante  arbitraire. 

408.  Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
différentielle  donnée  deviendra  déterminé  si  l'on  ajoute 
la  condition  que  l'intégrale  se  réduise  à  zéro  pour  une 
valeur  donnée  Xo  de  x.  Effectivement,  la  constante  G  de 
la  formule  précédente  devra  être  telle,  que  Ton  ait 

F(aro)+C  =  0, 

et  il  viendra 

cette  expression  sera  celle  de  l'aire  ÂCMP  considérde 
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plus  haut,  si  l'on  suppose  que  l'ordonnée  fixe  CA  ré- 
ponde à  l'abscisse  Xq. 

Si  l'on  donne  à  j:  la  valeur  déterminée  X,  l'intégrale  (2) 
prendra  une  valeur  déterminée  égale  à 

F(X)-F(xo); 
on  la  représente  par 


f 


et  elle  est  dite  Vintégrale  définie  de  la  différentielle 
f{x)  dx  prise  à  partir  de  x  =z  Xq  jusqu'à  a:  =  X  ;  ainsi 
Ton  a 

(3)  r/(x)^  =  F(X)~F(aro). 

Cette  intégrale  a  pour  valeur  l'aire  AGDB,  comprise 
entre  la  courbe  donty*(x)  est  l'ordonnée,  l'axe  des  x  et 
les  ordonnées  CA,  DB  qui  répondent  aux  abscisses  Xq 
et  X.  Or  nous  avons  vu  (n***  ip  et  188)  que  si  l'on  divise 
l'Intervalle  X  —  x©  en  /i  parties  égales  ou  inégales  re- 
présentées généralement  par  ^07,  puis  que  l'on  construise 
des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  ayant  pour  bases 
ces  diverses  parties  et  pour  hauteurs  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  la  courbe  CD,  la  somme  de  ces  rec- 
tangles/ (x)  Ax  tend  vers  une  limite  égale  à  l'aire  ACDB, 
quand  les  ^x  tendent  vers  zéro  et  que  leur  nombre 
augmente  indéfiniment.  Il  en  résulte  que  l'on  a 


(4)  /  f[x]dx  =  \im^f[x)^x. 


jr  =xo 


ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Z' intégrale  définie  de  la  différentielle  f{x)dx  prise 
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de  X  ==  Xq  à  X  =  1L  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle/ [x)dx 
ou/{x)AXf  quand  x  varie  de  Xq  àH  en  prenant  des 
accroissements  successifs  infiniment  petits. 

C'est  en  raison  de  cette  propriété  qu'on  a  choisi  le 
signe  f,  initiale  du  mot  somme,  pour  représenter  les 
intégrales. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose 
pas  que  la  fonction y*(x)  conserve  le  même  signe  quand 
X  varie  de  Xq  à  X,  ou  que  la  limite  supérieure  X  soit 
plus  grande  que  la  limite  inférieure  Xo  ;  si  l'on  a  X<^a:o> 
les  accroissements  ùx  sont  négatifs  et  chaque  produit 
f{x)^esiy  dans  tous  les  cas,  positif  ou  négatif,  selon 
que  ses  facteurs  ont  le  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires. 

409.  La  notation  dont  nous  faisons  usage  pour  repré- 
senter les  intégrales  définies  peut  être  employée  avec 
avantage  dans  le  cas  des  intégrales  indéfinies.  Reprenons 
en  effet  la  formule  (3)  et  considérons  la  limite  supérieure 
X  de  l'intégrale  comme  une  variable;  on  peut  alors 
écrire  x  au  lieu  de  X,  et  il  viendra 

(5)  r/(x)^^  =  F(:r)-F(.r,); 

cette  expression  représente  l'une  des  valeurs  de  l'inté- 
grale indéfinie  delà  différentielley(x)da:,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  qui  s'annule  pour  x=iXo\  on  a  donc 

vG)  Çf[x)dx=    Ç  /[x)dx-\rC, 

G  étant  une  constante  arbitraire. 

La  limite  x^  peut  être  choisie  à  volonté,  en  excluant 
cependant  les  valeurs  particulières  pour  lesquelles  F  (xo) 
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serait  infinie  ;  si  on  la  regarde  comme  une  constante  ar- 
bitraire, F(a:o)  sera  elle-même  une  constante  arbitraire, 
et  Ton  pourra  écrire  simplement,  à  cause  de  la  for- 
mule (5), 

Çf[x)dx=    Ç  f[x]dx', 

mais  il  vaut  mieux,  en  général,  se  réserver  le  droit  de 
fixer  la  limite  à  partir  de  laquelle  commence  l'intégrale 
et  laisser  subsister  la  constante  arbitraire  dans  le  second 
membre  de  la  formule. 

Des  procédés  d^ intégration, 

410.  Quelle  que  soit  la  fonction  explicite  ou  implicite 
/(x)  de  la  variable  réelle  a:,  pourvu  qu'elle  soit  continue 
dans  un  certain  intervalle,  il  existe,  comme  nous  l'avons 
démontré,  une  fonction  bien  déterminée  qui  a  pour  diiTé- 
rentielley(ar)  dx  et  qui  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur 
donnée  quelconque  Xq  de  x.  Nous  sommes  convenus  do 
représenter  cette  fonction  par  la  notation 

rf{x)da:, 

mais  il  est  naturel  de  chercher  à  l'exprimer,  quand  cela 
est  possible,  par  le  moyen  des  éléments  analytiques  con- 
nus, c'est-à-dire  par  les  fonctions  a/g-eiriyuej,  logarith- 
miques, exponentielles  et  circulaires.  Cette  recherche 
constitue  ce  que  Ton  nomme  Vintégration  de  la  diffé- 
rentielle y(x)c/a:;  elle  fera  l'objet  des  développements 
que  nous  nous  proposons  de  présenter  ici  et  qui  sont 
nécessairement  bornés  à  un  petit  nombre  de  cas. 

411.  Cas  d'une  hîtégrale  exprimable  par  une  fohc- 
TioH  SIMPLE.  —  Nous  dcvous  avant  tout  rappeler  les 
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résultats  auxquels  nous  a  conduits  la  différentiation  des 
.fondions  simples,  car  ces  résultats  nous  font  connaître 
les  intégrales  qui  s'expriment  par  une  telle  fonction. 
On  a 

;r»+*  .  de 

d iizs^dx^       <isinx=:  cosxr/x,       dçxAx-=i T—z-y 

/i  -+-  I  sin'  X 

.  ^'         „.*  T  .  ....  €\x\xdx 

a  =  c"'* dx.     acosx  =  —  smxdx.     dsecx  =  ■ r — - 5 

m  cos*jc 

_,  dx  ^  d.r  ,       ,  cosxdx 

a  logx  z= — >        rftanffx= — 7— ?       acosecx:= ^.-i — > 

x  cos*jr  sm'ar 

a  arc  sinx  =z     .  9     rf  arc  cet  j:  = r  7 

aarc  cosx  =  — ?    a  arc  séco?  =  — 9 

^I  X*  X  ^X^ 1 

dx                                           —  dx 
</arc  tànsx  = -»     fl?arc  cosccx  == > 

et  Ton  en  conclut  immédiatement,  en  désignant  par  Cune 
constante  arbitraire, 

/j.«-f-i  /»  ^  r   dr 

x"<ir  =  — ^ f-C,       f  cos x  dlr  =  fiin j: -t- C,  f  -r— ,-  =  —  cotj;  +  G, 

/Ï-+-1  J  '  J  sin«x 

/"        ,        ^'^       ^  r  .        ,  «        C^inxdx 

\  e^dx^ h  C,         f  smxdjB  =  —  cosx -h C.       /   -i —  =^-  secx  -h  G, 

J  m  J  '     J     cos*x 

/dx      .  ^  r    dx  _  rcosxdx  ,  ^ 

—  =  logx  -h  G,  I   - — y—  :=:  tangx  -h  C,  |  — .  -;i —  =  -    cosecr  -h  C, 

jc  J     cos*J7  J    8in*j: 

=  arc  sm  X  -:-  C  =  —  arc  cosx  -H  G, 

V^i  — x« 

/dx 
=:  arc  tangx  -h  G  ==  --  arc  cotx  -f-  C, 

/'     dx  '  ^  '  « 

— =-  =  arc  secx  -i-  G  =  —  arc  cosecx  -f-  G. 
X  ^x*  —  I 
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On  peut  aussi  écrire,  en  désignant  par  ûSq  une  valeur 
quelconque  de  Xf 


i 


x'^dx= i 


m 


dx 


/      —  =  log.r  —  logXo  =  log  -- . 


La  troisième  formule  de  ce  groupe  est  comprise  dans 
la  première,  et  elle  se  déduit  de  celle-ci  en  faisant  tendre 
n-f- 1  vers  zéro  ;  on  a  effectivement,  par  la  règle  du 
n*>  124, 


X 


—  =log«  —  logJTo  =lini -^ —  pour  /n- 1  =  o. 

*0 


Si  Ton  suppose  x©  =  i  dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 


r> 


loga?; 


on  trouverait  de  même,  en  prenant  aro  =  o, 

rdx  C'    dx 


arcsm  JT. 


La  fonction  logx  et  les  fonctions  circulaires  inverses 
telles  que  arc  tang x,  arc  sinx,  sont  donc  des  intégrales 
de  différentielles  algébriques,  ainsi  que  nous  en  avons 
déjà  fait  la  remarque  (n®  44),  et  si  l'Algèbre  et  la  Tri- 
gonométrie n'en  avaient  préalablement  constitué  la 
théorie,  elles  se  seraient  présentées  dès  le  début  du 
Calcul  intégral  comme  des  éléments  analytiques  nou- 
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veanx  Indispensables.  Cette  remarque  suffit  pour  faire 
pressentir  dès  à  présent  que  Tintégration  doit  donner 
naissance  à  une  infinité  de  fonctions  nouvelles  irréduc* 
tibles  aux  types  déjà  connus,  ce  qui  ouvre  à  l'analyse  un 
champ  de  recherches  illimité. 

412.  Cas  d'une  différeutielle  égale  au  produit 
d'une  différentielle  donnée  par  une  constante.  — 
Soit  la  dliférentielle  cuidxy  danslaqueUe  a  est  une  con- 
stante et  u  une  fonction  de  x  ;  il  est  évident  que  Ton  a 


j  audx:=a  lu  dxy 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
rentielle et  chacun  de  ces  membres  renferme  d'ailleurs 
une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  veut   prendre  l'intégrale  audx  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  a:  =  Xo,  on  écrira 


égalité  évidente,  puisque  les  deux  membres  ont  la  même 
différentielle  et  qu'ils  s'annulent  tous  deux  pour  x  =  Xo* 

413.  Cas  ou  la  différentielle  donnée  est  la  sohme 

DE  PLUSIEURS  DIFFÉRENTIELLES.    Soicut  U,  i^,  Wy   •••,  S 

des  fonctions  données  de  x  :  si  l'on  pose 

il  est  évident  que  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle 
ydx  aura  pour  valeur 

j  jrdx  =   îudX'\-    fçdx-h   1  «'/ir  H- . . .  H-  j  stixy 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
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rentielle,  et  en  conséquence  ils  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante  ;  chaque  intégrale  entraîne  d'ailleurs 
avec  elle  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  veut  prendre  Tintégrale  de  la  différentielle  ^rfj: 
de  manière  qu'elle  s'annule  pour  a:  =  a:o>  on  aura 

/     ydxz=z  I     udx'\'   1     çdx-^   1     wdx-h.  .  .-h   i     sdx, 

•^'o  ^Xt  Jxo  «/xo  ^'xo 

puisque  les  deux  membres  de  cette  formule  s'évanouis- 
sent pour  or  =Xo. 

Si  a  et  (/  sont  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  x  et  que  l'on  fasse 

on  aura  (n*359) 


ou 


rXdx=  j    udx-h  v^— I    /    9€ix. 

Ali.  Iktégratioiï  PAU  PARTIES.  —  Le  procédé  dit  de 
r intégration  par  parties  est  d'un  usage  fréquent  en 
Analyse,  où  il  offre  de  précieux  secours;  voici  en  quoi  il 
consiste.  Soient  m  et  f^  deux  fonctions  quelconques  d'une 
même  variable  x,  on  a 

d(uv)  dp  du 

— : 1  -=1  U h^ • 

dx  dx  dx^ 

multipliant  par  dx  et  prenant  ensuite  l'intégrale  indé- 
finie de  chaque  membre,  on  aura 


UQ 


=/(4)''--»-/(''ê)'^' 
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OU 

^'^      /("ê)'^="''-/("£)''-'' 

nous  n'ajoutons  pas  de  constante ,  puisque  chaque  inté- 
grale comporte  une  constante  arbitraire. 

La  formule  précédente  exprime,  comme  on  va  voir, 
la  règle  de  Fintégration  par  parties.  Soitj^rfj:  une  diffé- 
rentielle donnée  ;  parmi  les  manières  en  nombre  indéfini 
de  décomposer  j^rfj:  en  deux  facteurs,  choisissons-en 
une  telle,  que  l'un  des  facteurs  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  connue  Vj  et  désignons  par  u  l'autre  facteur; 
alors  on  aura 

rda:  =  a  -—  dx. 

et,  d'après  la  formule  (i),  l'intégrale  de  la  différentielle 
ydx  pourra  être  décomposée  en  deux  parties,  savoir  : 
une  pai'tie  intégrée  u{f  et   une  partie  non  intégrée 

—  )  dx.  C'est  donc  à  l'intégration  de  la  différen- 


/{• 


^  dx) 
tielle  f^  —  dx  que  se  trouve  ramenée  celle  de  la  diffé- 

rentîellej^rfj:  ou  u  -7-  dx.  Si  la  nouvelle  différentielle  est 

plus  simple  que  la  proposée,  on  aura  fait  un  emploi 
avantageux  de  l'intégration  par  parties. 

Si  l'on  veut  prendre  les  intégrales  de  la  formule  (i)  de 
manière  qu'elles  s'annulent  pour  x=a:o,  il  est  nécessaire 
de  tenir  compte  de  la  constante  arbitraire  qui  accom- 
pagne l'intégrale  de  l'un  des  membres,  celle  du  second 
membre  par  exemple.  Cette  constante  est  évidemment 
égale  à  la  valeur  changée  de  signe  que  prend  la  partie  in- 
tégrée uv^oviV x=X(i\  donc,  si  l'on  désigne  paruo  et  Vo 
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les  valeurs  de  u  et  de  f^  qui  répondent  à  x  =  Xo,  on  aura 
on  écrit  aussi,  quelquefois, 

■  jr(4)^=w;-jr(4).-. 

le  symbole  [wm]*  exprimant  la  différence  ui/  —  uo  •'o  ou 


tX 


d{up) 


l'intégrale  /     '~j^^^' 


415.  Exemples.  —  Nous  aurons  l'occasion,  dans  ce 
qui  va  suivre,  de  faire  des  applications  nombreuses  du 
procédé  que  nous  venons  d'indiquer  ;  il  convient  cepen- 
dant d'en  présenter  ici  des  exemples. 

i^  Considérons  d'abord  l'intégrale 


/' 


logxtùc 


et  prenons 


on  aura 


u  =  logo;,     v  =  x^     d*où     —-  cfr  =::  dxy 

cLx 

/C    dx 
logx  dx  =  x  \ogx  —  \  X  —  j 

l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à  l  dx^  c'est-à- 
dire  à  X  +  une  constante  ;  on  a  donc 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  exemple,  l'in- 
tégration par  parties  permet  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tégrale proposée. 
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a®  Considérons  l'intégrale 


/ 


décomposons  la  dififérentielle  en  deux  facteurs 

or'",     e^  dx^ 

dont  le  second  est  la  différentielle  de  —  e"^  ;  les  fonc- 
tions que  nous  avons  désignées  par  u  et  f/  sont  ici  x^  et 
—  c"-*  ;  on  a  donc 


l  x"^  e"^  dx  z=z  —  x'^er^  -^m  ji 


L^ntégrale  proposée  est  ramenée  à  une  autre  intégrale 
de  même  forme  et  qui  ne  diffère  de  la  première  qu'en 
ce  que  l'exposant  m  de  a:  est  remplacé  par  m  —  i .  Si  le 
nombre  mest  positif,  la  nouvelle  intégrale  est  plus  simple 
que  la  première  ;  le  contraire  a  lieu  quand  m  est  négatif, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  c'estl'intégrale  du  second  membre 
qu'il  faudra  regarder  comme  réduite  à  celle  du  pre- 
mier; écrivant  —  w-h  i  au  lieu  de  /n,  la  formule  précé- 
dente donnera 

xr^€r^dxz=z 1 \  x^-^er^dx. 

Supposons  que  m  soit  un  entier  positif,  et  posons, 
pour  abréger, 


X 

m 


e-'dxy     oLjf^zzz-^x^^e-^^ 


on  aura,  par  la  formule  trouvée  plus  haut,  en  remarquant 
que  a^  s'annule  pour  or  =  o. 


«i»  =  «m-^'««m-l( 
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et;  en  donnant  à  m  les  valeurs  i,  2,  S,...,  m,  il  viendra 


«1  —  «i  -+-  «01 

I/,  =  «j  -h  2tfj, 


«i»=am-i-'W"«-i; 


ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  facteurs 


I            I 
X9     — j    55  •••> 


1.2      1 .2.0  1 .2. .  ./n 

il  viendra 


"'^       —  „    •   "*  -u  ^«    j-       j-       ^»» 


1 .2.  .  ,m  I         1.2  1.2. . .m 

or 

I  c"-*djr  =  —  er^  -h  const., 

d'où 

on  aura  donc 


— •—  r 

1 . 2 . 3 . . .  /«  j 


X 

x^er^  dx 


^  r         ^         ^                           -a^         1 
=  1  — e-»^H 1 h.  ..H 

L         I         1 • 2  1.2...  m  J 

416.  Intégration  par  substitution.  —  Le  procédé 
d'intégration  qu'il  nous  reste  à  indiquer  consiste  dans 
le  changement  de  la  variable  indépendante  ;  ce  procédé 
et  celui  de  l'intégration  par  parties  constituent  les  res- 
sources principales  de  la  partie  du  Calcul  intégral  dont 
nous  nous  occupons. 

^o\\.f{^x)dx  une  différentielle  donnée;  si  l'on  prend 
une  nouvelle  variable  indépendante  t  liée  à  x  par  une 


\ 
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éqnatîon  telle  qne 

(i)  ^  =  ?{0> 

on  aura 

et,  par  conséquent, 
il  en  résultera 

(2).  y/(^)^^^  r^(^)^^, 

SîTon  sait  intégrer  la  différentielle  (f(f)rf«  et  que  l'on 
ait 


on  aura  aussi 


I  ^(t)dt=zW{e) -h  const., 


et,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  exprimée  en  a:,  on 
aura 

j/(x)€lx  =  F{x)-h  const., 

F(x)  étant  une  fonction  connue. 

L'emploi  de  la  méthode  de  substitution  peut  être  très- 
utile,  même  lorsqu'elle  n'a  pas  pour  effet  l'intégration 
de  la  différentielle  donnée  ;  elle  permet  en  effet,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  de  substituer  à  l'intégrale 

l/{x)dx  de  cette  différentielle  une  autre  intégrale  plus 

simple  j  ^{t)dt. 

Supposons  qu'on  veuille  prendre  l'intégrale  de  la  dif- 
férentielle /{x)  dx  de  manière  qu'elle  s'annule  pour 


/ 


/ 
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a:=  Xo  ;  alors  Tintégrale  de  la  différeûtielle  égale  ^{t)dt 
devra  être  prise  aussi  de  manière  qu'elle  s'annule  pour 
la  même  valeur  de  x.  Par  conséquent,  si  to  désigne  la 
valeur  qu'il  faut  donner  à  t  pour  que  x  se  réduise  à  OToy 
on  aura 

Ç  f[x)da:=z  Ç   ^[t)dt. 

417.  ExEiiPLES.  —  I**  Considérons  d'abord  l'intégrale 
/  (ax-f-  b)^dx.  Posons 


,  t—  b       ^        dt 

a  a 


il  viendra 


/[ax -{- b)"^ dx z=z  -    lt"^dt=- , hconst., 

t 

(ax-i-  b)'^dx=  ^ '-. h  const. 

r     dx 

a°    Soit   en  second    lieu  l'intégrale    i  — 


? 


-H  px-V-  q 

p  et  q  étant  des   quantités  données,  telles  que  l'on  ait 
p^ — 4?  <C^'  ^'^  ^'^^  pose 


=  -î-^\/l-j''      dx=^q-l^dt. 


il  viendra 


/dx  __         I  r    dt 

or  on  a 

j  -j =  arc  tangr-+- const; 
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donc 


h 


=  — arc  tang  —  - — -.^^  -f-  const. 

P-^'-q  /        p-  /         />' 


Intégration  des  différentielles  rationnelles. 

418.  L'étude  des  difTérentielles  algébriques  va  d'abord 
nous  occuper,  mais  cette  étude  doit  être  bornée  ici  aux 
cas  les  plus  simples  ;  nous  considérerons  en  premier  lieu 
les  différentielles  rationnelles. 

Toute  fonction  rationnelle  -~^. — {  de  la  variable  x  est 

décomposable  (n°  392)  en  une  partie  entière  qui  peut 
être  nulle,  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  çt  pour  dénominateurs  les 
puissances  des  binômes  linéaires  par  lesquelles  le  déno- 
minateur y*(j:)  est  divisible.  Ainsi,  en  supposant 

on  a 


F(^)_. 


/{■'] 


:-- ;  —  «o-^"  ■+■  «,j?"-'  -:-...-:-  a„,_iJ^  -+-  (t 


(x  —  tf)«  (x  —  «)— '  • 


m 


• .  -i 


X  —  a 


\  -*■  (.^  «  /)!  "^  (x  -  /)^-^  +•••-*-    --^-^^ 

Â,  Âf ,  . . .  y  B,  . . . ,  L,  . . . ,  floj  ^o  •  •  •  étant  des  coeffi- 

8.  —  Cale.  int.  a 
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cients  constants.  Or  on  a 


/ 


a^dx  = h  const.: 

ft  H-  I 


on  a  aussi,  quand  fi  est  différent  de  i  y 
dx  I 


/ 


T-  const. 


et,  dans  le  cas  de  fx  =  i , 

/—  ^—  =  log  (.r  —  g' ^  4-  const.: 
x-g 

si  donc  on  intègre  les  deux  membres  de  la  formule  (i'^, 
après  les  avoir  multipliés  par  dxj  il  viendra 


A-t 


(a  —  l)  (j:  —  «)"-*                     .r.  —  a  •-»     »  .  / 

^    ^  —  r7 N T-ç-r  —  •  •  • *"-!  -î    Be-i log  (or  —  *) 

a—  i^  ^.r  —  //-*  X  —  l  *    »     b  l 

de  cette  formule  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  L'intégrale  d'une  différentielle  ration- 
nelle est  toujours  exprimable  par  des  Jonctions  algé- 
briques et  logarithmiques > 

Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique» 

419.  Pour  que  l'intégrale  de  la  différentielle  ration- 

Flx) 
nelle  -^7 — r  dx  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans 


CHAPITUE   I.  19 

le  développement  de  -jr — -  en  fractions  simples,  il  n'y  ait 

aucun  tenne  dont  le  dénominateur  soit  du  premier  de- 
gré. Ces  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont,  en  coii- 
servant  les  notations  du  numéro  précédent ^ 

4«~i  =  o,     B«_i  =  o,     Cy_i  =  o ,    .... 

Cela  exige  d'abord  que  le  polynôme /"(x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  aun°398y 
qu'en  posant 

on  a 

1.2.  ..(a — l)  1,2. ..(6  —  i)  ' 

/F(.r) 
^  '  :  dx  soit  algébrique  sont 

donc 

quelles  que  soient  les  quantités  a^h^  .  • . ,  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
a,  bj  , . .,  l'j  mais,  si  le  degré  de  F(j:)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à  celui  dey*(x),  l'une  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 
degré  def{x)y  et  supposons  que  F(x)  soit  au  plus  du 

F(.r] 

degré  m  —  a  ;  la  partie  entière  E  (x  )  de  -r— r  sera  nulle , 

et  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

■  )    (,  on  voit  sans  peine  que  le  numérateur  de  la  frac- 

a. 
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lion  ainsi  obtenue  contiendra  x'""*  avec  le  coefficient 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F  (x)  est  du  degré 
m  —  a  au  plus  ;  on  a  donc 

I  .  2  . .  .  ^a  —  I  )  1  .  2  .  .  .  I^b  —  I  )  I  .  2  ...  (a  —  Il 

et,   par    conséquent,   Tune   des   conditions   pour  que 

1     ^"    rfj:  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 

L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n^  394. 

jiutre  forme  de  l' intégrale  des  différentielles 

rationnelles, 

420.  Ce  que  nous  avons  dit  au  n^  418  est  applicable  à 

une  différentielle  rationnelle  quelconque  -j^. — \dx.  Si, 

parmi  les  racines  de  Téq  nation  /*(x)  =  o,  il  y  en  a  qui 
soient  imaginaires,  l'intégrale  renfermera  des  logarithmes 
imaginaires,  mais  on  pourra  les  remplacer  par  des  arcs 
de  cercle  réels  en  se  servantdes  formules  que  nous  avons 
établies  au  n**  371,  et  Ton  obtiendra  ainsi  un  résultat  dé- 
barrassé d'imaginaires,  pourvu  cependant  que  les  coeffi- 
cients des  polynômes  F  ( x)  ety(j:)  soient  réels.  Mais,  en 

supposant  ce  dernier  cas,  la  fonction  rationnelle  ~ — {■  est 

susceptible,  comme  on  l'a  vu  (n**401),  d'un  mode  de 
décomposition  où  ne  figurent  que  des  quantités  réelles,  et 
il  est  facile  de  procéder  à  l'intégration  en  partant  de  celle 
décomposition  nouvelle. 

Ici  l'expression  de  -j—'^  pourra  contenir  des  termes  de 


chapithe  !•  ar 

même  forme  qu'au  n«  418  avec  de  nouveaux  termes  de  la 
forme  7-^ -'^ — r-  >  P  et  O  désigiiant  des  coefficients 

réels  constants,  etx^  4-  px  -f-  q  étant  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  de  réquationy(x)  =  0.  A  l'égard  des  pre- 
miers termes,  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  et  nous  avons  à  nous  occuper  seule- 
ment des  intégrales  de  la  forme 


J{*' 


P.r  +  Q 


Par  la  substitution 


=-';-v/^'. 


l'intégrale  précédente  devient  égale  à 


Q-lpj, 


P  r     tdt  ^       2    ^        /*      dt 

or,  tdt  étant  la  moitié  de  la  différentielle  de  «*  -i-  i ,  on  a, 
si  n  est  >  1 , 


tdi 


et,  si  71  =  I, 

-, =  -  loL'  (/'  H-  i)  -*-  const.: 

tout  est  donc  ramené  à  déterminer  l'intégrale 


J  {?-^l)- 
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En  întroduîsanl  au  numérateur  de  la  différentielle  le 
facteur  {t^-hi)  —  t^,  il  vient 

J  -{i^^r    J  [FTTpï     J  (/^  +  iv*' 

on  a  ensuite 

(7rï.T)^~5j^(r«-H-ip 

et 

'>fdt    _   r i_ 1 

l'intégration  par  parties  donnera  donc 

r_^fh t ^         I  r       dt 

j  (7«-f"i)«"^""2(«  — I)t^-^-I)'*-*"'"2^/^-IJ  J  (/«H-i)'*-*' 

au  moyen  de  quoi  l'on  aura 

/dt ^1       e  2/1  —  3    r ^^  _. 

On  aura  de  même,  en  écrivant  n  —  i,/î  —  2,  •..,  2  au 
lieu  de  n, 

dt   __  __j t  2/?— 5   r dt 

•  ••• 1. ••......  ....•• ••..*•..•■•••) 

Si  Ton  ajoute  les  /i  —  i  équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 


9/1  —  3        [in  —  3 )  ( 2 w  —  5 ) 
^      2/î  —  2        (2/i  —  2)  (2/2  —  4) 


9      •  0  • 
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îl  viendra 


2/7  —  3  / 

-f- ~\- 

(2«  —  2j(2«  — 4)    (^-hl)""' 

(271  — 
(  2  /l  —  2  ) 

i'2«  —  3](2/I  —  5l     .     I 


in  —  3). .  -  I       t     "I 
tn  —  2). .  .2  <*-!-  ij 


(2«  —  2)  (2/1  —  4  ,'•  •  -^ 


arc  tangr  -4-  const. 


7 


à  cause  de 


/ 


=  lang/  4-  const. 


/«  -t-  I 


Si  donc  on  ne  veut  introduire  que  des  quantités  réelles 
dans  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle,  on  devra 
dire  que  cette  int^rale  est  exprimable  par  des  fonctions 
algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 

Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  des  puissances  /raction'- 
naires  de  la  variable, 

4SI .  Nous  allons  examiner  les  cas  principaux  dans  les- 
quels une  différentielle  algébrique  irrationnelle/ (x)  dx 
peut  être  ramenée  à  la  forme  rationnelle  par  un  chan- 
gement de  variable. 

La  réduction  dont  il  s'agit  s'obtient  immédiatement 

quand  la  fonction  y*  (a:)  est  une  fonction  rationnelle  de 

puissances  entières  et  de  puissances  fractionnaires  de  x  ; 

dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  m  un  entier  divisible  par 

les  dénominateurs  des  exposants  de x  dans/ (or),  il  suffira 

de  poser 

xz=t^,    dx  =z  mt"^-^  dt. 
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et  Ton  aura 

f[x)dx  =z  m/(/"»)  e'^-^di, 

ce  qui  est  bien  une  diffère ntielle  rationnelle. 

Une  transformation  semblable  opère  la  réduction  de- 
mandée quand/'(  x)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  puissances  fractionnaires  d'un  binôme  du  premier 
degré  ax -h  b.  Si  m  désigne  un  entier  divisible  par  les 
dénominateurs  des  exposants  de  ces  puissances,  on  posera 

t'"  —  h  .         m 

a  a 

et,  après  la  substitution,  on  aura 

f  ^X)dXZ=Z^i)dty 

^[t)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

422.  Exemple.  —  Considérons  la  différentielle 

dx\ 

I  -r-  V  j: 

en  posant 

xr=<«,     dx  =  6t*dty 

elle  devient        • 

^^•-f-/*  ,      ^ ,  ,  -       ,  ;        6tde        6dt 

r*  -h  I  ^  '       i*  -.- 1       r*  -  - 1 

on  a  ensuite,  en  intégrant, 


/ 


^dx  =  -  t'  —  -  ^*4-  -/*-f-2r'— 3/*— 6r 

I  -H  V  X  75?. 

3  log  (  r*  -H  I  )  +  6  arc  tang t  -+■  const., 

1 


ou,  en  remettant  au  lied  de  t  sa  valeur  x^^ 


/ 


l l±dx:=-x'-^^x'-\--a''  H-9.r'-3^^-6x« 

I  -L.  {/^  7  ^  ^ 

-H  3  log  \x^  -+- 1  j  -^  6  arc  tang.r*^  -h  coost. 
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Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d* autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un  po- 
lynôme du  deuxième  degré, 

4-23.  Le  cas  que  nous  avons  ici  en  vue  est  celui  d'une 
différentielle  de  la  forme 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième 
degré  en  x,  et  F(j:, X)  étant  une  fonction  rationnelle 
de  X  et  de  X 
Soit 


'K.  =  ^a  -i-  ù.r  -.-  r./*; 

si  le  coefficient  c  est  nul,  pour  rendre  rationnelle  la  dif- 
férentielle proposée,  il  suffira  de  poser  (n®421) 

a  H-  bx  zz^  ^',      dx  z=zj  tdt. 

Supposons  donc  c  différent  de  zéro  ;  comme  on  peut 
faire  sortir  du  radical  un  facteur  numérique  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de  c,  il  est  évident 
que  nous  pouvons  poser 

X  =  >^a  -r-  b.r  'j^  x^ . 

H  convient  d'examiner  séparément  le  cas  où  x'^  est  pré- 
cédé du  signe  -h  sous  le  radical  et  le  cas  où  ce  carré  est 
précédé  du  signe  — . 
Soit  d*abord 

Première  transformation.  —  Pour  rendre  rationnelle 
la  différentielle  donnée,  onpeut  poserX  =  ii-:x,  t  étant 
une  nouvelle  variable;  nous  ferons,  par  exemple, 

X  =  /  — .r; 
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en  élevant  au  carré,  il  vient 

a  -\-  b.T  =  t^  —  2fj:, 
d'où 

^  =  ~-   —.       X  —    -      -  -  -— .,       d:r  z=  -~^_ — -  dt\ 

'J.t  n-  Ù  1t  -^  b  (2/-l-^J* 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

4>(f  )  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t. 

Deuxième  transformation.  —  On  peut  encore  em- 
ployer la  transformation 

mais,  si  a  et  &  sont  des  quantités  réelles  et  qu'on  veuille 
éviter  Femploi  des  imaginaires,  cette  transformation  ne 
convient  qu'au  cas  où  a  est  positif.  En  élevant  au  carré 
la  précédente  équation,  il  vient 

b  -^  jn  =2  11  ^a  -¥-  r'x, 

d'où 

7.t  Ja  -^  h         „        /•  Ja  —  ht  -^  sja 
x=z  — I -— ;       X=  i » 

'>J t'^  \'n  —  ht  -A-  Jyi  ^ 
dx  =r ->'—  dt\ 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  encore 

T{x,'K.)dx  =  *[t)dt, 
4>(<)  étant  une  fonction  rationnelle. 

Troisième  transformation. — La  transformation  qu'il 
nous  reste  à  indiquer  est  réelle  lorsque  l'équation  X^  =  o 
a  ses  racines  réelles,  ce  qui  a  toujours  lieu  quand  a  est 
négatif.  Soient  donc  Xo  et  Xi  les  racines  de  l'équation 
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X^  =  o,  en  sorte  que 

on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable^ 

OU;  en  élevant  au  carré, 

X  -^  3C^  — ■  I  X  ~~'  Xq  J  '   7 

ce  qui  donnera 


jr,  —  j-o ^  f  .r,  —  ;r„  )  r  2  ( Xj  —  .rg)  ^r// 

1  —  r'  1  —  /»  (  I  —  r*  )* 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  encore 

4>(t)  étant  une  fonction  rationnelle. 

424.  Exemple.  —  i**  Supposons  que  l'on  demande 
d'intégrer  la  différentielle 


dx  dx 


const. 


X-         ^a  -h  6  a:  4-  x^ 

la  première  transformation  donnera 

ou,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  j:  H-  X, 

/, ^=z  log  (x-\ h  ^a  -h  bx  -^  X*  j  H-  coQSt. 

2**  Supposons  qu'on  demande  d'intégrer  la  différen- 
tielle 

%dx  rrr  ^a  -+-  bx  -+-  X*  dx\ 
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la  première  transformation  donnera 


-    =i/l-^)-K"-f)/;r^n("-T)7(7% 

d'ailleurs  les  quantités  t  -\ —  et ^  ont  respectivement 

t-\ — 

pour  valeurs  j:H hX  et  —  x |-X;ona  donc 

H la ^^-  j  log  [  -r  H h  \/a  -h  />.r  -4-  .r-  j  -t-  const. 


II  faut  remarquer  qu'on  peut  ramener  Tinlégrale  pro- 
posée à  celle  du  premier  exemple,  en  faisant  usage  de 
rintégration  par  parties.  On  a  effectivement,  en  appli- 
quant ce  procédé, 


^,. _L  f    '* 

7  J     Jn-\- 


>x  -\-jr' 


y/' 

d'ailleurs 

r   1 ?/  ra-hhx-hx^     ^ 

I    ^  u -^  0  r -r- .r^  €/x  z=    I —  <xg, 


b 

~~  dx\ 
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et,  en  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente ,  il  vient 

,.    _j /      ^-^-^ 

J  %J      y  «-f-^.r -T- ar- 

ia partie  sous  le  signe    I    du  second  membre  de  cette 
nouvelle  formule  est  égale  à  la  somme 


h 

X  '\ — 

dx 


la  première  partie  est  connue  par  Texemple  I,  et  la  se- 
conde partie  a  évidemment  pour  valeur  -  ^a-f-èx-f-x-; 

on  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu. 
3**  Soit  encore  la  différentielle 

(a  H-  ^x)dx 


—zr:  1 
<» 


^a  -\-  bx  -h  .1- 

qui  se  rencontre  fréquemment  et  dont  Fintégrale  se 
déduit  immédiatement  des  calculs  que  nous  venons  d'exé- 
cuter. On  a 

[a-^^x)dx        (  b^\      ',      dx  \  2/ 

Sja  -¥-ba'-^x^       ^  '^  /  ^a-^ bx-\- x*  ^a-hbx-^x^ 

et,  en  intégrant, 

I  =  =  (  a log    .rH h  slcu-^-  bx-^x'^X 

J  yja^bx-^x^       \  2    y      ^  V         7.       "  ) 

H-  6  ^a  -+•  bx  -4-  X*  -h  const. 
42S.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  a 

X=  ^a  -^  bx  —  .r* • 

Pour  ramener  la  différentielle  F{x,  X)rfa:  à  la  forme 
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rationnelle,  on  peut  employer  la  deuxième  ou  la  troi- 
sième transformation  du  n°  423^  lorsque  a  est  positif. 
Dans  le  cas  de  a  <^  o,  on  devra  se  borner  à  la  troisième 
transformation,  si  Ton  ne  veut  introduire  que  des  quan- 
tités réelles. 

I**  Supposons  a  ^  o,  on  fera 

et,  en  élevant  au  carré, 


d'où 


b  —  a^v/a       _        ^-i-  bt  —  t^Jâ 

XT- — î       X=:    -r '— 

IH-  /*  I  -h  f  • 


t^a  -\-  ht  ^  t^^la 


^/X  — —  2^— ^--  dt'. 


la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

T{x^X]dx  —  ^[t)dt^ 

4>(f)  étant  une  fonction  rationnelle. 

2®  Quelle  que  soit  la  constante  a,  Téquation  X'=  o 
a  toujours  ses  racines  réelles;  car  autrement  Texpres- 
sion  X  serait  imaginaire.  Nous  n'excluons  pas  ce  cas  de 
notre  analyse  ;  mais,  comme  la  fonction  X  est  alors  égale 

à  \j —  i  v' —  ^  —  hx-r-  y^ ,  on  rentre  dans  le  cas  du  n^ 423. 
Désignantdoncpar  jTo»  Xj  les  racines  de  l'équation  X^-=o 
et  supposant x^^ x^y  on  aura 


Pour  effectuer  la  transformation  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  poser 

X  rr:  ^  JT  —  Xq  )  /       OU       X^  —  X  rzz  <x  —  X^)  t*. 


1 
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doù 

JT, -J-.ro/'         _         (^,  —  Xolf  .  2f.r, —.ro )?/-// 

Xu:     -   —  9  A= r 5  €lXZZZ 9 

ce  qui  donnera  encore 

4>(/)  étant  une  fonction  rationnelle. 

426.  Les  diverses  transformations  que  nous  avons  em- 
ployées permettent  de  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  mais  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'en 
faire  usage,  et  il  peut  arriver  que  d'autres  transforma- 
tions conduisent  plus  aisément  au  résultat  demandé. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 

dx 


^a  -i-  bx  —  ^•* 
on  peut  récrire  comme  il  suit  : 

dx 


\/( 


et  l'on  aperçoit  sans  peine  qu'elle  se  réduira  à  la  forme 
élémentaire  — __  .^r?  au  moyen  de  la  transformation 


b  /  b^ 


car 


dx  =  dt^I a  -r-  -r 


ct 


/( 


on  a  donc 


/dx  C     à^ 

~^^— -^=r  — :=.  =    j  -  -  ~  arc  smr  4  const 


3*2  CALCUL    lirriGTIAL. 

ou 


b 

X 

=  arc  sin ^.^=r--^^  -^-  const. 


r_ 


s/"  "  T 


Ce  résultat  permet  d'obtenir  immédiatement  la  valeur 
de  l'intégrale 

/a  -4-  e.r 

car  cette  intégrale  peut  être  décomposée  en  deux  parties, 
savoir  : 


/  _^£€\   r        dx  g  /  Jl._ 


é/o; 


-h  ^^'  —  j:' 

la  première  partie  est  précisément  l'intégrale  que  nous 
venons  de  déterminer  à  un  facteur  constant  près,  et  la 

seconde  partie  a  pour  valeur  —  S  ^a-^bx  —  ju-, 

427.  On  peut  encore  ramener  à  la  forme  rationnelle 
une  différentielle  de  la  forme 

F  (x,    ^a  -h  6 -c ,    \'a  -r-  b'  x)  elr^ 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  des  trois  quantités x, 

yja  -h  bx ,    \ja'  H-  b'x .  Ce  cas  rentre  effectivement  dans 
celui  que  nous  venons  d'examiner;  car,  si  l'on  fait 

a'-+-fcj:=/%      x=~--^y      dx=z--tdt, 

b  b 

la  différentielle  proposée  se  réduira  à  la  forme 

T  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  deuxième 
degré,  et  4>  étant  une  fonction  rationnelle. 
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Etude  des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment 
pas  d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

428.  Le  cas  le  plus  simple  des  difTérentielles  algé- 
briques^  après  ceux  que  nous  venons  d'examiner,  est 
celui  d'une  dilTérentielle  de  la  forme 

(l)  ^=F(x,  x)d:r, 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  et  F(j:,  X)  étant  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  de  X.  Les  intégrales  des  différen- 
tielles algébriques  que  nous  avons  considérées  dans  les 
numéros  qui  précèdent  sont  exprimables,  comme  on  Ta 
vu,  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  cir- 
culaires ;  il  n'en  est  plus  ainsi,  en  général,  à  l'égard  de 
la  différentielle  ^fV  dont  nous  allons  nous  occuper.  De 
l'étude  que  nous  allons  faire  résultera  la  nécessité  d'in- 
troduire dans  l'analyse  trois  éléments  nouveaux  auxquels 
Legendre  a  donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques,  et 
alors  l'intégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 
Soit 


(2)  X  =  \/a  -î-  6x  -H  '/ .r*  -,-  ^x'  4-  «•«* ; 

on  doit  supposer  que  le  polynôme  qui  figure  sous  le  ra- 
dical de  cette  formule  n'a  pas  de  facteurs  linéaires  mul- 
tiples, car  autrement  la  différentielle  dW  appartiendrait 
à  la  classe  de  celles. dont  nous  nous  sommes  occupé  aux 
n©»  423  et  425,  et  l'intégrale  V  serait  exprimable  parles 
seules  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires; ainsi,  en  particulier,  les  coefficients  d  et  e  ne 
peuvent  être  nuls  tous  deux,  mais  on  peut  avoir  e  =  o. 

s.  —  Cale,  int,  3 


Il  convient  de  chercher  d'abord  à  simplifier  l'expres- 
sion de  la  difTéreDtielle <A^ ;  nous  alloos  démontrer  que, 
si  les  constantes  qu'elle  renferme  sont  réelles,  on  peut 
toujours,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  et  réelle, 

lui  donner  la  forme 

dV  =  t{c,  T)dt, 
T  désignant  un  radical  de  la  l'orme 

T^v'±r''  +  ^]  (''+"(»;. 

dans  lequel  ).  et  fi  sontdes  constantes  réelles,  et4>  étant 
une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  T. 

429.  Supposons  d'abord  que  e  ne  soit  pas  nul;  le  po- 
lynôme qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (a)  peut 
toujours  être  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
deuxième  degré,  et,  en  conséquence,  on  peut  écrire 


(4) 

X^ 

V.u 

—  2gJ 

+^'l(/ 

-ig-^^.-) 

Cela 

étant,  « 

>na. 

par  la 

substitution  (3), 

/ 

~3g 

■  X  -h  X 

1       f - 

( 

7Gf-i-nt* 

/' 

■'ar+jj 

,_F'— ■ 

■»0-t-\-H't* 

en  faisant,  pour  abréger, 

/F  -f-isp-*-!'*,  r^f~itg'p^p*, 

(5)  (G  --f^g{p  +  q)  —  pq.     G'  ~—f  -i-g'{p  -\-q)  ~pq, 

(  H  =/-  3ff9  +  î'.  H'  ^f  ~^s-q  +  g», 

et  si  l'on  pose  en  outre 
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on  aura 

d'ailleurs  la  formule  (3)  donne 

la  différentieUe  ^V  deviendra  donc,  par  notre  substi- 
tulion, 

(9)  dV  =  <^{t,l)dt, 

^  étant  une  fonction  rationnelle,  et  ainsi  elle  conserve 
sa  forme  primitive. 

Mais  nous  avons  introduit  deux  indéterminées  p  et  q^ 
dont  nous  pouvons  disposer  pour  faire  disparaître  les 
puissances  impaires  de  t  sous  le  radical  de  la  formule  (6*); 
il  suffît  effectivement  de  poser  G=o,  G'=o,  c'est-à- 
dire,  à  cause  des  formules  (5), 

On  tire  de  là 
puis 

g —g' 

Écartant  le  cas  de  g  =  ^y  sur  lequel  nous  reviendrons 

tout  à  rheure,  on  voit  que  la  formule  (ii)  détermine, 

avec  la  première  des  formules  (lo),  les  coefficients  peiq 

de  la  substitution.  Il  faut  prouver  qu'on  peut  toujours 

•faire  en  sorte  que  ces  coefficients  soient  réels. 

3. 
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Désignons  par  ay  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  Téqna- 
tîon  X^=o,  et  posons /=  ai,  g  =^  —  —y  J^' =  cdy 

g^=  — ^ Remplaçons^,  g,/',  g^' par  leurs  valeurs  dans 

l'expression  de  p  —  ^,  on  reconnaît  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  s'annule  pour  a  =:=  c  ou  a  =  rf,  et 
de  môme  pour  5  =  c  ou  i  =  rf;  il  en  résulte  que  Ton  a 

Jia^c]  iâ~-^l)  {h-^c][b  —  d\ 
'^       '  a-^  b  ^  c  —  d 

Si  les  quatre  racines  sont  réelles,  on  supposera 

Si  deux  racines  sont  réelles  et  deux  imaginaires,  on 
prendra  pour  a  et  pour  b  les  deux  racines  réelles;  les 
deux  facteurs  a  —  c,  a  —  t/,  étant  conjugués,  ont  un 
produit  réel;  il  en  est  de  même  des  facteurs  b  —  c, 
b  —  d. 

Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires,  on  supposera 
que  a  et  6  sont  deux  racines  conjuguées.  Les  deux  fac- 
teurs a  —  by  b  —  d  seront  conjugués  et  de  même  les 
facteurs  a  —  dy  b  —  c. 

Dans  le  cas  de  ^=gy  on  résout  immédiatement  le 
problème  proposé  en  posant 

Remarquons,  enfin,  que  les  formules  (7)  et  (8)  donnent 

par  la  division 

dx  dt 

V  désignant  une  constante  déterminée. 

430.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  de  e  =  o.  Alors  le 
polynôme  qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (1)  est 
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décomposable  en  deux  facteurs  réels,  l'un  du  premier 
degré,  Tautre  du  deuxième  degré.  On  a 


X  =  v'-  (î  [a  -  U-]  (/  -.  o  ..r  -.-  X»), 

et,  par  la  substitution  (3),  il  vient 


«  — j 


F--aG/-hll/* 


/ —  2gX  -+-  .r*  = 


■(".  -H  /)i  ' 


F,  G,  H  ayant  les  valeurs  données  par  les  formules  (5). 
Les  formules  (6)  et  (7)  subsistent  donc  dans  ce  cas, 
pourvu  que  Ton  écrive  —  J  au  lieu  de  €,  et  la  première 
puissance  de  t  disparaîtra  de  chaque  facteur  placé  sous 
le  radical,  si  Ton  a  G  =  o,  G'=  o,  c'est-à-dire 

— — ^  =  I ,     -  /-i-  g  [p  -:-  ^j  -  /;^  =  o ; 

on  tire  de  là 

— -l=flf,     pq  =  'lga-^f 

et 

'- ^  =r  yja^—  7.ga  -+-/  =  ^[a  —  b)  [a  —  c), 

b  etc  désignant  les  deux  racines  du  trinôme  x^ —  ifx  -\-g- 
Si  les  racines  i  et  c  sont  réelles,  on  prendra  pour  a  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  des  trois  racines  du  polynôme  X^. 
Si  i  et  c  sont  imaginaires,  le  produit  des  facteurs  con- 
jugués a  —  bf  a  —  c  est  positif. 

431  •  La  fonction  rationnelle  4>  {ty  T)  peut  être  mise 
sous  la  forme 
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M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  /*  et  de  T, 
et,  en  multiplianl  les  deux  termes  de  cette  expression 
par  M' — N't,  on  lui  donnerais  forme 

P  et  Q  étant  des  /onctions  rationnelles  de  t'  et  de  T. 
Ainsi  la  difTérenticlle  proposée  dV  sera 

dV  =  Pdt'^  Qtdl. 

Mais  si  l'on  fait  u  —  t*,  du z=iitdt,  le  terme  Qt(/t  se 

réduira  à  ~  Q  du,  Q  étant  une  fonction  rationnelle  de  u 

et  de  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième  degré; 
par  conséquent  l'intégrale  de  Ja  différentielle  Qtdt  est 
exprimable,  d'après  ce  qui  a  été  établi  précédemment, 
par  les  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Quant  à  la  partie  Pdt,  elle  est  évidemment  de  la  forme 


M,  N,  M',  N'  éunt  des  fonctions  entières  de  ï",  et,  si 
l'on  multiplie  les  deux  termes  parN' —  ^  i  on  aura 

<^{t')  et  (f(f=)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  t>.  La 
différentielle  i|i  {(')rf(  est  rationnelle,  et  en  conséquence 
son  intégrale  est  algébrique,  logarithmique  et  circulaire; 
si  donc  on  fait 
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rintégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  circulaires,  jointes  aux  élé- 
ments nouveaux  que  peut  contenir  l'intégrale  U. 

432.  Transfoumation  du  radical  T.  —  La  question 
que  nous  nous  sommes  proposée  est  ramenée,  d'après  ce 
qui  précède,  à  l'étude  des  difierentielles  de  la  forme 

<f{t^)  est  une  fonction  rationnelle  de  t^j  et  T  représente 
un  radical  qui  a  Tune  des  cinq  formes  suivantes  : 


I» 

T-v/^-i'*-/'')l''-î»), 

a» 

T      \/-  J' -/''],'' -1*), 

S» 

T.    ^-;-,*  + /A;  ,,._,/»;, 

4. 

T       V -;''  +  /'*)(''-?'). 

5» 

T      v^+(/«  +  ^.)(,«+^.), 

oh  p  et  ç  sont  des  quantités  réelles  données  ;  nous  ex- 
cluons l'hypothèse  de 


T=^-l^«H-/^'j/*-Hç») 


parce  qu'elle  répond  à  une  valeur  imaginaire  de  dJJ; 
d'ailleurs  ce  cas  se  ramène  au  cinquième  de  ceux  que 

nous  avons  énumérés ,  en  écrivant  rfU  ^ —  1  au  lieu 
derfU. 

Dans  les  cinq  cas  que  nous  avons  à  examiner,  le  radical 
peut  être  ramené  à  une  même  forme  par  un  changement 
de  variable;  la  forme  que  nous  adoptons  n'est  pas  la 
seule  que  l'on  puisse  choisir,  mais  elle  est  la  plus  com- 
mode et  la  plus  fréquemment  employée. 

1"  Considérons  d'abord  le  premier  cas  ;  supposons,  ce 
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qui  est  permis,  p^<i  (f^,  et  posons 

ZL'  -  iu 

pour  que  le  radical  T  reste  réel,  il  faut  que  l'on  ait 

'*  <  P*    ou    /•  >  <7*. 
Si  t^  est  <^p^,  nous  poserons 

et  l'on  aura 


d'où 

r/r I  dx 

Si  t^  est  >  ^*,  on  posera 


t=î,  dt=.-^''' 


«»  ' 


il  en  résultera 


T=^vC-**)('-'«-'^'). 

et  Ton  aura  pour  -  la  même  valeur  que  dans  l'hypothèse 

précédente,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  signe  des  radicaux, 
a*  Nous  pouvons  encore,  dans  le  deuxième  cas,  sup- 
poser p^<^g^y  et  nous  poserons 

Il  faut,  pour  la  réalité  du  radical  T,  que  <*  reste  com- 
pris entre  p'  et  ç^;  nous  emploierons  la  substitution 
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qui  donnera 

et,  par  suite, 

dt        I  dx 


T         ^y^(i— .r«)(i  — X-«x«) 


3^  Dans  le  troisième  cas,  la  réalité  du  radical  T  exige 
que  ^'  soit  >  q  ;  nous  ferons 


"     ^AN 


/>'  -^-  y' 


et  nous  emploierons  la  substitution 


A-       1 


< 


qui  donnera 


^*         1  —  a:* 


d'où  résulte 

r/f      A-  dx 


4*^  Dans  le  quatrième  cas,  on  doit  avoir  f*<^  q^  pour 
la  réalité  du  radical  T;  nous  poserons 

— ?^  -  A' 

P   -^  T 

et  nous  emploierons  la  substitution 
qui  donnera 

dt=:q 


_-=  »     T  =  ^  or  ^i  —  A«x% 


y^i  —  j;^  ^ 
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d'où  l'on  conclut 

dt        k  dx 


5°  Enfin,  dans  le  cinquième  cas,  le  radical  T  est  tou- 
jours réel;  nous  supposerons p^ <^  <7^  et  nous  ferons 

«7*  — P* 

Ensuite  nous  emploierons  la  substitution 

x^ 


t^—p^ 


I  X 


? 


qui  donne 


dt= ^5       T:=/?g— -j-, 


et  nous  aurons 

dt       I  dx 


On  voit,  en  résumé,  que  si  Ton  pose 


k^  désignant  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité,  le 

rapport  —  est  égal,  dans  chacun  des  cinq  cas  que  nous 

dx 
avons  examinés,  au  rapport  —  multiplié  par  une  con- 

stante.  D'ailleurs,  dans  les  diverses  transformations  que 
nous  avons  employées,  le  carré  t^  est  exprimé  par  une 
fonction  rationnelle  du  carré  x^  de  la  nouvelle  variable  x; 
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donc  la  différentielle  dU  se  trouve  ramenée  à  la  forme 

f{x^)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x*, 

433.  La  fonctiony(j:^)  peut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  entières  d'un  binôme  formé  par  l'addition  de 
x^  et  d'une  constante.  Lorsque  cette  constante  est  nulle, 
la  fraction  simple  correspondante  se  réduit  au  produit 
d'une  constante  par  une  puissance  entière  et  négative 
de  x^]  donc  chaque  terme  dej'{x^)  sera  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  formes 


l\v' 


(  I   -r  fl  JO*  ) 

en  faisant  abstraction  du  coefficient  et  en  désignant.par /z 
une  constante,  par  [jl  et  v  deux  entiers  dont  le  premier 
peut  être  nul  ou  négatif. 
Si  donc  on  pose 

l'intégrale  U  sera  une  somme  de  termes  qui  s'obtiendront 
en  multipliant  par  des  coefficients  constants  des  fonctions 
du  genre  Y^,  ou  Z,:  il  nous  reste  à  étudier  ces  fonctions. 
Considérons  d'abord  les  intégrales  Y^.  On  a 

d'où 

X?=-(i-HX»)a:-h2X»2r»; 

en  multipliant  cette  formule  par  — — —  et  en  prenant 
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ensuite  l'intégrale  de  chaque  membre,  on  obtient 

Or  l'intégration  par  parties  donne 

A'*'""'  ^ «ir  =  x«i^-»X  —  [211  —  3)   Cnjc^^-^dxi 
d'ailleurs 


ax 


donc  on  a 


(2)  (:>.ft-i)A-*Y,-(2p-2:.(i.>^»)T,_,--(2p-3)T^2  =  ^*'^'X. 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  au  second  membre, 
parce  que  chacune  des  intégrales  Y^^  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  Il  faut  remarquer  que  la  formule  (2) 
aurait  pu  être  trouvée  plus  rapidement  en  diflférentiant 
le  produit  j:*>'~'X  et  en  intégrant  ensuite  la  différen- 
tielle obtenue,  mais  la  marche  que  nous  avons  suivie  est 
plus  analytique. 

Si  l'on  fait,  dans  la  formule  (a),  juii=:  2,  3,  4>  •••>  on 
déterminera  successivement 

Yji    X3,   Y4,   •  •  o 

en  fonction  de  Yo,  Y|  et  de  quantités  algébriques.  Si  l'on 
fait  fx  =  I ,  la  formule  (2)  fera  connaître  Y_i  en  fonction 
de  Y|  et  de  quantités  algébriques  ;  enfîn,  si  l'on  y  fait 
fjt  =  o,  — I,  — 2,  — 3,  ...,  la  même  formule  fera  con- 
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naître  successivement  les  valeurs  de 

en  fonction  de  Yo,  Y|  et  de  quantités  algébriques.  Ainsi 
la  considération  des  intégrales  Y^  conduit  seulement  à 
deux  fonctions  élémentaires  nouvcllesY©  et  Y| . 

434.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  Z^; 
rindice  v  est  pour  nous  un  entier  positif,  mais  on  doit 
remarquer  que,  si  Ton  attribue  à  ce  nombre  des  valeurs 
négatives,  les  fonctions  Z^  correspondantes  seront  des 
sommes  de  fonctions  Y^;  par  conséquent,  elles  pourront 
s'exprimer  par  les  fonctions  Yo,  Y|  et  les  quantités  algé- 
briques ;  on  a  effectivement 


2j — V  —  I  -^ —  ^0  "^  "■  ^  *  i  "î"  •••"+■ 


const. 


Cela  posé,  on  peut  employer  Tînlégration  par  parties 
pour  obtenir  une  formule  de  réduction  analogue  à  celle 
qui  concerne  les  fonctions  Y^,  mais  on  arrive  plus 
promptement  au  but  proposé  en  opérant  comme  il  suit. 
Différentions  la  fonction 

tX  

nous  aurons 


(?.v  —  3  X' —, — i 


ensuite,  si  l'on  ordonne  les  polynômes  X^  et —^  par 

rapport  aux  puissances  de  (i  -h  nx^)y  on  trouvera 

X*~^ '-^^ i ^— = I4./IX*   -i-  —     1  -|./iar**. 

T-^  == i i--^ (  I  -+-  "  Jf')  H r    >  -4-  nx^y. 
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et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

.(/i-i-iif/i-h^»: 


A  .-rr-.  (av  —  2) 


72* 


(3) 


B  ir-:  (2v  —  31   ■ y 

/?  -}-  ^«  -L-  3    /f* 


C=:(2V~4) 


//* 


on  aura,  par  les  formules  précédentes, 
^r  ;^ —      2.  il  ==  ^^  ~  B^/Zv-i  H-  C£iZ»_,  —  D(iZ 

d'où,  en  intégrant, 

(  4  )       AZv  -  BZv-,  4-  CZv--,  —  DZ._3  ==  '^'"'^ 


V— «» 


(i  H-/IX*)*-» 

Le  coeflicient  A  est  nul,  dans  les  deux  cas  den  =  —  i 
et  de  n=  —  k^;  alors  on  a 

B  =  — (2v  — 3)(i  — *«)     ou    B zrr -h (av  —  3)  --"y/-; 

A* 

B  n'est  donc  pas  nul,  puisque  k^  est  inférieur  à  l'unité. 
La  formule  (4)  se  réduit  à 

(5)       -  BZ^.  +  cz..,  -  Dz^,  =  ir^r^i^ 

et,  si  l'on  donne  à  v  les  valeurs  2,  3,  4»  •••»  ^^  formule  (5) 
déterminera  successivement 

Zi,   Z{,  Z|,  • .  » 

en  fonction  de  quantités  algébriques  et  des  intégrales 
Zq,  Z_i  ou,  si  l'on  veut,  des  intégrales  Yq,  Yj,  puisque 

Zq  r—  1q,       Z_|  =^  Xq  -H  /I  X|. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  i  +  nx^  est  égal  à  l'un  des  facteurs 
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de  X^y  la  considération  des  fonctions  Zv  n'introduit 
aucun  élément  analytique  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  n  ne  soit  égal  ni  à  —  i  ni 
à  —  h^\  alors  A  ne  peut  être  nul  que  pour  v  =  i .  Si  l'on 
donne  à  v  les  valeurs  2,  3,  4;  •  •  •  >  la  formule  (4)  déter- 
minera successivement 

Zj,  Z39  z^,  ... 

en  fonction  de  Z|,  Zq,  Z_i  et  de  quantités  algébriques. 
Or  les  intégrales  Z©,  Z_|  s'expriment,  comme  on  vient  de 
le  dire,  au  moyen  de  Y©  et  Y|  ;  donc  la  considération  des 
fonctions  Z^  n'introduit  qu'un  seul  élément  nouveau  Z|. 
De  la  discussion  que  nous  venons  de  faire  il  résulte 
que  l'intégrale  de  la  différentielle  proposée  s'exprime 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires  connues  et  d*inté- 
grales  appartenant  à  l'un  des  trois  genres 

*oi    *ii    Zj. 

Les  intégrales  Yo^  Y|,  Z|  constituent  effectivement  trois 
éléments  analytiques  nouveaux  irréductibles  entre  eux, 
dans  le  cas  général. 

Des  fonctions  elliptiques. 

435.  Supposons  que  l'on  prenne  les  intégrales  repré- 
sentées, au  numéro  précédent,  par  Y©,  Y|,  Z|,  de  ma- 
nière qu'elles  s'annulent  en  même  temps  que  Xy  et  dési- 
gnons-les alors  par  u,  $/,  w\  on  aura 


_  /•' dx 


» 


) 


_  r tjx 
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Les  transcendantes  m,  i^,  w  sont  dites /onctions  ellîp- 
tiques  ou  intégrales  elliptiques  de  la  première,  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  espèce  • 

Les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce 
renferment  une  constante  k  inférieure  à  l'unité  et  qui 
a  reçu  le  nom  de  module;  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce conlicnl  aussi  le  module  k  avec  une  deuxième 
constante  /z,  qui  est  dite  le  paramètre.  Nous  avons  vu 
que,  si  le  paramètre  n  est  égal  à  —  i  ou  à  — Ar^,  la  fonc- 
tion de  troisième  espèce  est  exprimable  par  les  fonctions 
de  première  et  de  deuxième  espèce  et  par  les  quantités 
algébriques.  On  a  eflcclivement,  dans  le  cas  de  n  =  —  i, 
par  la  formule  (4)  du  n°  434, 


(l  —  Al*  J  rf -+-«'(  «  —  i')  =^ — i ? 

et,  dans  le  cas  de  n  =  —  /i^, 


comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  par  la  difl'érentiation. 

436.  Les  fonctions  elliptiques  se  réduisent  aux  fonc- 
tions circulaires  ou  logarithmiques  dans  les  cas  limites 
où  le  module  devient  égal  à  zéro  ou  à  l'unité. 

Dans  le  cas  de  A:  =  o,  on  a 


/'     dx 
sll  —  x^ 


o 


r       dx 

Jq    (i -4- /?.r*)  ^^  —  jc* 

la  première  formule  équivaut  à 

u  =  are  siux; 
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quant  aux  fonctions  i^  et  «>,  leurs  dlfTérenti elles  peuvent 
être  ramenées  à  la  forme  rationnelle  par  la  méthode  du 
n^  423-,  mais  on  peut  aussi  obtenir  leurs  valeurs  de  la 
manière  suivante.  L'intégration  par  parties  donne 

et|  en  prenant  les  intégrales  de  manière  qu'elles  s'an- 
nulent avec  X,  on  a 

l'intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  est  égale 
à  li  —  1^;  on  a  donc 

I       / =       I 

»>== jci/i  —  a:^  H —  arc smj?. 

La  différentielle  dw  se  réduit  à  la  forme  rationnelle  au 
moyen  de  la  substitution 

yi  — ^* 
on  a 

V/I  +  '*  (!  +  '*)* 

et,  par  suite, 


dt  rf arc  tang/  y/i  -f-  h 

d(V  = ; r— î  =  ; > 


donc 


1  X  v/i  -f-  /z 

«^  =  -r==.  are  tang 


^1  -h  /i  \/i  —  X* 

Le  paramètre  71  étant  supposé  réel,  on  peut  débarrasser 
la  formule  précédente  des  imaginaires  qu'elle  contient 
dans  le  cas  de  i  -h  «  négatif,  en  introduisant  des  loga- 
rithmes au  lieu  des  arcs  de  cercle  (n*' 372).  D'ailleurs,  on 

s.  —  Cale,  int,  4 
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peut  écrire 


dt  \  (  dt  dt  \ 


d'où 


Les  expressions  précédentes  de  w  sont  illusoires  quand 
fz  =  —  I.  Dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  la  fraction 


«> 


_  arctangf  ^i  -h  n 
s'évanouissent,  et  l'on  a 

X 


W=z  t      ou       W  == 


437.  Dans  le  cas  de  A^  =  i ,  on  a 

/'  dx  C  x^dx  /•'  dx 

.  i^=^'  "^J.  T^'  "=1  (>+»-'i(.-^r 

Les  différentielles  des  fonctions  u,  t^,  (v  sont  ici  ration- 
nelles ;  en  appliquant  à  la  première  la  règle  du  n**418,  on 

trouve 

i   r'    dx         i    r'    dx        .         /i-^x 

"=11  r^^-d  T3:^="'«V.— ■' 

on  a  d'ailleurs  du — rfi^  =  dxy  d'où 
On  a  ensuite 

(i-I-/ij:*)(i  — X*)         1-+- /i  \I -4- /ij:«         i  — x*/' 

et,  par  conséquent, 

I       /**     ntîx  u 

rr: I       '  -+-   • 


M' 
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Si  n  est  positif,  on  a,  en  posant  x  ^  =  f  « 

C     ndx  ^    n^    dt  r- 

I     —-, i  =  V''   /    r  =  i//iarctang^, 


I      ,  /i  +  x  Jn  /      r-\ 

Si,  au  contraire,  n  est  négatif,  on  posera  x  ^ — n  =  ï,  et 
l'on  aura 

d'où 

«,=  _i_  log  4/I±I  _  îEf  log  i /Î±Z^. 


Pour  avoir  la  valeur  de  w  dans  le  cas  de  n  =  —  i,  il 
suffit  de  prendre  la  dérivée  de  l'expression 


V   I  —  x^—n 


par  rapport  à  n,  et  d'y  faire  ensuite  n=z — i  (n®124.) 
On  trouve  ainsi 

I  ,        I-h  J?  I         X 

«»  =  -7  log 1 — 


4i  —  X       21  —  x' 

438.  Les  trois  fonctions  elliptiques  u,  (^,  w  prennent 
une  forme  très-simple  quand  on  introduit  l'angle  qui  a 
pour  sinus  la  variable  indépendante  x  ;  si  l'on  fait 


or  =  sinf ,     ^1  —  x*  =:  cos^, 
et  que  l'on  pose,  en  outre. 


Af  =  ^1  —  X'sin'y, 

4. 
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on  aura 

Jr^diD          r^sm^odf           r         d» 
I    -i,     p=  I    — ^_j:,     ^=:  f     _i^ — . 

Considérons  particulièrement  l'intégrale  de  première 
espèce.  L'angle  f  est  dit  V amplitude  de  u,  et  Ton  écrit 

f  =  amif; 
on  a  par  suite 

x=siQamtt,     ^i  —  x*  =:cosami/,     ^i  —  /'x'  =:  A  amii. 

La  variable  u  a  été  regardée  jusqu'à  présent  comme 
une  fonction  de  x  ;  mais,  si  l'on  prend  maintenant  u  pour 

variable  indépendante,  x,  y^i  —  x^  et  \[r—k^x^  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sinamu,  cosamu,  Z^amu  devien- 
dront des  fonctionsdeu.  Ces  fonctions  remarquables,  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin,  doivent  être  re- 
gardées comme  \e%  fonctions  elliptiques  directes  ou  prin- 
cipales ;  elles  sont  à  l'égard  de  l'intégrale,  dont  elles  déri- 
vent, ce  que  sont  les  fonctions  circulaires  sinu,  cosii, 
relativement  aux  fonctions  inverses  arcsinx,  arccosx. 
Quand  on  prend  u  pour  variable  indépendante,  les  in- 
tégrales elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce 

ont  pour  expressions,  à  cause  de  -p-  r=  du^ 

v=  I     sinrSLmudu,     w=   \     v-i • 

J^  J     I  -f-  /i  sm*  am  u 

Des  différentielles  binômes. 

439.  Parmi  les  différentielles  algébriques,  on  doit  re- 
marquer celles  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  différent 
tielles  binômes  et  qui  se  présentent  très-fréquemment. 
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La  forme  générale  de  ces  diiTérentielles  est 

a  cl  h  désignant  des  constantes  données  et  m,  riy  p  des 
exposants  rationnels. 

On  peut  supposer  n  positif;  car  la  différentielle  pro- 
posée peut  être  mise  sous  la  forme 

qui  ne  dlDfère  de  la  première  qu'en  ce  que  l'exposant 
de  X,  dans  la  parenthèse,  est  changé  de  signe. 

En  outre  y  on  peut  supposer  que  m  et  n  sont  entiers  ; 
car,  s'ils  sont  fractionnaires,  on  les  réduira  à  un  déno- 
minateur commun  r,  et  l'on  posera 

la  différentielle  proposée  devient,  par  cette  substitution, 

rr«'-+'--»  (a -4- ^f «'■)£//; 

elle  a  conservé  sa  forme  primitive,  mais  les  deux  expo- 
sants de  la  variable  sont  adXuellement  des  entiers. 

D'après  cela,  nous  supposerons  que  m  et  n  sont  deux 
entiers  dont  le  second  est  positif;  quant  à  l'exposant  p, 
il  peut  être  un  nombre  rationnel  quelconque. 

440.  Des  cas  d'intégrabilité. — Lorsque  l'exposant/? 
est  entier,  la  différentielle  binôme 

(i)  dy  =  0?'»  (fl  -+-  bx'')Pdx 

est  rationnelle,  et,  en  conséquence,  elle  est  intégrable 

par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  Il  existe 

deux  autres  cas  à^intégrabiUté ;  on  peut  immédiatement 

constater  ce  fait  au  moyen  de  la  méthode  de  substitution. 

Posons 

a  4-  bx"  ==  t. 
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d'où 


'  i-l 


=(^T'  -=à('-^î  -' 


il  viendra 


^=,^"('-^)""** 


et  cette  différentielle  deviendra  rationnelle  par  la  sub- 
stitution t  =  z''f  où  r  désigne  le  dénominateur  de  p,  si 
Ton  a 

(  a)  =  entier. 

n 

De  plus,  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  différen- 
tielle dV  ne  change  pas  quand  on  permute  les  lettres  a, 
i,et  que  Ton  remplace  m  et  n  respectivement  par  m-^np 

et —  Uy  ce  qui  change en ^  donc  on 

pourra  encore  ramener  cette  différentielle  à  la  forme  ra- 
tionnelle, si  Ton  a 

/o  X  m  -4-  I 

(  o  1  hp  =  entier. 

n 

Lorsque  l'une  des  conditions  (  a  )  et  (  3  )  est  remplie,  l'in- 
tégrale de  la  différentielle  dV  est  exprimable  par  les 
fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  11  faut  remarquer 
que  les  conditions  (a)  et  (3)  s'excluent  mutuellement, 
lorsque  p  est  un  nombre  fractionnaire. 

Réduction  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme. 

441.  Dans  les  deux  cas  d'intégrabilité  dont  il  vient 
d'être  question,  l'intégration  d'une  différentielle  binôme 
peut  être  effectuée  au  moyen  d'une  substitution  propre 
à  rendre  la  différentielle  rationnelle  ;  mais  on  peut  aussi 


(a) 
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parvenir  au  même  résultat  par  ua  emploi  convenable 
du  procédé  de  l'intégration  par  parties.  En  outre ,  quand 
il  s'agit  d'une  différentielle  binôme  qui  ne  rentre  pas 
dans  l'un  des  deux  cas  que  nous  venons  de  rappeler,  il 
y  a  lieu  de  chercher  à  opérer  la  réduction  de  son  inté- 
gralcy  c'est-à-dire  de  chercher  à  ramener  cette  intégrale 
aux  types  les  plus  simples,  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient 
au  moyen  du  procédé  que  nous  allons  développer. 
Soit,  comme  précédemment, 

la  différentielle  proposée,  m  et  n  étant  entiers  et  n  po- 
sitif. Cette  différentielle  est  le  produit  des  deux  facteurs 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

elle  est  aussi  le  produit  des  deux  facteurs 
dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 


m-+-i  ' 


l'intégration  par  parties  donnera  donclesdeux  formules 
suivantes  : 


(    Cx^{a 

0  M 


bx'^)Pdx 


~             [p-^\]nb                 (p^i)nbj  ^  ' 

I  x^  {a  -{-  bx'^)Pdx 
3^-1 >    --TTT 1 1 I  x*""^"  la  -f-  bx'^Y'^dXj 
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par  lesquelles  l'intégrale  proposée  est  ramenée  à  une 
autre  de  même  forme,  et  qui  n'en  diflFère  qu'en  ce  que 
les  exposants  m  et  p  sont  remplacés  respectivement  par 
m — /i  et  p  -h  I ,  ou  par  m  H-  72  etp — i .  Ily  aura  une  réduc- 
tion obtenue  si  les  nouveaux  exposants  sont  tous  les  deux 
plus  simples  que  les  exposants  primitifs  ;  au  contraire,  la 
transformation  n'offrira  pas  d'avantage  si,  en  simplifiant 
l'un  des  exposants,  on  a  élevé  le  second.  Mais  on  peut 
obtenir  d'autres  formules  qui  conviennent  à  tous  les  cas. 
L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (i)  est  égale  à 

de  même,  si  1  on  écrit  — ^ ; — r  au  heu  de 

o 

jrm+n  dans  l'intégrale  du  second  membre  de  la  formule  (2) , 
il  viendra 

lx'^'^{a-\'bx'')Pdx 

Ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  les  formules  (i) 
et  (2),  celles-ci  nous  donneront  les  deux  expressions  sui- 
vantes de  l'intégrale  proposée  : 

iw-f-i-h/y  WH-IH-  np  J        ^  •  ' 


(3) 


n 


(5) 


(6) 
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Changeons  enfin  m  en  m  +  n  dans  la  formule  (3) 
et  p  enp+i  dans  la  formule  (4);  résolvons  ensuite 
chacune  des  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  à  l'in- 
tégrale qui  est  contenue  dans  son  second  membre,  il 
viendra 

= r : ^- ^—^ — î ^-^—   I  as^-^'^fa  -+■  hx'^ydx^ 

lx^[a  +  ba^)dx 


_ _  x^* [a 4-  ba^]P^^        m -^\ -^nip-^i) 
^i{P'hi)a  n[pH-i)a 


j  x'^la-h  bx'^)P-*'*dx, 


Les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  permettent  d'effectuer 
dans  tous  les  cas  la  réduction  que  nous  avons  en  vue.  Il 
faut  remarquer  que  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 
illusoires  si  l'on  a 

m-4-  I 
TO-î- I -+- ii/>  =  o     ou h^  =  o; 

mais  on  est  alors  dans  le  second  des  deux  cas  d'intégra* 
bilitéy  et  l'intégrale  proposée  peut  être  obtenue  par  une 
transformation  propre  à  rendre  sa  différentielle  ration- 
nelle,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n^  440.  Le  nombre  p 
étant  supposé  fractionnaire,  la  formule  (6)  n'est  jamais 
illusoire,  mais  la  formule  (5)  le  devient  quand  m-hi  =  o; 
on  est  alors  dans  le  premier  cas  d'intégrabilité,  et  la  va- 
leur de  l'intégrale  proposée  s'obtiendra  par  la  méthode 
de  substitution. 

442.  Examinons  d'abord  l'usage  que  l'on  peut  faire 
de  nos  formules  dans  chacun  des  deux  cas  d'intégra- 
bilité. 
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i«  Soit 

m  -hi 


n 


=  tf     ou     m  —  7z^  -f- 1  =  Oy 


e  étant  un  entier. 

Le  nombre  n  étant  plus  grand  que  zéro,  si  m  est  po- 
sitif, e  sera  également  positif.  Alors,  au  moyen  de  la  fo]> 
mule  (3),  on  ramènera  successivement  Tintégrale  pro- 
posée à  d'autres  intégrales  de  même  forme,  et  qui  s'en 
déduiront  en  remplaçant  l'exposant  m  par 

m  —  /i,     m  —  2/1,      •..,     m  —  (e  —  i)/i; 

la  valeur  de  la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée 
par  la  même  formule  (3),  qui,  en  remplaçant  m  par 
m  —  (e  —  i)netà  cause  de  m  —  ne  -f- 1  =  o,  se  réduit  à 


/ 


[a  -+-  hx^\P-^^ 


dans  ce  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique. 

Si  m  est  négatif,  e  est  lui-même  négatif;  écrivant  donc 
—  e  au  lieu  de  e,  on  aura 

m-f-i 

•  =  —  e    ou    /w  -h  /îtf  -f- 1  =  G. 

n 

Alors,  au  moyen  de  la  formule  (5),  on  ramènera  suc- 
cessivement l'intégrale  proposée  à  d'autres  intégrales  de 
même  forme,  qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  m  par 

W-i-lI,      /n -h  2IZ9    ...,      /II-+-7ï(c  —  l); 

mais  la  dernière  intégrale  ne  sera  plus  susceptible  de  la 
même  réduction,  parce  que  la  formule  (5)  devient  illu- 
soire quand  on  remplace  m  par  m + ne,  à  cause  de  l'hy- 
pothèse m  -f-  ne  -f- 1  =  o  ;  il  faut,  à  ce  moment,  revenir 
à  la  méthode  de  substitution  du  n^  440.  Toutefois,  on 
pourra,  si  on  le  juge  à  propos,  abaisser  l'exposant  p  en 
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faisant  usage  de  Tune  des  formules  (4)  ^^  (^)»  comme 
dans  le  cas  qui  sera  développé  au  n^  443. 
2^  Supposons 

/If  -4-  I  ,  . 

\-p  z=i  —  €    ou     (m -h  ne) -{- i  -h  np  :=  o^ 

e  étant  toujours  un  entier.  Ce  cas  ne  diffère  du  précédent 
que  par  un  changement  de  notation ,  ainsi  qu^on  Fa  vu 
n°  440;  au  reste,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si 
m-^-i-hrip  est  négatif,  la  formule  (5 )  ramène  successi- 
vement Tintégrale  proposée  à  d^autres  de  même  forme, 
qui  s'en  déduisent  par  le  changement  de  m  en 

/»-f-/?,     /in-a/i,      ...,     m-+-(e  —  i)/i 

la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée  par  la  même 
formule  (5)  qui,  en  remplaçant  m  par  m  -4-  (e —  i)  n,  se 
réduit  à 

Lorsque  m-hnp-h-i  est  positif,  si  l'on  désigne  sa  va- 
leur par  ne,  la  formule  (3)  ramènera  l'intégrale  pro- 
posée à  une  autre  de  même  forme,  qui  n'en  diffère  que 
par  le  changement  de  m  en  m  —  (e  —  i)/i;  mais  la  va- 
leur de  cette  dernière  intégrale  devra  être  cherchée  par 
la  méthode  de  substitution. 

443.  Faisons  maintenant  abstraction  des  deux  cas 
d'intégrabilité.  Les  formules  (3)  et  (5)  montrent  que  l'in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre,  qui  n'en 
diffère  qu'en  ce  que  l'exposant  m  s'y  trouve  remplacé 
par  m  itz  in,  i  étant  un  entier  positif  que  l'on  peut  prendre 
à  volonté.  On  peut  choisir  cet  entier  de  manière  que 
m  d=  in  soit  compris  entre  deux  multiples  consécutifs 
quelconques  de  n,  par  exemple  entre  zéro  et  n;  on  peut 
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aussi  déterminer  le  nombre  i  de  manière  que  m  •+-  in 

n  n 

soit  compris  entre et  H — • 

Ensuite  on  voit,  par  les  formules  (4)  c*^  (6)>  q^ie  l'in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre  qui 
n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'exposant  p  est  remplacé  par 
p  dbj,  j  étant  un  entier  positif  quelconque.  Or,  quel  que 
soitp^  on  choisit  l'entier jf  de  manière  que  pdzj  soit 
compris  entre  deux  entiers  consécutifs  quelconques,  par 

exemple  entre  zéro  et  i,  ou,  si  l'on  veut,  de  manière  que 

,    .  .  I  I 

p±j  soit  compris  entre et  H —  • 

Donc,  en  résumé,  tous  les  cas  des  différentielles  bi- 
nômes qui  ne  rentrent  pas  dans  ceux  d'intégrabilité  peu- 
vent être  ramenés  au  cas  où  les  nombres  p  et  -  sont 

compris  l'un  et  l'autre  entre  zéro  et  i  ou  entre 

et  H — j  à  volonté. 

a 

444.  L'exposant  n,  qui  figure  dans  la  différentielle 
binôme,  peut  être  réduit  à  l'unité,  mais  alors  l'exposant /n 
devient  fractionnaire.  Soit 

i  I   ^-i 

««  =  r,     d'où    jr  =  r«-     ^  =  -  <"      dti 

n 

posons  en  outre 

/72  -4-  I 

on  aura 

Les  cas  d'intégrabilité  sont  alors  ceux  où  l'un  des  nombres 
p,  y,  P  "4-  ?  est  entier,  et  Ton  peut  toujours  ramener 
l'intégrale  d'une  différentielle  binôme,  qui  ne  tombe 
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pas  dans  l'un  de  ces  cas,  à  la  forme 

9 

bt)Pdt, 


h 


p  et  q  étant  compris  entre  zéro  et  i  ou  entre  deux  en- 
tiers consécutifs  quelconques.  On  peut  même  obtenir 
une  forme  plus  simple  en  posant 


b  o 


car  la  précédente  intégrale  devient,  par  cette  substitution. 


J29{i±:z)Pdz, 


en  faisant  abstraction  d'un  multiplicateur  constant. 

448.  Exemples.  — i®  Considérons  en  premier  lieu  Tin- 

y  OÙ  m  est  un  nombre  entier;  cette  in- 

tégrale  appartient  à  la  classe  de  celles  que  nous  venons 
d'étudier;  on  a  icia=iy  i=  —  i,  /i=2,  p= 9 

et,  comme  l'un  dés  nombres 5  —  est  entier,  la  con- 

dition  d'intég:rabilité  se  trouve  remplie.  La  formule  (3) 
du  n^  441  devient,  dans  le  cas  actuel, 


/x^dx    x^-^^t  —  x^        m  —  i     rx''^*dx 
^l  — X»'""  ^  '^      J  V^I— a:* 

Supposons  d'abord  m  positif  et  faisons  successivement 
m  =  2//  +  it  m=2[i,  fi  étant  un  entier.  Dans  le  cas 
de  m  impair,  l'intégrale  proposée  est  algébrique,  et  la 
formule  précédente  fait  connaître  sa  valeur^  lorsque  m 
est  pair,  la  même  formule  ramène  l'intégrale  proposée 
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à    1     ■  dont  la  valeur  est 


dx 

=  arc  sina?  H-  const.  ; 


X 


s 


on  trouve,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 


.       2fx(2p— 2)...2    1     ,    ^ 


et 


/; 


x*i*^jc  i/i  — x*  r  ,,_,       au  —  I    .     , 


—a). ..2    J 


,    (2fX-l)(2ft-3)^,^,   ^         _^(2p-l)...3 
(2^— 2)(2f*— 4)  •••        {2p 


i_Jl LL-T aresmx  -+-  C. 

(2/A— 2)(2fA  — 4J...2. 

Lorsque  m  est  négatif,  il  faut  recourir  à  la  formule  (5) 
du  n?  4*41 ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  m  en 
m  +  2  dans  la  formule  écrite  plus  haut  et  la  résoudre 
ensuite  par  rapport  à  l'intégrale  qui  est  contenue  dans 
son  second  membre  ;  on  a  ainsi 


/x"^dx    _  g^+Vi—o:'        m  H- 2    Cx'^'^^dx 

Nous  ferons  successivement  m  =  —  2fx,  171^= — (ap-f-i): 
dans  le  premier  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique; 
dans  le  second  cas,  elle  se  ramène  à  l'intégrale  de  la  dif- 

dx 
férentielle  — ===  qu'on  peut  rendre  rationnelle  par 

x^l  — a:' 

une  substitution,  mais  qu'onréduitplus  simplement  à  une 
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forme  connue  en  remplaçant  x  par  -;  on  a  ainsi 

— ■  =—  / =:  —  log [t -h  v^/*— -ï]  •+■  oonst. 


ou 


/ 


a:« 


dx  .       —  I  -f-  i/i  —  _ 

■  =  log 2^ h  const. 


On  trouve  y  diaprés  cela^  en  désignant  par  C  une  con- 
stante arbitraire. 


^(2^-,)(2^~2)...3.i     --i+v^r^^^^ 

2|x{2f*  —  2)...l  ^  X 

2^  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  dé- 
terminer l'intégrale 

/x'^dx 

•     mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  la  déduire  de  celle 
que  nous  venons  de  considérer  ;  elle  est  effectivement 

/x"^dx 
V^l  —X* 

quand  on  change,  dans  celle-ci  ;X  en  -  et  m  en — (m -h  i). 

X 

3**  L'intégrale 


/; 


x^dx 


se  ramène  aussi  à  celle  dont  nous  avons  développé  le 
calcul;  car,  si  Ton  pose 

X  =  at^t     dx  =  ^at  dt^ 
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on  aura 

Slax  —  a^  J  Vi  — l« 

ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  le  premier  exemple.  En  re- 
marquant que 


sm/  =  arcsm  4/  -  =  - 

y  a       2 


a  —  7,x 
arc  sin/  =  arc  sm  %  /  -  ==  -  arc  ces > 


on  trouve,  dans  le  cas  où  m  est  un  entier  positif, 


J  \/ax—x*  ^        L 


ax"*—* 

2/n  —  2 


i^m-tU^m-Z]^^^  (^ 


(2/n — 2]  (2m — 4)  *"      (2 

(2/w  —  i](2m — 3]...l      ^  a — 2ar 

-f-  ^ —^ ; a'^  arc  cos 1 

iim[2m  —  2).  .  .2  a 


m 


m 


— 2J...2  J 


dans  le  cas  de  m  entier  et  négatif,  on  a,  en  mettant  —  m 
au  lieu  de  m, 


/*  dx  H^ax  —  j:*        F   ^        2m  — 

^m  ^ax  —  ;r«  ""  ~  (2m  —  i] a"*:*-»  j:"»  L"*    "^^m  — 


Jaje--x'        I     ^        2m  —  2     _    . 


(2m  —  2). . .2      «  -T     ^ 

(2m  —  3). . .  I  J   • 

De  quelques  différentielles  binômes  dont  l'intégrale 
se  ramène  aux /onctions  elliptiques. 

446.  Une  différentielle  binôme  qui  a  été  réduite  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  quelquefois  sus- 
ceptible d'une  nouvelle  réduction  ;  mais  on  ne  peut  rien 
établir  de  général  à  cet  égard,  aussi  nous  bornerons-nous 
à  présenter  ici  deux  exçmples  dans  lesquels  l'intégrale 
de  la  différentielle  proposée  se  ramène  aux  fonctions 
elliptiques. 
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Considérons  d*abord  la  différentielle 

}/i  -H  j;^ 

on  pent  écrire 

dx 

d\= :> 


</^ 


xi/ x*4-^ 


et  il  est  naturel  d'essayer  une  substitution  non  ratîon- 
nelle,  telle  que 

t  étant  une  nouvelle  variable  qui  s'annule  pour  x  =  o 
et  pour  X  =  oo  ;  on  tire  de  là 

(3)  «»-^  =  -arVl"=^; 

se 

tant  que  la  variable  x  est  positive,  on  doit  prendre  le 

facteur  t  ^  avec  le  signe  +,  mais  il  faut  donner  au  ra- 
dical ^i  —  t^  le  signe  -4-,  si  a:  est  <[  i  et  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire.  La  différentiation  de  l'équation  (2) 
donne 


(■ 


'•-i)î=-'"'*' 


d*où,  par  la  formule  (3), 

dx  dt 


on  a  donc 

(4)  ifV  =  ~^-^=5 

S.  —  C»lc.  liir. 
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et,  par  conséquent,  Tintégrale  V  peut  être  ramenée  aux 
fonctions  elliptiques  par  la  méthode  du  n®  429. 
Considérons  encore  la  différentielle  binôme 

(5)  ./v  =  _i^.  -^ 

On  peut  employer  ici  avec  succès  la  substitution 

(6)  î/r:^r=(i  — ;r)/; 

on  a,  par  la  différentiation, 

dx  I  —  X 


[l-^a^Y  "-^^ 


dt  =  dy\ 


d'ailleurs  la  formule  (  6  )  élevée  au  cube  donne  encore 
et,  par  conséquent, 


v/4/»-i' 

l'intégrale  V  peut  donc  encore  se  ramener  aux  fonctions 
elliptiques  par  la  méthode  du  n^  429. 

Intégration  de  quelques  différentielles 
transcendantes, 

447.  Lorsqu'une  difTérentielle  transcendante,  dont  on 
demande  l'intégrale,  peut  être  ramenée  à  la  forme  algé- 
brique par  une  substitution,  il  convient  en  général 
d'exécuter  la  réduction.  Ainsi,  y*désignant  une  fonction 


•  •  • 
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algébrique,  les  intégrales 

|/(sinx)cosxr/x,         //(cos«)  sinxrfr,     //(tangj;) — ^, 
//(arcsing)    __Z_>     //(arctangx)  ^-^^ 

se  ramèneront  à  des  intégrales  difTérentielles  algébri- 
ques en  posant 

/=^',  logo:,  sinx,  cosxy  tangjr,  arcsinx,  arctangx,  •••• 

448.  Soient  z  une  fonction  transcendante  de  la  va- 
riable X  et  X  une  fonction  quelconque  de  la  même  va- 
riable ;  si  n  est  un  entier  positif,  et  que  Ton  sache  trouver 
des  fonctions 

ayant  respectivement  pour  dérivées 

X,  X,-,   ...,  x„-, 

on  pourra  aussi  déterminer  Tintégrale 
L'intégration  par  parties  donne  effectivement 

=z  X,3»-*  —  (n  —  1)  fx^z'*-*  ^  rfx, 
• » 

=:X/a'»-'+»-(/i-»-M)  TxiS'^^rfx, 

S. 


/^ 
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d'où  Ton  conclut 


if- 


/dz 

Si  n  est  un  entier  positif,  comme  nous  l'avons  supposé^ 
on  fera  i  =  /i  -{- 1 ,  et  il  viendra 


l^-' 


(    \}    I  Ar^^/x^Xjz'*—  /iX,3'»-*-Hn(/i  —ijXjz""*--... 

zt:n[n  —  I ) ...  I  .X„-n  -+■  const. 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

449.  Exemples.  —  Considérons  l'intégrale 


/ 


oit  n  désigne  un  nombre  entier  et  positif;  on  a  ici 

*='"'«'.   â=î'    x=««-«, 

et  l'on  peut  faire 

.r"*  a^  ac^ 

Xi=  >        Xj=— r->        Xj  =  — r->       •••» 

on  aura  donc 
(    1  x*""*  log'*;F££r 

= —    log'*x log'-^xH r — iloL'^-'o?  — ...±— ^ -^ I  -h  const. 

m  L    ^  /w    "  m'         "  m"         J 

Si  l'on  écrit  e*,  x,  é^dx  au  lieu  de  x,  logx,  rir,  la  for- 
mule précédente  deviendra 

:=  r_    X» Jî^-^-f  — ^-i — -  x»-»  — . .  .dz  -^ ^ +  consi. 


(3) 


CHAPITRE  I.  69 

Ce  résultat  ne  dlfFère  que  dans  la  forme  de  celui  qui  a  été 
obtenu  au  b?  415. 

2?  Soit  en  second  lieu  l'intégrale 


r(arcsina:)''ûLF, 


n  étant  un  entier  positif;  on  a  ici 

zz=ai'csinj:,      -7-  =    ._        ->      X  =  i, 

et  Ton  peut  faire 

X,  =  x,     Xj  =  — v/»-^»     X,  =  ^x,      X4  =  -f-v^i  — xâ, 

après  quoi  les  mêmes  valeurs  reviennent  périodique- 
ment  On  a  donc 


/ 


(arcsinx)'*r/j? 


.^.    ,        =  j:[farc  sinx)** — «(«  —  i)  (arcsinx)'*-*-*-. . .] 

-\-  ^i  —  x*[/i(arcsinx)'*"*— /i{« — i)[n — 2) arc (sinx) '*"•■+-,., 
-4-  const. 

Si,  dans  cette  formule  (5),  on  écrit  x,  sino:,  cosor,  au 
lieu  de  arc  sinor,  x,  ^i  —  a;'**,  on  aura 

x^  Gosxdx  =z  sinx  fx'*  —  n  [n  —  i)  x"""'  -}-...] 


(6)  . , 

cosx[/ix'*"* —  /i  (/i  — - 1  )  ; /i — 2)  x**"' — . . .  J  -4-  const» 


/ 


430.  Revenons  à  la  formule  (4)  du  numéro  précédent. 
Les  différentielles  des  deux  membres  sont  identiquement 
égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  constante  m^  et  l'i- 
dentité ne  sera  point  altérée  si  l'on  suppose  cette  con- 
stante imaginaire.  Soit  donc  m  =  a  4-  i  ^ —  i,  il  viendra 

x^e^-'-^^^^^'r/x 


a-^  b^ 


-__    j^n ____  _!-..,:+:  --_: ■       -4-  const. 
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Remplaçant  e^**"^*^"^'  par  sa  valeur 

et  égalant  ensuite,  de  part  et  d^autre,  les  parties  réelles 
et  les  parties  affectées  du  facteur  yj —  i ,  on  aura  les  va- 
leurs des  deux  intégrales 

/  x*^à^'cosbxdxy       j  x'^e^^smbxdxy 

dans  le  cas  où  n  est  un  entier  positif.  Si  Ton  fait 

a  -h  b  v— »'  =p(cosa  -+•  ^— i  sina), 
on  trouvera  ainsi 
I  x^  e^^cos  bxfix 

=  tf***|  -x'^cosUjx  —  a) x'*'-*cos(6jr  —  2«)-f-..i 

l.P  P 


e**^  smbxiix 


^  ,.J.  CO&ibx  —  n  -4-  la)     +  const.^ 

j—j^x    ^  x'^ûnibx  —  «) x""*8in(^«  —  2a) -f-... 

U  9 

_,n(n — i)    ..I    .    ,,  »1  ,  . 

±  _i _Z 8in(6a:—  /H- 1  a)  M- const. 

Il  importe  de  remarquer  le  cas  de  n  =  o  ;  on  a 


/ 
/ 


ff***  CCS  bxdxz=  -  e^*  cos  (bx  —  a)  -f-  const«« 

P  '  ^ 

e^^  sin  bxdx=:  -  c^'  sin  [bx  —  a)  -*-  const.^ 

9 


ou 

e^'  cos  bxdxz=  e*^ ^ — ~~ h  const.y 


/ 


a- 


b' 


.    ,      ,           ^    asinbx  —  b  cos  bx 
&^'  sm  bxdx  =  e"* i-  — ,^ 1-  consU 
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On  obtient  directement  ces  deux  formules  en  inté- 
grant par  parties  les  deux  différentielles  e^cosbxdx^ 
&^svabxdx\  car,  en  opérant  ainsi,  on  forme  deux  rela- 
tions entre  les  intégrales  de  ces  différentielles,  desquelles 
on  peut  tirer  les  expressions  que  nous  venons  de  trouver. 

451 .  La  méthode  du  n^  448,  et  plus  généralement  le 
procédé  de  l'intégration  par  parties,  permettent  souvent 
de  réduire  à  des  formes  plus  simples  certaines  intégrales 
dont  la  valeur  n'est  pas  exprimable  par  les  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


/ 


—  dx. 


.r 


dx 
dans  laquelle  n  représente  un  entier  positif.  Comme  -^ 


X' 


est  la  différentielle  de  —  , r~^iri'  l'intégration  par 

parties  donnera 

—.dx  =  ^  (/i-i)ar^i""rrï  j  ^^i"^* 

et,  au  moyen  de  cette  formule,  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  à 


/ 


—  elx. 

X 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme  Pdx,  P 
étant  un  produit  de  sinus  ou  de  cosinus  de  fonctions 
linéaires  de  x. 

452.  Les  différentielles  de  cette  forme  se  présentent 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  il  est  aisé  d'en 
avoir  l'intégrale.  Soit  d'abord 

P  =  cos  [ax  H-  ô)  CCS  [a'x  -f-  b*). 
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on  peut  écrire 

on  aura  donc»  sia~\-a'eia  —  a'  sont  différents  de  zéro. 


f 


Ffix  = 


a  (a  -H  a') 
sîn  \(a  —  a)x  -^  (b  —  b')] 


2  (a  —  a'j 
et,  dans  le  cas  de  a'  =  af 


4-  const. , 


/ 


^  ,         sin{2ax'\-  b  '\-  b')        xco&fb  —  b'] 
Pdx=z  — i i  H 1 1  ^  const. 

4«  a 


On  opérera  de  la  même  manière^  dans  le  cas  où  P  est 
un  produit 

P  =r.-  ces  (fl*  -4-  à)  cos(a'«  -I-  b'\  ces  [af'x  -i-  b"] .  • . 
d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs.  Si  l'on  fait 

le  produit  P  sera  la  somme  des  2"""'  termes  représentés 
par  l'expression 


^  ces  (ax  -i-  6)  ; 


on  aura  donc 


,                  sin  (aor-f-  6]    -  .  ,      ,  ^ 

le  terme  — ^ devant  être  remplacé  par  a:  coso 

quand  a  est  nul. 

Nous  avons  représenté  tous  les  facteurs  de  P  par  des 
cosinus,  parce  que  chaque  facteur  tel  que  sin  (ax  +  6) 

peut  être  remplacé  par  cos  fax  -i-  i  -f-  -  )• 
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453.  Considérons,  par  exemple,  l'Intégrale 


/ 


cos'^xiij:, 

OÙ  n  est  an  entier  positif.  On  a,  si  n  est  pair  [voir  mon 
Traité  de  J^rigonométrie)j 

2"~*cos*j:  =  cos/iar  -»■-  -  cos(/i  —  2)  «  H ^ cosln  > —  4i  ^~'"  •  •  • 

I  1.2  ^  ' 

^/i(,i~l)...(^-Hi) 

-i -9 

I.a. . .- 
2 

et,  si  n  est  Impair, 

a^^'cos^x  =  cos/zx  H —  cos  «  —  2  J  j:  h ^ ces  [n  —  4  )  -^  ~t-  •  •  • 

1         ^  '  1.2 


''(«-i;---(^-7^^-^) 


cosx. 


/I  -- 1 

1.2. . . 


Donc  on  a,  pour  le  cas  de  n  pair, 

„  ,  r      .      ,  sinnx       nsinln — 2)x       n(n  —  i]  sinfn  —  4)* 

J  n  in  —  2  1.2  n  —  4 


X 

■+ ^ h  const., 

n  2 

2 


et,  pour  le  cas  de  n  impair, 


■/■ 


ùanx      n  s\n{n  —  2)^      n'n — i)  sinf/?  —  f\'x 


2""'   I  cos'* Xilx  rrr: ! ^ / 1- 


n       '    i        n  —  2  1.2  n  —  4 


I       •    .    • 


/I    —     1 

1.2... 


sinx  -h  consl. 


74  GilLCUL    INTÉGIIÀL. 

En  changeant  or  en x,  dans  ces  formules,  on  oblien- 

dra  la  valeur  de  I  sln^x^x;  on  trouvera,  dans  ce  qui  va 
suivre,  de  nouvelles  formes  des  mêmes  intégrales. 

Intégration  des  différentielles  de  la  forme 

sm^xcos'^xdx. 

454.  La  différentielle  dont  il  s'agit  ici  est  réductible 
à  une  difierentielle  binôme  ;  car,  si  Ton  pose 

sinx— r*,     cosx=(i  — r)*,     dx-=.-t  *(i  — /)   v/r, 
elle  devient 

cette  différentielle  est  intégrable  quand  Fun  des  membres 

m  —  I        n  —  I        m-\-n 


est  entier,  et,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut  être  sus- 
ceptible de  réduction,  ainsi  qu'on  Fa  vu  au  n^  443. 

On  retrouve  les  mêmes  résultats  en  appliquant  direc- 
tement la  règle  de  l'intégration  par  parties  à  la  différen- 
tielle sin'*a:cos'»a:rfar,  et,  comme  les  expressions  de  ce 
genre  se  présentent  fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  développer  le  calcul. 

La  différentielle  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 

cos'*~*jr  X  sin'^xcosxdlr; 

le  second  facteur  est  là  différentielle  de '■  \  par  con- 

m  -h  I      ^ 
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séquent,  l'intégration  par  parties  donnera 

l    I  sin'^JTCOS'^x^a; 

supprimons  sous  le  signe  / ,  dans  l'intégrale  du  second 

membre,  un  facteur  sin^x  et  introduisons  à  sa  place  le 
facteur  égal  i  —  cos^  a:,  cette  intégrale  deviendra  la  dif- 
férence des  deux  suivantes  : 

/sin"..co,-..^-Jsin'-.cos-.^; 

faisant  passer  la  seconde  dans  le  premier  membre ,  et 
multipliant  ensuite  par >  il  viendra 

(a)       f  sin''*4?co8"«ajî= ! 1  8in'"xcos*-«a:dj:. 

J  m-h  n  m  -^n  J 

Si  l'on  change  j:  en x,  dx  en  —  dx,  que  l'on  per- 
mute les  lettres  m,  n,  puis  qu'on  multiplie  par  —  i ,  on 
aura  encore 

/ON       T-   «         n    j  8in'"-*.rcos'»-^*jî       m  —  i     C  , 

J  m-\-  n  m-^n  J 

Enfin,  si  l'on  remplace  n  par  iz-f-a  dans  l'équation  (a), 
m  par  m  4-  a  dans  l'équation  (3),  et  qu'on  résolve  en- 
suite chaque  équation  par  rapport  à  l'intégrale  contenue 
dans  son  second  membre,  on  aura  les  deux  nouvelles 
formules 

v4    I  sm'"«co8*4?rfa?= 1 I  sm'"a?co8*^*xar, 

ft:\  r  »  m,         ^    J         sin*"-^*  jr  cos**-*-*  j:       /n -^ /î -h  a     f*.  „_.         ^     . 
(5)  I  sm^^cos^arolr  = i f  sin''*~*"*4?co8"araj:. 
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Les  formules  (4)  et  (5)  sont  illusoires^  la  première 
quand  »  =  —  i ,  la  seconde  quand  m  =  —  i  ;  mais,  dans 
Tun  et  l'autre  cas,  la  condition  d'intégraLilité  est  rem- 
plie. Les  formules  (2)  et  (3)  deviennent  elles-mêmes 
illusoires  quand  m-|-  /i  =  o,  ce  qui  répond  encore  à  un 
cas  d'intégrabilité  ;  mais  alors  la  formule  (  i  )  nous  fournit 
une  réduction  ;  elle  devient  en  effet,  pour  71  =  —  m, 

/tan '»'"■*'*  X        r 
tang"*ar£ir  =  — I  tang'""*"*ar£ir, 

ou,  en  écrivant  m —  a  au  lieu  de  m, 

,    \           r        «     •»         tanç'"-*j?        r        „   ,     , 
(7)  I  tang'"ar£i!r= f  tang'"-'*£/!r. 

Laissant  de  côté  les  cas  d'intégrabilité,  qui  se  ramènent 
toujours,  quand  cela  est  nécessaire,  à  celui  d'une  dif- 
férentielle rationnelle,  on  voit  que  les  formules  (2)  et  (4) 
permettent  de  diminuer  ou  d'augmenter  l'exposant  n 
d'un  nombre  pair  quelconque;  pareillement,  au  moyen 
des  formules  (3)  et  (5),  on  peut  diminuer  ou  augmenter 
l'exposant  m  d'un  nombre  pair  quelconque;  donc  il  est 
possible  de  ramener  les  deux  exposants  à  être  compris 
entre  les  limites  —  i  et  -h  i  ou  o  et  a. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  exposants  m  el  n  sont 
entiers,  on  pourra  poursuivre  la  réduction  de  chacun 
de  ces  exposants  tant  qu'il  ne  sera  pas  égal  à  —  i  ou 
égal  à  l'autre  exposant  changé  de  signe  ;  quand  ce  dei^ 
nier  cas  se  présente,  on  a  recours  aux  formules  (6) 
et  (  7  ),  au  moyen  desquelles  on  peut  continuer  la  réduc- 
tion jusqu'à  ce  que  les  deux  exposants  soient  nuls  ou 
égaux  à  -+-I  et  à  — i.  Nous  ajouterons  que  les  for- 
mules (6)  et  (7)  peuvent  être  obtenues  immédiatement, 
en  remarquant  que 


/ 


_       d.v  tane'"-^*jr 

tang*"  X  — r—  = 'r  const. 

cos'x  m-r- 1 
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45o.  On  voit,  en  résumé,  que  l'intégrale 

dans  laquelle  m  et  n  sont  des  entiers  positifs  ou  néga- 
tifsy  se  ramènera  toujours,  au  moyen  de  nos  formules,  à 
Tune  des  suivantes  : 

/  (ia:,       j  s{nji:dx,       j  cos4?<2ry       i  8in.rcosj?«&rs 

r  dr      r  fix       r    dx         r        ^      r       , 

J  sinx      J  cas.r      J  smxcos^r      J  J 

Les  trois  premières  ont  pour  valeurs 

X-+-C,     — cosx-i-C,     sinx-f-C, 

C  étant  une  constante  ;  la  quatrième  est  égale  à 

1    /*.  ,  cosax      ^       sîn*j?       ^  cos'o? 

-  Isin:txdx  = ^ hC  = f-C=: h  C, 

2j  42a 

C  désignant  toujours  une  constante  arbitraire. 
On  a  ensuite 

/dx    r  dx  I    cos*ij? 

sin  X      J  a  sin  ^  x  cos^ ;r      ^    tang  J  j:  ' 


et,  par  conséquent. 


/ 


=  log  tang  -  J? -^- C, 


smj:  ^      "a 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  d?  44.  Changeant 
dans  la  précédente  formule  or  en  xH — 1  puis  en  ax. 
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il  vient 


/; 


sinxcosj: 
On  a  enfin 


=  log  tango:  -h  C. 


tang^r  dx  =J     ^^^^     =  —  log  cos*  +  G, 

/Ccosxdx 
COtxdx     =    I    : =:  loff  SlTiX  +  G. 
J     sinjc  ^ 

456.  Si  le  nombre  n  est  nul,  la  formule  (3 )  du  n** 4S4 
donnera,  dans  le  cas  de  m  pair  et  .positif, 


sin'^xdx  = '- 1  si 


sm''*^**  H sin'"-'. 

m  —  2 


(;»_,)(;» -3)  (m-i)(m-3^...3..         I 

(m  — 2;(/w— 4)  (/»— 2j(m--4j...4.2       J 


(m  —  i){m  —  3). ..3.1   x 

H-  : : 7-^ 7 1-  const., 

[m  —  2j(/n  —  4;*'*4*^  '^ 

et,  dans  le  cas  de  m  impair, 

m  —  I 


X  H sm'"~'ar 

m  —  2 


sm'"jirir  r=— n  sm'"-*, 

(m —  i]fm  —  31. ..a"! 

-h     ^^ yr -h  const. 


TT 


En  changeant  a:  en  -  -h.x,  on  aura  deux  autres  formules 
qui  donneront  la  valeur  de 

cos'"xdx. 


P 


pour  le  cas  de  m  pair  et  pour  celui  de  m  impair.  Il  faut 
remarquer  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  immédia- 
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tement  de  celle  du  n^  445,  en  remplaçant  dans  celles-ci 
X  par  sin  j?  ou  par  cosx. 

457.  L'intégrale  • 


J    «81 


smar  H-  b  cosx 

se  ramène  immédiatement  à  l'une  de  celles  donl  il  vient 
d'être  question,  en  posant 

£i  =  rsina,     ^  =  rcosa; 

car  elle  devient  alors 


1  C        ^ 

r  J  cos[:i:  —  a) 


On  peut  aussi  déterminer  l'intégrale  plus  générale 


/ 


dx 
a  sinx  -+-  b  coso:  -4-  c 


car,  en  faisant 


a=rsina9     ft  =  rcosa,     =zzz.k}^ 

c  -i-  r 


on  a 


/•  kdx 

2COS*^(jr—  a) 
i:x;A[*tang*^(x  —  a)' 

ou,  en  posant  k  tang -  (x  —  a)  =  f , 

dx ±2^  r    dt    ^ 

a  siax  -h  b  ces  x  -hc       c  —  rj  izhr*' 

et  l'intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  a  pour 

/ 1  -h  t 

valeur  arctangt  ou  logi/— —  >   selon  que  zbft*  est 
posi  tif  ou  négatif. 
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CHAPITRE  IL 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  ET  DES  INTÉGRALES 
DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEDRS  VARIABI^S. 


Propriétés  fondatnentales  des  intégrales  définies. 

458.  Soîty(x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x 
qui  reste  continue  quand  x  varie  entre  les  limites  Xq  y 
X,  et  F(a:)   une  des  valeurs  de  l'intégrale  indéfînie 

f[x)dx.  La  différence  F  (x) — ¥[xq)  est  aussi  une 

des  valeurs  de  la  même  intégrale,  savoir,  celle  qui  s'an- 
nule pour  a:  =  jTo  ;  cette  valeur  est  égale  à  F  (X) — F  (x©) 
pour  a:  =  X,  et  nous  sommes  convenus  alors  de  la  re- 
présenter par  l'expression  /   f[x)dxy  que 


/ 


x: 


nous  avons 

nommée  une  intégrale  définie.  Ainsi  l'on  a 

»x 

/(^)^x  =  F(X)-F(xo), 

et  nous  savons  que  l'intégrale  contenue  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  valeurs  que  prend  la  différentielle  y  (j:)cix,  quand  a: 
varie  àe  x^k^  en  prenant  des  accroissements  infiniment 
petits  successifs  égaux  à  dx. 

De  là  résultent  plusieurs  propriétés  fondamentales 
que  nous  allons  établir. 

459.  Théorème  I.  —  Une  intégrale  définie  change 
de  signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue^  quand 
on  permute  les  limites  de  l'intégrale. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  du  n^  458, 
dont  le  second  membre  ne  fait  que  changer  de  signe 
quand  on  permute  les  lettres  x^y  X. 

On  peut  aussi  établir  la  même  propriété  en  considé- 
rant les  intégrales 


j  f[jo)dx,     J^f[x)dx 


comme  des  limites  de  sommes  d^éléments  infiniment 
petits.  Les  éléments  correspondants  y*(j:)£fx  des  deux 
sommes  en  question  ont  la  même  valeur  absolue,  mais 
ils  sont  de  signes  contraires,  car,  x  variant  de  Xo  à  X 
dans  un  cas  et  de  X  à  Xq  dans  Fautre  cas,  dx  est  positif 
pour  Tune  des  deux  sommes  et  négatif  pour  l'autre. 

460.  Théorème  IL  —  Si 

sont  des 'valeurs  de  x  telles  ifue/(x)  reste  bien  déter- 
minée  et  continue  quand  x  varie  de  l^une  de  ces  va^ 
leurs  à  la  suivante  j  on  a 

I    f[x)dx=\     f[x)dx-Jr  \     /(«)rfx-t-...-f.  /      f[x)dx. 

En  effet,  cette  formule  n'est  autre  chose  que  l'égalité 
identique 

F{X)-F{^o) 

=  [F(:r,)  -F(^o)]  ^-  [F(^,)  --F(xO]  4-.  ..-H  [F(X)-F(x„«,)]- 

On  peut  encore  démontrer  la  formule  dont  il  s'agit  en 
regardant  les  intégrales  définies  comme  des  limites  de 
sommes.  Si  Xo»  ^o  •  •  •,  X  sont  disposées  par  ordre  de 
grandeur,  les  deux  membres  de  notre  formule  sont  égaux 
à  la  limite  d'une  même  somme  d'éléments  infiniment 
petits.  Il  en  est  de  même  quand  Xo  >  ^u  •  •  m  ^  i^^  sont 

S.  —  Cale*  inu  0 
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pas  disposées  par  ordre  de  grandeur,  car  les  éléments 
infiniment  petits  de  la  seconde  somme  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  la  première  sont  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

461.  Théorème  III.  —  Soient  j{x)  et  f[x)  deux 
fonctions  qui  restent  continues  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  les  limites  x©  ef  X  ]>  a:©  ;  si  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  on  a/{x)'^(f{x),  on  aura  aussi 


j    /(j:)£ir>>   /     f{x)dx. 


En  effet,  par  hypothèse,  la  fonction  y(a:)  —  (f{x)  est 
positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  or^  et  X  ; 
par  conséquent,  la  fonction 


£ 


[/{x)--(f{x)]dx, 


dont  elle  est  la  dérivée,  est  croissante.  Or  cette  fonction 
s'annule  pour  x  =Xo  ;  donc  elle  est  positive  pour  a?  =  X, 
et  Ton  a 

[/(x)  — y(j:)]ûtr>0     ou       /    /(.rJÉ^r—   /     9» (jr) é/x> O. 

On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat  en  considé- 
rant les  deux  intégrales  proposées  comme  des  limites 
de  sommes;  effectivement,  chaque  élément /*(x) rfj:  de 
la  première  somme  est  plus  grand  que  l'élément  corres- 
pondant o{x)dx  de  la  seconde;  celle-ci  est  donc  infé- 
rieure à  l'autre. 

C0KOLLA.1KE.  —  Si  la  fonction  f{x)  est  comprise  entre 
deux  autres  fonctions  cf  (  x),  ^(x),  pour  toutes  les  va" 
leurs  de  x  comprises  entre  x^  et  X,  et  que  ces  fonctions 
soient  continues  de  x  =  Xq  à  x  =:lLy  on  obtiendra  deux 
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limites  de  l  ^intégrale  j    f{pc)  dx  en  prenant  j    <f{x)dx 
et  j    ^{x)dx. 


1 


—  t  où  Ton 

suppose  m^  2.  II  est  évident  que  cette  intégrale  aug- 
mentera si  Ton  diminue  m,  et  qu^elle  diminuera  si  Ton 
augmente  m  ;  elle  est  donc  comprise  entre 


o 

c'est-à-diire  entre 


I     dx    et      I 


-=o,5     et    arcsin  -  = -;  =o,523. . . . 
a  2       b 

463.  Théorème  IV.  — Soient  uet  v  deux  fonctions 
de  X  :  51  la  fonction  v  consente  le  même  signe  quand  x 
varie  de  x^  à  X,  on  aura 

U  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  u  quand  x  varie 
de  Xq  à  X« 

En  efiety  soient  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  u;  on  aura  constamment,  si  i/  est  positif, 

et,  si  f^  est  négatif, 

donc  rintégrale  i     iti^efx  est  comprise  entre  /    Ai^dx 

6. 


\ 
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et  /    Bi'dar,  c'est-à-dire  entre  les  deux  produits  que  l'on 

obtient  en  multipliant  A  et  B  par  l'intégrale    i      i^  dx  ; 
de  là  résulte  évidemment  Tégalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 


X 


Cas  ou  les  limites  des  intégrales  sont  infinies. 

46i.  En  traitant  des  propriétés  des  intégrales  déGnies 

f{x)  dx,  nous  avons  supposé  la  fonction y(a:)  con- 

tinue  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  j:©  et  X  ;  ces 
limites  sont  d'ailleurs  des  quantités  déterminées  quel- 
conques. Nous  maintiendrons  ici  la  même  hypothèse  ; 
mais  nous  supposerons  x^  etX  variables,  et  nous  allons 
examiner  le  cas  dans  lequel  l'une  ou  l'autre  de  ces  li- 
mites devient  infinie. 

L'intégrale  de  la  différentielle  y(a:)rfj:,  prise  entre 
deux  limites  infinies,  ou  entre  une  limite  finie  et  une 
limite  infinie,  peut  avoir  une  valeur  finie;  elle  peut  aussi 
être  infinie  ou  indéterminée;  nous  allons  donner  des 
exemples  de  ces  divers  cas. 

i^  Considérons  d'abord  la  différentielle 'e~*rfj:;  en 
l'intégrant  de  a:  =  x©  à  j:  ==  X,  on  a 

»x 

et,  si  l'on  fait  tendre  X  vers  -;-  oo  ,  on  aura 


x: 


X 


e"'  dx  z=^  €'^•1 

faisant  tendre  au  contraire  Xq  vers  —  oo  ^  on  a 

»x 


X: 
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a*  Soît,  en  deuxième  lieu,  la  différentielle  — ; — i  ;  l'in- 

'  '  I  -f-  i»?* 

légrale  prise  de  a:  =  Xq  à  x  =  X  est 


£ 


~  =  arc  tangX  —  arc  tan^J?©» 

I  ^r*  •*• 


et,  si  Ton  fait  tendre  X  vers  -f-  oo  ,  on  a 


X. 


dx 


Tf 


1-4-^»         2 


^  =  ;-  — arctangjr^; 


faisant  ensuite  tendre  Xq  vers  — oo  ,  on  a 


£ 


"*■•     rfx 


w. 


1  -hx* 
3®  Soit  encore  la  différentielle  cosor^x;  on  a 


X 


cosx  d!r  =  sînX, 

o 


et  il  est  évident  que  cette  intégrale  cesse  d'être  déter- 
minée quand  on  suppose  X  =  oo  . 

465.  On  ne  peut  pas  indiquer  de  critérium  qui  per- 
mette de  décider  d^une  manière  générale  si  l'intégrale 

I    y(x)  dx  reste  finie  et  déterminée  quand  Tune  ou 

l'autre  des  limites  tend  vers  l'infini.  Voîci  cependant  un 
théorème  qui  donne  le  moyen  de  décider  la  question 
dans  un  assez  grand  nombre  de  cas. 

Théobème.  —  Soitf[x)  une  fonction  qui  reste  finie 
pour  les  "valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  ef  -f-  oo  .  Si, 
pour  les  ^valeurs  de  x  supérieures  à  une  certaine  quan- 
tité a  fia  ^valeur  absolue  du  produit  x"fi{x)  est  constam- 
ment inférieure  à  un  nombre  donné  K,  et  que  l'expo- 
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'    f{x)  dx  tendra 

vers  une  limite  finie  quand  on  fera  tendre  X  vers  -H  oo  • 
Au  contraire,  si  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à 
une  quantité  a  la  fonction  f[x)  conserve  le  ménie  signe, 
et  que  la  valeur  absolue  duproduit  x''f{x)  ne  soit  jamais 
inférieure  à  un  nombre  donné  K,  l'exposant  n  étant 

'    f{x)  dx  deviendra 
infinie  en  même  temps  que  X. 
En  effet,  on  a 

J  /[.r)dr  =  J/{x)dr-^~J/{jr)cix; 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  va* 
leur  déterminée,  et  il  suffit  en  conséquence  de  considé- 
rer la  seconde. 

i^  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x'^f{x)  est  infé- 
rieure à  K,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  +  00  ,  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l'inté- 


grale /   f{x) 


dx  est  elle-même  inférieure  à 


quantité  qui,  dans  l'hypothèse  de  n  ^  i ,  se  réduit,  pour 
^  =  ^^  ^  ,^_,.    n,i'    Donc  l'intégrale   /   f{x)dx 

reste  finie  pour  X  =  x  ,  et,  par  conséquent,  il  en  est  de 
même  de  la  proposée. 

a°  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x'^f{x)  n'est  pas 
inférieure  au  nombre  donné  K  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  oo  ,  et  qu'en  outre  la  fonction y(x) 
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conserve  le  même  signCi  la  valear  absolue  de  l'intégrale 

I   f{x)  dx  est  supérieure  à  /     —  dx.  Cette  dernière 

intégrale  a  pour  valeur 

K 


I  —  n 

quand  n  est  <^  i ,  et 


(x»-»  — ««-*), 


Klog-, 


quand  n  ==  i  ;  dans  l'un  et  l'autre  cas,  elle  devient  infi- 
nie pour  X  =  00  ;  donc  la  même  chose  a  lieu  à  Tégard 
de  l'intégrale  proposée. 

Hbmaeque.  —  Le  théorème  précédent  s'applique  au 
cas  où  l'on  fait  tendre X vers  —  00  ;  car,  en  changeante 


en  —  Xy  on  a, 


f  /[x)dxr=-    f      f[^x)dx, 

et  l'on  est  ramené  à  faire  tendre  vers  +  00  la  limite  su- 
périeure —  X. 

Le  même  théorème  est  encore  applicable  dans  le  cas 
où  l'on  fait  tendre  la  limite  inférieure  Xo  vers  =h  00 , 
puisqu'on  peut  permuter  les  deux  limites  entre  elles* 

466.  ExEKPLB.  —  Considérons  l'intégrale  /    e^'^dx. 

Soit  n  un  nombre  positif  aussi  grand  qu'on  voudra,  K  une 
quantité  positive  donnée  quelconque.  La  valeur  absolue 
du  produit  x^e"-*' tend  vers  zéro,  quand  x  tend  vers  ±  00  ; 
donc  on  peut  assigner  une  valeur  a  de  x  telle,  que  de 
x  =  +  aàx=H-ao,  ou  dex  =  —  «àx  = — oo  ,  la 
valeur  absolue  du  produit  x^e"^^  soit  inférieure  à  R.  Il  en 
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résulte  que  l'intégrale  proposée  conserve  une  valeur  finie 
e'^^dxj  quand  on  fait  tendre  X  vers  H-  co  et  Xq 


. 


vers  —  00  . 


Plus  généralement,  sîy(a:)  est  une  fonction  de  a:  qui 
reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  j:  comprises  entre 


—  oc  et  -4-  00 


valeur  finie. 


,  l'intégrale  1       f{x)e~^^dx  aura  une 


Cas  oii  la  fonction  contenue  sous  le  signe  j  déifient 
infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

467.  Supposons  que  la  fonction y(x)  reste  finie  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  X,  mais  qu'elle  de- 
vienne infinie  pour  a:  =  X.  Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne 
par  e  une  quantité  de  même  signe  que  X  —  Xo,  l'inté- 


gralû J    A^) 


dx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 


I 


/(x)dx, 


quand  on  fait  tendre  e  vers  la  limite  zéro.  Il  peut  arriver 
que  la  précédente  intégrale  croisse  au  delà  de  toute  li- 
mite, et  alors  la  proposée  est  infinie. 

Pareillement,  si  la  foncliony(j:)  devient  infinie  pour 
x  =  Xq,  et  que  l'on  désigne  toujours  par  e  une  quantité 

de  même  signe  que  X — x©,  l'intégrale  /    f[x)dx  sera 

la  limite  vers  laquelle   tend  l'intégrale  1      f{^)  dxj 

quand  on  fait  tendre  e  vers  zéro. 

Nous  allons  démontrer  un  théorème  analogue  à  celui 
du  n®465  et  au  moyen  duquel  on  peut  décider,  dans  cer- 
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taîns  cas,  si  une  intégrale   conserve  une   valeur  finie 

quand  la  fonction  qui  multiplie  dx  sous  le  signe  /  de- 
vient infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

468.  Théorème.  —  Soit  f[x)  une  fonction  qui  reste 
finie  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  et  X,  mais 
qui  devdenne  infinie  pour  a:  =  X.  Si  Von  peut  assigner 
une  quantité  a  entre  x^  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  IL  la  valeur  absolue  du  produit 
(X  —  ^Yf{^)  ou  [x  —  'X)"/{x)  soit  inférieure  à  une 
quantité  déterminée  K,  le  nombre  n   étant  moindre 

que  I,  l'intégrale  j    f{x)  dx  aura  une  valeur  finie, 

j4u  contraire,  si  l'on  peut  assigner  une  quantité  a 
entre  Xq  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  ^  le  produit  (X  —  ^Yf{^)  ou  [x  —  X)'»y(j:) 
consente  le  même  signe  et  soit  constamment  supérieur 
à  une  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n  étant  égala  i 

ou  plus  grand  que    i,  V intégrale   j    f{x)dx  sera 
infinie. 
En  effet,  on  a 

f  f[x)djr=  f  f[x)dx-k-  f  /{:t)dx; 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  valeur 
finie  ;  il  sufQt,  en  conséquence,  de  considérer  la  deuxième 
intégrale. 

i**  Supposons  que  de  j:=raàj:  =  Xla  valeur  ab- 
solue du  produit  [±  (X  —  ^)Yf{^)  soit  moindre  que 
la  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n  étant  en  outre 
inférieur  à  1  ;  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  Tin- 
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tégrale  /    f[x)dx  sera  inférieure  à  la  valeur  absolue 


a 


^^    /     F+^rjC^-^rv»*     ^^^^   rinlégrale    indéfinie    de 

F3r  -  V \Ti  ^  pour  valeur  -^- — - — ■ Y-  const.  ; 

on  a  donc,  à  cause  de  7î<[  i , 

r^     Kdx      __i4zK[=bfX-a)p-» 

d'où  il  suit  que  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

2»  Supposons  que  de  a:  =  aàa:  =  X  le  produit 
[it(X  —  J^)YJ'{j^)  conserve  le  même  signe,  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  plus  grande  que  la  quantité  déter- 
minée K,  le  nombre  n  étant  d'ailleurs  égal  ou  supérieur 

à  I.  La' valeur  absolue  de  l'intégrale  /  f[x)dx 

supérieure  à  celle  de  l'intégrale  /    .^^^     ^ — rr^^  or  on 
a,  quand  n  est>>iy 


sera 


et,  quand  n  =  i , 


r 


Kdx         „  .      X  —  a 
=  Klog 


X  —  X  X  — X 


le  second  membre  de  chacune  des  formules  précédentes 
devient  infini  pour  x  =  X,  et,  par  conséquent,  l'inté- 
grale f    f{x)dx  est  infinie,  ainsi  que  la  proposée. 
Comme  on  peut  intervertir  les  limites  de  l'intégrale^ 
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le  précédent  tHéorème  s*applique  au  cas  où/(j:)  devient 
infinie  pour  x  =  Xq, 

469.  Exemples.  —  i*^  Considérons  l'intégrale 


X 


I                       i                    l 
Onaicî/(x)=--^z:^:=:xet(i  —  x)'y(.r)  =    ;xétant 

Vl  —  J^*  ^l-hx 

positif^  ce  produit  est  inférieur  à  i  ;  on  en  conclut  que 
rintégrale  a  une  valeur  finie.  Nous  savions  d'avance  qu'il 
en  est  ainsi,  car  l'intégrale  proposée  est  la  valeur  de 
arc  sinor  pour  x  =  if  et  par  conséquent  cette  intégrale 

est  égale  à  -• 

Q?  Considérons  l'intégrale 


J.  »/(i 


=  > 


où  Xl'  désigne  une  quantité  positive  inférieure  il.  On 
a  ici 

le  second  membre  de  cette  formule  est  inférieur  à  ■ 


S/i  —  A* 
pour  toutes   les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ; 

donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

3*^  Considérons  l'intégrale 


r    dx 


i  laquelle  se  réduit  la  précédente  lorsqu'on  a  A:^=i 
On  a  icif{x)  = jj  et 


I  —  x' 


(i-*)/(x)=_I_; 


I  -*- j: 
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le  second  membre  de  cette  formule  est  supérieur  à  - , 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ;  donc 
l'intégrale  proposée  est  infinie.  Au  reste,  cette  intégrale 
est  la  valeur  que  prend  pour  a:  =  i  la  fonction 


rri-î^-v/f 


— ï 


et  Ton  voit  que  la  valeur  en  question  est  effectivement 
infinie. 

4*^  Considérons  encore  l'intégrale 


X 


■  '"f^"  dx. 


j,n 


où  n  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i .  On  a 
f[x)  =  — ^  j  et  cette  fonction  est  infinie  pour  a:  =  o. 
En  désignant  par  e  un  nombre  compris  entre  o  et  i  — /z, 

or,  quand  X  tend  vers  zéro,  le  produit  x^logx  tend  aussi 
vers  zéro  ;  on  peut  donc  assigner  une  quantité  a  telle,  que 
dea:=:oàj:  =  a  le  produit  x'^'^^f^x)  soit  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  donnée  K  ;  d'ailleurs  ;i  •+-  €  est 
inférieur  à  i  ;  donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

Cas  oh  la  fonction  contenue  sôus  le  signe   I  devient 
infinie  entre  les  limites  de  l'intégration. 

470.  Lorsque  la  fonction  /{x)  devient  infinie  pour 
une  valeur  Xf  de  x  comprise  entre  Xo  et  X  ^x©,  il  faut 

regarder  l'intégrale   /   f{x)dx  comme  la  limite  vers 
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laquelle  tend  la  somme 

•/r,  ••*  1-4-1) 

lorsque  e  et  yj  tendent  vers  la  limite  zéro.  Une  telle  inté- 
grale peut  avoir  une  valeur  finie  et  déterminée;  elle 
peut  aussi  être  infinie  ou  indéterminée. 
Considérons  par  exemple  Tintégrale 


où  a  et  a  désignent  des  nombres  positifs  et  où  n  est  un 

2/x  -4- 1 

2V  -♦-  I 


2  (X  -4~  I 

exposant  compris  entre  o  et  1 ,  et  de  la  forme  —- > 


/A  et  V  étant  des  entiers  ;  on  aura 


f:>Hr>m' 


or 

£ 

9 

I  —  n 

J      ^"" 

-'»  _ 

.yjl-» 

I  — 

-  n 

donc 

r'"- 

=  lim( 

-a*-' 

»-i-«*- 

-'»-_ 

-^*- 

-\, 

e*""  et  >3*~''  s'annulent  à  la  limite;  Tintégrale  proposée  a 
donc  une  valeur  finie  et  déterminée,  savoir  : 


r    — - 


•• 


1  —  /i 


Si  le  nombre  n  est  de  la  forme  — ^^  »  u  et  v  étant 

av  -r  I     ^ 
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entiers,  et  qu^on  le  suppose  plus  grand  que  i,  on  aura 

f^dx  _       T      /    I f_^\ 


r^ffx _    I    /  I i__\; 

la  somme  de  ces  deux  intégrales,  savoir 

_J^  ('_!- -H  _i_\  _ -J_  (  _!_  +  __!_■ 

croit  au  delà  de  toute  limite  quand  les  infiniment  petits 
positifs  e,  r,  tendent  vers  zéro  ;  donc  alors  l'intégrale  pro- 
posée est  infinie. 

Considérons  encore  le  cas  de  71  =  i  ;  l'intégrale  pro- 
posée est 

Or  on  a,  en  faisant  x  =  —  ty  dx  = — A, 


d'ailleurs 


£'?=Xt=-=' 


r^'dx      ,     a 

j     T^^'^V 


donc 

■t-a 


/ .        —  =  log  —  =  log h  log  -• 

J      ^       X  CLT,  OC  IQ 

La  limite  du  rapport  des  infiniment  petits  e,  y)  est  indé- 
terminée  ;  donc  l'intégrale  1       —  est  elle-même  indé- 


1 


terminée. 
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471.  Revenons  à  l'expression  générale 


(I) 


r*      f[a:)dx^f      f[x]dj:; 

si  l'on  suppose  t]  =  e,  elle  se  réduit  à 

(2)  r    *       f[x)dx^   f       f[x)dx. 


Xo  ^  X|+» 


La  limite  vers  laquelle  elle  tend  quand  on  fait  tendre  t 
vers  zéro  a  été  nommée  par  Cauchy  valeur  principale 

de  l'intégrale  définie  l    /{^c)  dx.  Ainsi  la  valeur  prin- 


r    dx 

cipale  de  l'intégrale  j      —  que  nous  venons  de  consi- 
dérer est  log-- 


Si  l'intégrale    I  f[x)dxsL  une  valeur  finie  et  déter- 

minée,  il  est  évident  que  cette  valeur  sera  la  limite  vers 
laquelle  tendra  la  somme 

(3)  f^'*/(x)dx-^f      f[x)dx, 

quand  e  tendra  vers  zéro,  quels  que  soient  les  membres 
positifs  fx  et  V  ;  donc  alors  la  difiiérence  des  sommes  (  a  ) 
et  (3),  savoir 


(4) 


£1-1"  /»Jft-+^« 

/{x)dx-^  I         f[x)dx 


doit  tendre  vers  zéro  avec  e,  quels  que  soient  fA  et  v.  Si 
donc  on  peut  constater  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  con- 
clura que  l'intégrale  proposée  n'a  pas  une  valeur  finie 
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cl  déterminée.  Les  intégrales 

/(x)dx,        /  /[x)dx, 

OÙ  e  désigne  un  infiniment  petit,  ont  été  nommées  par 
Cauchy  des  intégrales  définies  singulières.  On  peut  re- 
trouver, par  la  considération  de  ces  intégrales,  le  résul- 
Ut  établi  au  n''  466. 

En  général,  si  la  fonction  /'{x)  devient  infinie  pour 
les  valeurs  x^,  x^j  . . . ,  Xi  comprises  entre  x^  et  X,  on 


ff{^) 


devra  regarder  i      f(x)dx  comme  la  limite  vers  la- 


quelle  tend  la  somme 


+  /  f[x)dx'h  \       f[x)dx^ 

quand  les  quantités  e  et  y]  tendent  vers  zéro.  Ce  cas  se 
ramène,  au  reste,  au  précédent,  en  décomposant  Tin- 
tervalle  de  Xo  à  X  en  plusieurs  autres. 

Démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  Tajlor. 

472.  La  considération  des  intégrales  définies  fournit 
une  démonstration  très*  simple  et  très-élégante  de  la 
formule  de  Taylor. 

Soient  x  et  A  deux  quantités  données,  t  une  variable 
ety"(xH-A  —  t)  une  fonction  que  nous  supposerons 
continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  t  comprises  entre  o  et  h.  L'intégration  par 
parties  donnera,  en  représentant  pary'(xH-A  —  f), 
/"{x-^h  — t)y  •  •  •  les  dérivées  successives  de  la  fonc- 
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tion  f^x-^h — t)   prises   relativement    à  la    variable 

..••-•••.••..••••..••••••••. ••••••• ••, 


o 


2.3.. .(/I  —  l)  Jo  '2.3...f«  — l) 

Ajoatons  toutes  ces  inégalités,  faisons  ensuite  t=:h,  et 
remarquons  que  Ton  a 

r  r(;r^-^-./)^r=/(x-+-//;-/(x  , 
il  viendra 


rf/. 


1  .2.  .  .(«  —  l) 

en  posant 


La  formule  (i)  conduit  à  celle  de  Taylor  quand  les  con- 
ditions relatives  à  la  continuité  sont  remplies  et  que  le 
reste  Rn  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente.  La 

s.  — -  Cale,  ine,  y 


-  J       J      ^ 
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formule  (2)  donne  une  expression  de  Kn  cfuî  est  souvent 
utile,  et  l'on  peut  en  déduire  celle  que  nous  avons  éta- 
blie au  n°  106.  Eflectivement,  on  .tire  de  la  formule  (2) 
(n«  463) 

—^ dt= = U, 

2.0...I/I  —  i)  1.2.3. ..n 

U  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend /""(x  H- A  —  t) 
quand*  f  varie  de  o  k  h.  La  dérivée  dont  il  s'agit  étant 
continue,  elle  prendra  la  valeur  U  pour  une  valeur 
(i  —  9) A  de  t,  comprise  entre  o  et  A;  on  a  donc 


De  l'intégration  par  séries. 

473.  Théorème  I.  —  Soit  Uq  -;-  Wj  -f-  m^  -{- . . .  une  se- 
rie  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  continues  d'une 
variable X.  Supposons  la  série  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  eï  X ,  appelons 
/{x)  la  somme  de  la  série  et  r^  la  valeur  du  reste  en 
s  arrêtant  au  n^^^^  terme;  supposons  en  outre  que  Von 
puisse  trouver  un  nombre  tel,  que  pour  toute  valeur  de 
n  supérieure  à  ce  nombre  le  reste  r„  soit  moindre 
quun  nombre  quelconque  t  donné  à  l'avance ,  la  série 

J\     Uf^flx  H-   I     u^dx  H-   /     u^dx  ~|-  .  . . 

sera  aussi  convergente  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  Xo  ef  X;  en  outre  ^  elle  aura  pour  somme  l'inté- 


grale I    /{x)dx. 


CHAPITRE  II.  gg 

Elu  eflet,  x  étant  comprise  entre  Xq  et  X,  posons 

(i)  /(j?)  =  ao^-«i-+- «i-i- . -.-»-«„-,-+- r„; 

on  aura 

or  on  a  (d?  463) 

•'xo 

Pi,  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  r^  quand  x  varie 
de  Xo  à  X;  d'ailleurs  rn  s'annule  par  hypothèse  pour 
n  =  00  :  donc  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  p»,  et 
l'on  a  conséquemment 

lira  I     r^iix  =  o  pour  n  =  oo  ; 
donc 

(3)     /   /{x)dx=z  j     tt^dx -^  j     Uidx-h  I     iijrfx -+-..., 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

474.  Théorème  IL  —  Soit  Mo  +  "i  H-  "i  -f-  •  •  •  ^^^ 
série  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  d'une  variable 
Xy  continues  de  x=:Xo  à  a:  =  X,  et  qui  consierge  vers 
une  limite  déterminée  f[x).  Si  la  série 

duQ       dui        du^ 

■       -4—  — —  -|— — |—  •  ■  • 

dx         dx         dx 

remplit  les  conditions  du  théorètne  1,  elle  a  pour  somme 

f{x). 
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En  effet,  la  série  -j^  H-  — ^  4-  • .  •  étant  supposée  con- 
vergente, désignons  par  F(x)  la  somme  vers  laquelle 
elle  converge  ;  on  aura 

^    '         dx         dx         dx 
d*où,  par  le  théorème  précédent, 

ou ,  en  désignant  par  u}^^  la  valeur  de  Unj  pour  a:  =  Xo , 


r 


¥[x)dx  ^--{uo-  «S)  -f-  [u, -  <^)  +. .  .  . 


Or  la  série  w©  4-  w<  -I-  M2  -[-• . .  converge  vers  la  limite 
f{x);  on  a  donc 


£ 


F{x)dx=/[x]  -î-const., 


et,  en  difi<érentiant, 

F(x)=/'(x), 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

475.  Le  théorème  I  donne  le  moyen  d'exprimer  par 
des  séries  les  intégrales  des  diffiérentielles. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction y(j:)  soit  dévelop- 
pable  en  série  convergente,  par  la  formule  de  M aclaurin, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X;  on  aura 

/W-/Io;  +  y/'(o)+  ^/''(o)+.... 
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Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  dx  et  qu'on  l'intègre  ensuite  entre  les  limites  o  et  x, 
on  aura,  par  le  précédent  théorème^ 


X 


/(x;,/x=f/(o)H-£l/'.;o)4--^/''{o) 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  de  Maclaurin 

elle-même  appliquée  à  la  fonction  /    f[x)dx. 

Généralement,  si  une  fonction y*( a:)  n'est  définie  que 
par  son  développement  en  série,  de  manière  que  Ton  ait 

non-seulement  on  aura  (n°  473) 


/ 


,  en  outre,  f    J[x)dx  sera,  en  même  temps  que 

f(x),  fonction  continue  de  x.  Cela  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  une  série,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire Zy  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à  R,  elle  a  pour 
somme  une  fonction  de  z  qui  est  continue  pour  les 
mêmes  valeurs  de  z. 

En  eifet,  désignons  pary(z)  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

a^-\-  a^z  '\~  a^z^  -f-« . ., 

par  9/1(3)  la  somme  des  n  premiers  termes  et  par  ^«(2) 


y 


f 
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le  reste.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que  pour 
cette  valeur  et  pour  les  valeurs  plus  grandes  le  module 
de  ^n  (^)  reste  inférieur  à  une  quantité  donnée  A",  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  n  tel  que 

a„  étant  le  module  de  an  et  R'  une  valeur  quelconque 
inférieure  à  R;  cette  condition  peut  être  remplie,  car  la 
série  proposée  étant  convergente  quand  mod.z=R, 
les  modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente 
quand  on  a  mod.  ^  <^  R. 

Pour  tout  module  p<[R',  on  aura,  à  plus  forte  raison, 

et,  comme  le  module  de  ^n{^)  est  plus  petit  que  cette 
somme,  il  sera  moindre  que  A^. 

Cela  posé,  soient  zetz+h  deux  valeurs  de  la  variable 
ayant  des  modules  compris  entre  zéro  et  R'.  On  a 

ie  polynôme  <f„  (z)  étant  une  fonction  continue  de  z,  on 
peut  supposer  le  module  de  h  assez  petit  pour  que  le 
module  de  (f„(z  +h)  —  9«(^)  soit  inférieur  à  l\  D'ail- 
leurs les  modules  de  ^n{^-hh),\^n{^)  sont  eux-mêmes 
inférieurs  à  k  ;  par  conséquent,  le  module  de 

sera  inférieur  k3k;  ce  module  est  donc  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  module  de  A  ;  en  d'autres  termes, 
la  fonctiony(z)  est  continue. 

Ce  théorème,  dont  nous  empruntons  la  démonstration 
à  MM.  Briot  et  Bouquet,  nous  servira  plus  loin  pour 


•!  :•  ... 


4   •     ,         »         »  » 

•  * 


\ 


.    « 
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établir,  d'après  ces  géomètres ,  une  importante  pro« 
priété. 

476.  Exemples.  —  i^  On  a,  par  la  division, 

I  -h  x' 

et  la  série  du  second  membre  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  +  i  ;  en  multipliant 
par  dx  et  intégrant  à  partir  de  a:  =  o,  on  aura 

JT*        j:*        jf' 

arctangx=r  x -+-  -= h. . . 

j  5  ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -+- 1. 
Cette  formule  subsiste  même  pour  j:  =  =ii  i  (n®  121), 
car  la  série  du  second  membre  reste  convergente  ;  on  a 
ainsi 

ir *        I         I         I 

4""  —  1  "*■  ^  ~T~  p  —  —  —H  •  •  •  • 
i      5      7 

a®  On  a  par  la  formule  du  binôme,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  -f- 1 , 

I  I    .       1.3    .       1 .3.5 


=  I  H OT"  H 7  X*  H r—i  X* 


^'i  __  j;«  a  2.4  ^  4-^ 


•  •  ■ 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  à  partir  de 
X  =  G,  il  vient 

\  J^         1 . 3  .r"         I  .  3 . 5  x' 

arc  sinx  =  x  h —  ~  H 7  ..-  ^ >-— = h . . . , 

2  3        2.4  5        2.4.0  7 

formule  qui  subsiste  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  i  et  +  i,  et  même  pour  j:  =  db  i .  En  y  faisant 
X  =  i ,  on  a 


ir I  I    "   1 .3  I       1 .3.5  i 

a  2  3       2.45       2.4.6  7 
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477.  Il  arrive  souvent  qu'une  fonctiony(x)  est  déve- 
loppable  de  plusieurs  manières  en  série  convergente; 
on  doit  alors  choisir  le  développement  le  mieux  appro- 
prié à  la  question  que  Ton  traite.  Considérons ,  par 
exemple,  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


/■ 


sj  \  —  X'  V  I  —  i^^  X 


OÙ  les  radicaux  sont  pris  positivement,  et  où  Xr  désigne 
un  nombre  inférieur  à  l'unité.  On  a,  par  la  formule  du 
binôme, 

'  ï   ,•   •       ï  -3  ,.    .       1.3.5  ,^   - 


V'i-A*^*  2  2.4  2. 4. G 

dx  , 

multipliant  par  — ^_^'--  et  intégrant  ensuite  à  partir  de 

a:  =1^  G,  il  viendra 

1.3,.    C*    x^  dx 

On  a  de  même,  pour  l'intégrale  elliptique  de  deuxième 
espèce, 


of^dx 


r"        x^dx  /*'  .rVx       I      r*  X 

I    3         /•'    •^*^^'' 

Chacune  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
précédentes  peut  être  déterminée  par  la  méthode  du 
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n®  445.  Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  très- 
convergentes  quand  k  est  une  petite  fraction;  mais, 
lorsque  h  diffère  peu  de  Tunité,  il  est  nécessaire  d'em- 
ployer d'autres  développements. 

Différentiation  des  intégrales. 
478.  Une  intégrale  définie 


dans  laquelle  les  limites  Xq  et  X  sont  regardées  comme 
variables,  est  une  fonction  de  ces  limites.  Il  est  évident 
qu'on  peut  écrire 

«  ==  r  /(  X  )  dX,     ou     u  -11  —  r  /(.ro)  cTj-o, 

car  la  notation  par  laquelle  on  désigne  la  variable  sous 
le  signe  /  est  indifférente.  On  voit  alors  que  les  diffé- 
rentielles partielles  de  u  relatives  à  X  et  j7o  sont  respec- 
tivement 

Si  donc  on  considère  u  comme  fonction  des  seules 
variables  X  et  Xoy  on  aura 

(,)  ^i/=/{X)rfX-/(^o)^J^o, 

et  cette  formule  s'applique  au  cas  où  X  et  x^  sont  deux 
variables  indépendantes  et  à  celui  où  X  et  Xo  sont  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  autres  variables. 

Si  la  fonctiony(.r)  renferme  des  quantités  «,  6,  . . ., 
regardées  comme  variables,  il  faudra  ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  les  différentielles  partielles 
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relatives  à  ces  variables,  et  Ton  aura 

il  nous  reste  à  indiquer  la  manière  d*obtenir  chacune  des 
dérivées  partielles  —  ?  ^-j  •••»  qui  doivent  être  prises 
comme  si  Xq  et  X  étaient  indépendantes  des  variables 

CCf      Oy       •    •    •    • 

Différentiation  sous  le  signe  j , 
479.  Considérons  l'intégrale 


^~  f    f[^]'^'^y 


et  supposons  que  la  fonction  y(x)  renferme  une  quan- 
tité a  regardée  comme  variable.  Nous  nous  proposons 

de  chercher  la  dérivée  -r-i  et,  d'après  ce  qui  précède, 

CD  doit  supposer  les  limites  Xo  etX  indépendantes  de  a. 
Pour  mettre  en  évidence  la  variable  a,  représentons 

parF(a:),  F'(a)  la  fonction  f{x)  et  sa  dérivée  -^-" 

Donnons  à  a  Taccroissement  A  a  et  désignons  par  Au 
Faccroissement  correspondant  de  u  ;  on  aura 

^«*=  Ç    F(a-hAa)i/jr—   T    F(a)rfx 
=  ç    [F{a  +  Aa)-F(a)]r/^. 

Or,  si  la  fonction/ (  j:)  ou  F  («)  reste  continue  entre  les 
limites  de  l'intégration,  on  a  (n®  14) 

F(a  4-  Aa)  —  F(a]  ==  AaF(a  -f-  ÔAa), 
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6  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i;  on  a,  par 
conséquent^  dans  cette  hypothèse , 


!-:=/V'- 


0Aa)  Jx, 


et,  en  passant  à  la  limite,  il  vient,  pour  Aa  =  Oy 


ffx 
OU 


t=lj-i^^ 


àu_r^ô/H^^ 


du_  r 


OOL 


exécutant  la  différentiation  relative  à  a  sous 


Si  donc  la  fonctiony(a:)  reste  finie  entre  les  limites 
de  l'intégration,  on  obtiendra  la  différentielle  -v-  don.  en 

le  signe  1  • 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  règle  peut  être  en 
défaut  si,  contrairement  à  notre  hypothèse,  la  fonction 
f{x)  devient  infinie  entre  les  limites  Xo  et  X. 

480.  Il  peut  arriver  que  Ton  ait  besoin  de  différentier 
une  intégrale  indéfinie  par  rapport  à  une  variable  diffé- 
rente de  celle  à  laquelle  se  rapporte  l'intégration;  ce  cas 
se  ramène  immédiatement  au  précédent.  Soit,  en  effet, 

l'intégrale  indéfinie  \f[x)dx\  on  peut  écrire 

Çf[x)dxz=z    C  f{x)dr-^C; 

soit  oc  l'une  des  variables  dont  dépend y*(x),  on  aura 
djf[x]dx_   r'  df[.T)  dC 


=i 


dot,  J  0<A  Ou 
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maïs,  C  étant  une  constante  arbitraire  relativement  à  x^ 
il  en  est  de  même  de  -r-  ;  on  a  donc 

ÔOL  J  à^  ' 

Intégration  sous  le  signe  j  • 
481.  Considérons  l'intégrale  définie 

oùy( x,  &)  désigne  une  fonction  des  variables  x  et  a,  et 
dans  laquelle  les  limites  oto?  X  sont  indépendantes  de  a. 
La  quantité  u  dépend  de  Xoy  de  X  et  de  (x;  mais  nous 
la  regarderons  spécialement  comme  fonction  de  a.  Po- 
sons d'abord 


la  limite  inférieure  a^  étant  une  quantité  déterminée 
quelconque,  puis 

^^=   \      F(jr,  QL)dx» 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  si  la 
fonction  F(j7,  a)  reste  continue  entre  les  limites  de 
rintégration,  on  aura 


d 
â 


ou 


j^^r  ^^±^dx^ç f[x,a)dx 


1 


CHAPITRE    II.  109 

ety  puisque  t^  s*annule  pour  a  =  ao9  on  aura 


/> 


c'est-à-dIre 

f    [   f  /[a:,a)dx'\da:=f     ïf/{a:,a)do^da:. 

Cette  formule  exprime  la  propcsition  suivante  : 
Pour  intégrer  entre  les  limites  a©,  «  le  produit  de  tin- 
tégrale  j    f{xj  ai)dx  par  da,  il  suffit  de  multiplier 

sous  le  signe  1  par  doL  et  d'intégrer  ensuite  le  produit 
entre  les  limites  a^,  a. 

Mais,  nous  devons  le  répéter^  cela  suppose  que  la 
(onction  1   f{x,  ol)  da  reste  continue  entre  les  limites 

JCqj    j\.     Cle    ûCm 

On  peut  encore  exprimer  la  même  proposition  en 
disant  que 

Si  l'on  propose  d'intégrer  la  différentielle 

/"(x,  a)  dxdof. 

entre  les  limites  respectives  jOojTi^etaoya,  on  peut  offec^ 
tuer  les  intégrations  dans  un  ordre  quelconque,  pourvu 
que  les  limites  de  chaque  variable  a  et  x  soient  indé- 
pendantes de  l'autre  variable. 

On  verra  plus  loin  l'interprétation  géométrique  du 
résultat  que  nous  venons  d^ob tenir. 
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De  l'intégration    des   différentielles    qui   dépendent 
de  plusieurs  variables  indépendantes. 

482.  L'intégration  des  différentielles  qui  dépendent 
de  plusieurs  variables  se  ramène  facilement,  comme  on 
va  le  voir,  à  l'intégration  des  différentielles  d'une  seule 
variable,  en  faisant  usage  du  théorème  du  n^  479. 

Toute  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
.Xy  jj  Zy  . ,  .j  Uj  V  di  une  différentielle  de  la  forme 

(i)  X^o;  +  Ydy  -4-  Zr/z  4- . . .  +  Hdu  -f-  Vc/ti, 

X,  Y,  . . . ,  U,  V  étant  des  fonctions  des  variables  x,  /, 
z,  . .  ,y  u,  V.  Mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,  et,  pour 
que  l'expression  précédente  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  des  variables  x,  j-,  z,  . . . ,  u,  \f,  ou,  comme  on 
dit  aussi,  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire 
que  certaines  conditions  soient  remplies.  En  eflet,  si 
l'expression  (i)  est  la  différentielle  d'une  fonction  fî, 
on  aura 

dci  _         à£i  àa  _  ^^  _  TT     ^^  _  TT 

ox  ôf  oz  du  du 

considérons  deux  quelconques  de  ces  équations,  par 
exemple 

en  différentiant  la  première  par  rapport  à ^  et  la  seconde 
par  rapport  à  Xy  on  aura 

d*n  •_  dX       d^a  __  dY 
dxdjr       dy  '     ôxOx       dx^ 

et,  par  conséquent, 


àX_dY 
dy        dx 


—  • 


/ 
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On  conclut  de  là  que,  si  Texpression  (i)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  a  nécessairement 

djr        ox 


(2) 


d\      dZ 
âz       àx 

dX      dY 

âY      âZ 

ÔY      dY 

•  •  ï 

o^U      dY 
ôv       du 

\ 

Le  nombre  des  conditions  (2)  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  variables  x,  j-j  z,  ...  deux  à  deux; 
lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  indépendantes  x  eijy 
l'expression  (  1  )  est 

Xcix-{-Ydx, 

et  les  conditions  (a)  se  réduisent  à  une  seule 

d^_àY 
ôy       dx 

483.  Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement, 
lorsque  les  conditions  (a)  sont  remplies,  il  existe  une 
fonction  il  des  variables  indépendantes  Xy  y^  z,  • . . , 
u,  (^,  telle  que 

(3)      d£i=  Xcjtr  -f-  Ydjr  -1-  Z  Jz  H- .  .  .  H-  Vdu  -\-  Ydv. 

L'expression  générale  de  toutes  les  fonctions  ù  qui 
admettent  X  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  est 

ftrzr  /     Xf/jr-;-nj, 

Qi  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  j^, 
Zf  • . .  ;  li,  f/,  mais  ne  renfermant  pas  x» 
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Il  faut  déterminer  Of  de  façon  que 

da  _        àa_  ^^ _ tt     ^^  -m 

ôx  oz  du  dv 

Or  on  a,  d'après  le  théorème  du  n°  479, 


àjr^J^^  àx 


et,  en  substituant  à  -î—  la  fonction  identique  —  j 

Y<  désignant  la  fonction  Y  dans  laquelle  on  a  remplacé  a: 
par  Xo.  Ainsi,  pour  que  -^r-  se  réduise  à  Y,  il  faut  et  il 

suffit  que  Ton  ait  -p-*  =  Y| .  La  fonction  û,  définie  par 

la  formule  (4),  vérifiera,  dans  l'équation  (3),  si  la  fonc- 
tion û,,  qui  ne  dépend  que  des  variables  j^,  z,  ...,  m,  j/, 
vérifie  elle-même  l'équation 

(5)         ûttli  -^  Yi^r  +  Zi^3  -h ...  H-  U^dti  H-  V,^f, 

Y4,  Zo  . . . ,  U|,  Vf  désignant  les  valeurs  que  prennent 
Y,  Z,  . . . ,  U,  V  pour  X  =  Xq, 

Opérant  sur  la  formule  (5)  comme  nous  avons  fait  à 
l'égard  de  la  formule  (i),  on  trouve 


avec 

da^  r=  Z, ^3  -:-...  -}-  V^du  -h  V,  dv, 

Z2,  . . .,  U2,  Va  étant  les  valeurs  que  prennent  Z,  . . ., 
U,  V  quand  on  fait  x  =Xoy  jr  ==j)'o« 

U  est  évident  qu'en  continuant  ainsi  on  obtiendra 


1 
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l'expression  suivante  de  la  fonction  demandée  0  : 

n  r=  jX^Ix  +  ^  Y,  <r  +  r  Z,f/j  ^- . . , 
16)       {         •''•  ^^'  '• 

en  désignant  par  n  le  nombre  des  variables  et  en  conve- 
nant que  chaque  indice  i  dont  les  lettres  Y,  Z,  ...,  U,  V 
sont  affectées  indique  qu'il  faut  remplacer  les  i  pre- 
mières des  variables  x,  j^,  z,  . .  . ,  a,  ^^  par  les  valeurs 
correspondantes  Xo,  j^o>  ^o>  •  •  •>  "o-  La  lettre  G  repré- 
sente une  quantité  quelconque  indépendante  des  va- 
riables X,  y,  Zf  ...,  M,  {f. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  variables 
X  et  J'y  et  soit 

(6)  f{x,  jr)dx'+-  ^{x,x)^X 

la  différentielle  donnée.  L'intégrale,  prise  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  x  =  Xo9  j=jof  aura  pour  valeur 

(7)  /     ^[jo.yyii: -hj     ^(xo,j)<>-. 


jf«  ^  yo 


484.  La  recherche  de  l'intégrale  d'une  différentielle 
qui  renferme  n  variables  indépendantes  se  ramène , 
comme  on  voit,  à  un  nombre  n  d'intégrations  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  n  variables  ;  il  est  évident 
que  ces  intégrations  peuvent  être  effectuées  dans  un 
ordre  quelconque,  et  cette  remarque  n'est  pas  sans  im- 
portance. Ainsi,  l'intégrale  de  la  différentielle  (6)  est  re- 
présentée par  l'expression  (7),  mais  elle  peut  l'être  aussi 
par  l'expression 

(8)  /     •M*>r)'^r4-  r  ^[^yXo)^^f 

S.  —  6'û/c.  itit^  3 
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qui  s'annule  comme  la  première  pour  ar  =  Xo,  y=^yQ' 
En  égalant  ces  deux  expressions  entre  elles,  on  a 

J/lX  /»x  riy  r^y 

'     ff[x,y)dX'^\     f^[x,y^)dxz=z\     ^[x,  y)dy --  \     ^{x^^  y)dy^ 
*%  *^'o  *^y%  •^ro 

ou 

(  9  )   /    [V  (•^»  ^)  —  7 1-*^'  ^o)]  dx=\     [^  (:r ,  ^)  —  4»  (4?o,  r )]  ^J, 

formule  qui  a  lieu  pour  deux  fonctions  ^[x^y]^  ^(•^>^) 
assujetties  à  la  seule  condition 

i'^^  '-dr"~~ô-x — 


Intégration  des  différentielles  dans  le  cas  des 
variables  imaginaires. 

485.  Pour  compléter  la  théorie  de  l'intégration  des 
difTérentiellcs,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  des  varia- 
bles imaginaires.  Soient  z^=x^y\j — i  une  variable 
imaginaire  et 


f[z)z=ff[x,y)  ^sj^i^[x,y) 

une  fonction  donnée  de  cette  variable,  ç(x,  y)  et  ^{x,y) 
désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  Xj  y. 
Silafonctiony(z)  a  une  dérivée  déterminée,  on  a  (n^'STT) 

d^[x,  y)  __  d']f[x,y)        dq>(.r,  r)  _  _  à'^[.r,r] 
ôx  ôy  ôy  Ox 

ce  qui  montre  que  les  expressions 

tf{x,y)dx  —  ^{x,y)dy     et     ^{-r,  y]dx -h  <f{x,  y)dy 

sont  des  différentielles  exactes.  Si  Ton  fait  la  somme  de 
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ces  expressions,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
^ — I ,  on  trouve  pour  résultat 

d'où  il  suit  c^\xef[z)dz  est  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion des  variables  x  etj^.  On  a  donc  cette  proposition  : 

Théorème.  —  La  différentielle  f[z)dz  admet  une 
intégrale  lorsque  z  est  imaginaire  comme  lorsque  z  est 
réel. 

Les  conditions  pour  que  l'expression 

soit  une  différentielle  exacte,  dans  le  cas  où  Xj  y^  z,  ... 
désignent  des  variables  imaginaires,  sont  évidemment  les 
mêmes  que  dans  le  cas  des  variables  réelles ,  et  la  règle 
que  nous  avons  exposée  au  n^  483  est  applicable  à  tous 
les  cas. 

486.  Exemple  I.  —  Supposons  que  l'on  demande 
l'intégrale  de  la  différentielle 


X  ar' 


dû.  =  ; rz  dx ; 7^  djT. 


On  a  ici 


X= =  «- h TiJ 


f  Y,e(r  =  -log7-4-|^-^^,  -f-log(xo-r) 


"*■  ^"^^^  "  Ix  ^r  )'  ""  ^""^  ^'"''  "•^*^'' 

\Xo JQJ 


8. 
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d'où 

ou,  simplement, 

n  =  log ^ ■ 1-  G, 

C  désignant  une  constante  quelconque. 

487.    Exemple  II.  —  Supposons,    en  second  Heu, 
que  Ton  demande  l'intégrale  de  la  différentielle 

d£i-=^[y  '\-z)dx  -^  (s  H-  x)  ^  -}-  [x  +  y)  dz. 

On  a  ici 

I    X  dx  =  [y  -^  z)x  ^  [y  -^  z)xc. 


•'yo 
/     Z,  f^/  =  f.ro  +  ro)  «  —  (-^0  -*-ro^  «oî 

d'où 

OU,  plus  simplement, 

a  =  yz  -^  zx -^  xy '■\- Cf 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 


x: 
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Détermination  des  valeurs  de  quelques  intégrales 

déjinies, 

488.  II  existe  un  grand  nombre  d'intégrales  définies 
qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications  de 
l'Analyse,  et  dont  les  valeurs  peuvent  être  déterminées 
sans  recourir  à  l'emploi  des  séries.  Nous  allons  faire 
connaître  ici  les  divers  procédés  que  l'on  peut  employer 
dans  les  recherches  de  cette  nature. 

Remarquons  d'abord  que  l'intégrale  définie 

f[T)dx 

s'obtiendra  immédiatement  toutes  les  fois  que  l'on  saura 
exprimer  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle y*(j:)^/j:, 
par  le  moyen  des  fonctions  connues,  puisque,  en  dési- 
gnant par  F(a:)  -f-  const.  cette  intégrale,  on  a 

Il  convient  de  présenter  quelques   exemples   de  ce 
premier  procédé. 
1°  On  a 

x"*  dx  =r h  const.,  I  e-'^dx  = \-  const. , 

/dx            i                X                           r      dx  ,    X 

-^ r  =  -  arc  tang  -  -f-  const.,         I     ~  arc  sm  -  -h  const., 
ar-rfl'       a              ^a                         Jyja^  —  x^  ^ 

et  l'on  en  conclut,  en  supposant  fl  ^o, 


a 


l     /     x'^dx= 9         / 


-     .  ^^aoo^hx  —  bsxnbx 

e-^'  cosoxdx=--  e~** r z-i ^  ronst., 

a'  -h  6' 

„^   .    -     ,  ^^asinbx-h  b  cosbj: 

e-^^  smàxdx  =:—  <?-«* h  const., 

a*-+-  b* 
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a*»  On  a  (n»  450) 
et  l'on  en  conclut,  en  supposant  a^o, 

3**  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  456  la  valeur  de 
Tintégrale  /  siDP^xdx  pour  le  cas  où  m  est  un  entier 
positif,  pair  ou  impair.  Si  l'on  prend  cette  intégrale 
entre  les  limites  o  et  -9  on  aura  les  formules  suivantes  ; 

//\                  /**••-     j          1.3.5.  ..(2/1  —  il  ir 
(4)  /      8ia**xdxi= T-rr-i -j 

J  2.4*0. ••a/1        2 


a 

e"^^  cosbx  €ix  =:  -r —j 

a^  -f-  b' 

g^ax  ànbxdxz=: 


o 


(5)  r  "sin^-^i  xdx  =  — ^'^'^'"^^     . 

Jj,  3.5.7. ..(2/1-M) 

U  faut  remarquer  que  ces  intégrales  se  changent  en 


« 


/    cos^'^xdx,       I    cos"»-*-*a?^/x, 


o  ^'o 


respectivement)  quand  on  change  o:  en x,  et  qu'elles 

deviennent 

o      y/l  — a:*        Jq     ^1  __  j;» 

quand  on  change  sino:  en  o:,  rfx  en  - 1. 

^i  —  «• 
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4*  Nous  avons  trouvé  (n®  454) 

/'•   «          „     ,          sin'"-*-*arcos'*-*a:        '*  — iT-   «  »•. 

sin*"  X  cos"  xflx== 1 I  sm'"  x  ces'*"'  r  d!r. 
m  -f-  «                niH-n  J 

Supposons  m  et  n  entiers  positifs  et  /z  ^  i  ;  en  prenant 
les  intégrales  entre  les  limites  zéro  et  -9  on  aura 

/     sin'^.r  cos"arr/jF=r /     sin'"a7COs'*~*4?</r. 

Remplaçons  successivement  n  par  an  et  par  an+  i>  la 
lettre  n  désignant  toujours  un  entier  ;  on  aura,  par  la 
formule  précédente , 

Je*  •  nt     •»  j         .  1.3. . .(9/1 — i]        r* .  «  , 

Jr*"»  24^/1  /*" 

l'intégrale  de  la  différentielle  sin'^xcosx  dx  est 


/w  -i-  I 
on  a  donc 


-+•  const.  ; 


X 


5in"*a?  CO8X  elx  = 1 


et,  par  conséquent,  la  seconde  des  intégrales  précédentes 
a  pour  valeur 

(6)   /     sin'"a?co8**+*«iir=  ; j 'j['''      :. 

Jq  (/»-+- i)(/n-î- 3).. .(w-^  2/14- iJ 
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Quant  à  l'autre  intégrale,  si  Ton  écrit  am  au  Heu  de  /w, 
'on  aura,  par  la  formule  (4)9 

n 

7    /     sin""xcos*'*a:<Zr= —7—^ — —, ^^ --"5 

J^  2.4.6. .  .(2m  H- 2/z)  2' 

il  faut  remarquer  que  l'intégrale  de  la  formule  (6)  devient 


•X 


I     sin*""*"*  X  cos'"  X  dx 


par  le  changement  de  j:  en a:. 


489 


'  où  p  est  un  nombre  posi- 
tif inférieur  à  i,  a  une  valeur  finie;  cette  intégrale,  étu- 
diée par  Euler,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie 
des  intégrales  définies;  elle  peut  être  obtenue,  comme 
on  va  le  voir,  par  la  simple  considération  des  difi'éren- 
liellcs  rationnelles. 

Désignons  par  m  et  n  deux  entiers  positifs  tels  que 
m<^n  et  décomposons  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 


nz^"^ 


I  -4-  «'" 

Si  l'on  pose 

(2^-1-1)7? 

les  racines  de  l'équation  1  -f-  z*"  =  o  seront  représentées 

par  la  formule  e*'k^~S  où  l'on  devra  donner  à  A'  les  va- 
leurs©, 1,2,  ...,(/z — i),etlasommeTjtdesdeuxfractions 

simples  qui  répondent  aux  racines  conjuguées  e"*^»*^""*, 
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e"^»*^""*  sera 


T.,= 


2  [  z  —  e%>l-^         z  —  e-îW^  J 


r 


—  (  3  —  cos^jjt)  cos  (  5t  /7I  -h  1  )  y/.-  -4-  sin  y;^  sln  (  ^  m  -H  ]  o;^ 

(«  —  COS^jt)*-*-  Sin*y;t 

Si  l'on  intègre  la  différentielle  Tjçdz  entre  les  limites 
z  = — Z  et  z  =  +  Z,  il  viendra 

''rp     7  I  /  ,       ^        ^        (Z— COS(p;t)«4-8in*yA 


_35  -  (Z  -f-  COS  f/c)  *  +  sin*  ?A 

.    ,             .      r              Z  —  cosfji.           ^       Z-!-cosy;fcl 
-i-sm(2m-hi  ©jtl  arctang — . ^^H-arctang  — . ; 

faisons  tendre  Z  vers  l'infini,  le  logarithme  de  la  formule 
précédente  s'annulera  à  la  limite,  et  les  deux  arcs  de 

cercle  se  réduiront  chacun  à  -  •>  parce  que  ça  est  <^7:. 
On  a  donc 

lim  /        7 j^ dz  =z  it  sïn  [^ m  -{-  i) y/ , 

et,  si  l'on  fait 

im  -î-  I 

0:=: —  TT, 

2/2 

on  aura  ^ 

(2/w-!-l)y;fc  =  (2A:  H-i)a,      lim  1        Tj^fiz=^ntln{iik -\'i]a. 

Maintenant  on  a 


W3*'" 


——Tn  — "^o  +  Ti  -f-T,  ^-...^-T;»  i; 
donc 


£ 


nz*"*dz  r  .  •    o       .  .     •    /  ,^  1 

=  ir[siaa  H-  8m3a  -h. .  .-i-sm(2/i  —  ijaj. 


I  -i-  3*'* 
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Si  l'on  multiplie  par  2  sma  la  somme  entre  crochets  qui 
est  contenue  dans  cette  formule,  on  obtient  un  produit 
égal  à 

(1—  co82a)  -+-  (cos2a--  cos4a)  -4-. .  .-h[cos{in  —  2)«  —  cosa/ia], 

c'est-à-dire  égal  à 

à  cause  de2na  =  (2m-{-i)7r.  Ainsi  l'on  a,  en  remettant 
pour  a  sa  valeur, 

/  — dz=  "^ 

•^-*  8m(  tt] 

V     a/i        ) 

L'intégrale  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  est  la 
somme  des  deux  suivantes  : 


J      ,-f-2««'    J     7 


z^'^dz 

I  -h  z*'*  ' 
o 


et  celles-ci  sontégales  entre  elles,  car  leurs  éléments  sont 
égaux  chacun  à  chacun.  On  peut  donc,  dans  notre  for- 
mule, faire  commencer  l'intégration  à  zéro,  pourvu  qu'on 
double  l'intégrale.  Ainsi  l'on  a 


z""  dz  ir 


2«'* 


sm  1 ir  1 


La  variable  z  restant  maintenant  positive,  faisons  la 
substitution 


•  J--1 


z  =  X*",      in  dz  =  or^"       </.r, 

et  posons 

2m-f-i 


cHÀPiTUE  n»  i:i3 

la  formule  précédente  deviendra 

(8)  rf^ii^^.ji_, 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 

La  formule  (8)  a  été  établie  dans  l'hypothèse  où  le 

nombre  /3,  compris  entre  zéro  et  i,  a  la  forme » 

m  ex.  n  étant  entiers.  Mais  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  évidemment  des  fonctions  continues  de  /7, 
et  il  s'ensuit  que  celle-ci  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de/7  comprises  entre  zéro  et  i ,  car  on  peut  toujours  for- 
mer une  suite  indéfinie  de  fractions  rationnelles  ayant  la 

forme et  qui  tendent  vers  une  limite  égale  à  p. 


271 


490.  On  peut  suivre  une  marche  analogue  pour  dé- 
terminer rintégrale 

où  p  désigne  encore  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i. 
Si  l'on  change  j:  en ->  rfx  en ^j  les  limites  de  Tinté- 

X  x^ 

grale  deviendront  oo  et  i  ;  mais  on  peut  permuter  ces  li- 
mites en  changeant  le  signe  de  l'intégrale,  ce  qui  donnera 

donc,  en  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente,  on  aura 

\      — —  —  ax-{-  I       ax, 


tix; 


oa 

a:'*""*  —  x~P 


-d 


dx. 
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Supposons  que  p  soit  un  nombre  rationnel  de  la  forme 


p— > 

in 


metn  étant  des  entiers.  Si  Ton  emploie  la  substitution 

a-  =r^  z"*,      dx  :^in z"*— * dZf 

il  viendra 

/•        2««p-l_3Ï«(l-7ï)-l 

la  quantité  qui  multiplie  dz  sous  le  signe  I  est  une  fonc- 
tion rationnelle  dont  les  deux  termes  sont  de  degré  pair, 
car  2,np  est,  par  hypothèse,  un  nombre  entier  impair. 
Il  s'ensuit  qu'on  peut  faire  commencer  l'intégrale  à 
—  co  ,  pourvu  qu'on  ne  prenne  que  la  moitié  du  ré- 
sultat; ainsi  l'on  aura 


u  ~=2    f 


1  —  2*'* 


dz. 


Les  valeurs  de  z  qui  rendent  infinie  la  fonction  ration 
nelle  qui  multiplie  dz  sont 


?    "         =cos  —  ±v  —  I  sm  — 

n  n 


le  nombre  k  ayant  les  valeurs  i,  a,  3,  ...,(« —  i).  Si 
l'on  nomme  T;t  la  somme  des  deux  fractions  rationnelles 
qui  répondent  aux  racines  conjuguées  représentées  par 
l'équation  précédente,  on  trouvera 


sm  — 


(  Z  —  ces  —  1   -h  sm'  — 
\  'U  « 
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et  il  en  résulte 


X 


Tju  dz  =  sin 


sin  —  dz 
n 


(  Z  —  COS  ) 

\  ^  J 


n 


kn  kiz 

si  Ton  pose  z  —  cos  —  =  t  sin  —  »  Tintégrale  du  second 

membre  de  cette  formule  deviendra  / ^^  et,  par 

suite,  elle  est  égale  à  — h  -  ou  à  tt.  On  a  donc 

I  f  taz=r::r  Sinirp7r=::r: . • 

J  2  sm/?7r 


Donnons  maintenant  à  k  les  valeurs  1,2,  . .  . ,  (/z  —  1)  ; 
ajoutons  les  résultats,  et  remarquons  que 

cos (2/1  —  l)/?îf  ^^  —  C0S/>7r, 

parce  que  2  np  est  un  nombre  entier  impair  ;  on  aura 


ou 


a: 


di  nr  7rcoty>ir, 


formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  1 . 

Sur  quelques  conséquences  des  formules  précédentes, 

491.  Le  résultat  que  nous  venons  d^obtcnir  conduit 
facilement  à  la  formule  qui  exprime  le  développement 
des  tangentes  en  une  série  de  fractions  simples. 

Effectivement,  si  l'on  réduit  la  fonction  ■ — 

I  —  .j 
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en  série  y  par  la  division  algébrique,  on  aura 


-1 »-/>  V^ 


m=o 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  de  o  à  i,  il  vîent 

r  ■'îz'-.^^J'f  (-1 L 

J  I  —  X  ^  \m  -hp       m  -4-  I  ■ 


m=io 


on  a  donc,  par  la  formule  (9)  du  numéro  précédent, 

1       /    I  I    \      /      I  I     \ 

ncotPn= I — ( 1  — .... 

P       \^  ^P      ^-^PJ      V-^^P      i-^2pj 

TT 

et,  en  posant  successivement  pn  =  j:  et  = x, 

=  L-(-l '-]-(— —]-... 

X        \7r  —  X       7rH-.r/        \27r  —  x        27r4-a:/  * 


COt^r 


tango: 


p  étant  compris  entre  o  et  1,  notre  analyse  suppose  que, 
dans  les  formules  précédentes,  x  soit  compris  entre  o  et  7; 

ou  entre et  -;  mais,  comme  les  deux  membres  de 

chaque  formule  admettent  évidemmeot  la  période  7r, 

celles-ci  ont  lieu,  quel  que  soit  x. 

A  cause  de 

,  I  I         I  I       I 

coséc  JT  =  -: —  =  -  tang  -  x  h —  cet  -  a:, 
smor       2      ^2  2       2 

les  formules  précédentes  donnent 

cosécx  =  -  -+-( )  —  ( ;  -*-..., 

X       \7r  —  X       ir-hx/        \27r — x        2  3rH-a^ 
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ir 


et,  en  changeant  x  en x, 


1 


sécx=z/ \^l^ \ —  \^ 

1  2  /  \  a  2 


Il  faut  remarquer  que  ces  dernières  fornjules  résultent 
aussi  de  la  formule  (8)  du  n°  489,  car  celle-ci  peut  être 
facilement  mise  sous  la  forme 


X 


ax=.  —. — 


i  -hx  smpit 

492.  Formule  de  Wallis.  —  Nous  avons  fait  con- 
naître, au  n?  488,  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


««=/    si 


sin"*xdx, 

pour  le  cas  où  m  est  un  entier  positif  pair  ou  impair.  Il 
est  évident  que  cette  intégrale  diminue  quand  m  aug- 
mente, car  les  éléments  sin'^xdx  sont  d'autant  plus 
grands  que  m  est  plus  petit  ;  on  a  donc ,  en  désignant 
par  n  un  entier  positif, 

c'est-à-dire  (n*»  488) 

2.4--*2/Z  1.3. 5. ..(2/?  —  1)   ir2.4...(2»  —  2) 

3.5. .  .(2/1 -f- ij  i,^.,,2n         2       3.5. ..(2/1  —  i)' 


on 


_  ^^  _•  —  ,__.-.•--•  —  •••  ■  • •  ■  • 

2  1      33557  2/1 —  I      2/1  —  I       2/1 -H  1 

TT  2      24466  '^^  —  ^  2/ï 


2  133557  2/ï —  I       2/1 —  1 

Le  rapport  des  seconds  membres  des  inégalités  précé- 
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dentés  est  égal  à  — ^ 9  et  il  a  pour  limite  l'unité  quand 


in 
in  -\-  I 
n  tend  vers  Tinfini  ;  donc  on  a 


TT             *x  1  L  L  Q  &       in  —  1  m  —  1       m        ,  * 

-  =  lim-.-.-5.Z.      _.. . . _    (pour  /?=:00). 

1  103557       '^"  —  i   2// —  \    m — I    ^ 

Cette  formulé  remarquable  est  celle  de  Wallis;  nous 
aurons  plus  loin  Toccasion  d'en  faire  usage. 

Application  de  la  différentiation  et  de  l'intégration, 
sous  le  signe  j ,  à  la  détermination  de  certaines  in- 
tégrales définies. 

493.  Lorsqu'une  intégrale  définie  dont  la  valeur  est 
connue  dépend  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres,  on  peut 
en  déduire  de  nouvelles  intégrales  par  le  moyen  de  la 
différentiation  ou  de  l'intégration  relative  aux  para- 
mètres. Nous  allons  présenter  quelques  exemples. 

1°  On  a  [d?  488),  en  supposant  a  >  o, 


X 


— :  —  a 


'  o 

et,  en  différentiant  n  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 
1.2.3.  .  ,n,dx 1.3.5.  .  .{m  —  i)  tt 


/' 


d'où 

1.3.5. ..(2/1  —  1)       n 


.  .  /*  *         €i.v  1 . 3 . 5 . . .  (  2  /i  — 

(*'         J       (jc*H-a)«-^i""        ^2.4.6.."."^^ 


n^i 


la      * 

2"  On  a  (n®  488),  en  supposant  a  positif, 


X 


10 
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ety  en  dlfférentiant  n —  i  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 


a*» 

'O 


Si  Ton  snppose  a  ==  i ,  dans  cette  formule,  on  aura 

(3)  /      c^ar«-»d:r  =  i.a.3...(/i  — i). 

494.  Reprenons  la  formule 


/■ 


0( 


que  nous  venons  de  considérer  ;  multiplions-la  par  doi 
et  intégrons  ensuite  dea  =  i  à  a=ia;  comme  on  a 


r 


a? 


il  viendra 

/•  ^— 6« ^— ox  ^ 
^^  =  log-, 

et,  en  faisant  b  =  i^ 

(5)  J      ^ dx  =  \iyQa. 

Noos  avons  trouvé  (n^  488),  en  supposant  oc^o, 

X 

/     e-^smbxdx^z^ r=» 

Maltiplions  ces  deux  formules  par  da  et  intégrons  en- 
S.  ^  C7ii/0.  int.  y 


er*^  cosbxdxz=z ~y 

a' -H  6^ 

o 
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suite  de  a  =fèi  az=:  g;  il  viendra 


(7)    f 


cosbxdx  =  -  log ^5 7^> 


sin^x^  =  arc  tang  ^  —  arc  tang  t» 


/et  g^  étant  des  quantités  positives  quelconques. 

Supposons  que  b  soit  positif  dans  la  formule  (7)  ;  alors, 
si  l'on  fait  y  =  o,  g  =  00  ,  le  second  membre  de  cette 

formule  se  réduira  à  -  ?  et  l'on  aura 

(8)  j^     -i-^=i^ 

il  est  évident  que,  si  b  est  négatif,  la  valeur  de  l'inté- 
grale sera • 

495.  La  formule  précédente  a  une  très-grande  impor- 
tance en  raison  du  parti  que  les  géomètres  ont  su  en 
tirer  dans  des  recherches  difficiles.  Si  l'on  y  remplace  b 
par  a-hb,  puis  par  a  —  i,  en  supposant  a  et  6  positifs 
et  a  ^  i,  il  viendra 

Jr**sin(a-f-^]x       Tf  /?*  sin(a— ^)4r ir 

En  ajoutant  ces  deux  formules  et  en  les  retranchant  en- 
suite Tune  de  l'autre,  on  trouve 

Jf**  sinflr.rcos^a:  _         ir          /**  sin^.r  cosûjc  , 
I      djc=  -j        I      dx  =  o. 

Or  ces  deux  intégrales  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par 
la  permutation  des  lettres  aetb;  on  a  donc 

cos  bx 


—  • 


(9)       -I  — T 


dx  =  i     ou     =0* 
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selon  que  Ton  a  a]> h  ou  a<^b;  les  quantités  aetb  sont 
d'ailleurs  supposées  positives.  Si  Ton  a  i  =  a,  le  premier 

o 

c'est-à-dire  à->  d'après  la  formule  (8). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d'une  fonction  de  deux 
variables  a  et  B,  essentiellement  discontinue,  la  valeur 
de  cette  fonction  étant  toujours  égale  à  i  ou  à  zéro  quand 
aetb  sont  positifs;  nous  allons  présenter  une  applica- 
tion de  la  formule  (9)  qui  se  rapporte  à  la  détermination 
d'une  nouvelle  intégrale  définie. 

496.  Reprenons  la  formule 

b 


s: 


e-^  sm  bjsdx=z 


a»-h^»' 


cos  b 

en  la  multipliant  par  —7—  dby  elle  devient 


X 


*  sinbxconbfib cosbdb 

; e-^dx=z 


a^-hb*^ 


intégrons  maintenant  relativement  à  bj  depuis  i  =  o 
jusqu'à  i  =  -f-  00  ;  on  pourra,  dans  le  premier  membre, 

exécuter  l'intégration  sous  le  signe  |  9  et,  comme  le  fac- 
teur e"^  dx  est  constant  dans  l'intégration  relative  à  b* 
on  aura  pour  résultat 

L'intégrale  relative  à  x^  dans  le  premier  membre  de  cette 
formule,  peut  être  décompdsée  en  deux  parties  :  l'une  ob- 
tenue en  intégrant  dex=:  o  kx=i,  l'autre  en  intégrant 
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dex  =  i  àj:  =  oo.  Mais,  quand  j:  est  <^  i ,  le  facteur 


/■ 


db 


est  nul,  diaprés  la  formule  (9)  (n®  495),  et  le  même  fac- 
leur  est  toujours  égal  à  -  quand  x  est  ^  i.  La  formule 
précédente  se  réduit  donc  à 

et,  à  cause  de  /     e~'"dx  =  -  e"",  on  a 


X 


acosbdh       ir 
a*  -i-  ^*         2 


La  constante  a  est  essentiellement  positive  ;  si  donc  on 
fait  b  =  aXf  db  t=  adxy  il  viendra 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  nous  étions  proposé 
d'établir. 

497.   Nous  considérerons  encore  l'intégrale  définie 

1        e''^^dx  qui  fait  partie  de  la  classe  de  celles  dont 

nous  développerons  la  théorie  dans  le  Chapitre  suivant, 
et  dont  la  valeur  peut  s'obtenir  facilement  en  appliquant 

convenablement  la  règle  de  l'intégration  sous  le  signe  /  • 
Posons 
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on  aura  évidemment 

A  =  2  /     er^^dx. 
Si  Ton  fait 

et  étant  une  constante,  il  viendra 

Ar=2   /     e-'^^^^adt, 
et,  en  multipliant  par  2e~**rfa, 

Intégrons  maintenant  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  à  a,  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  oo  ;  on  aura 
dans  le  premier  membre 


/•ce 

A  /     er-**da     ou     A*; 


à  regard  du  second  membre,  l'intégration  relative  à  a 
peut  être  exécutée  sous  le  signe  /  »  et,  comme  Tin- 
tégrale  indéfinie  de  la  différentielle  2e~*'''"^*''ada  est 

j--f-const.,    le  résultat  de  l'intégration  sera 

I  '  I  * 

2  /     5  =  a  -  =  TT.  Ainsi  l'on  a 

A*  =  ff, 
et,  par  conséquent, 

(il)  /        e-*Vx=^. 

498.  En  partant  de  cette  dernière  intégrale,  on  peut  en 
obtenir  d'autres  qu'il  convient  de  signaler.  Par  exemple, 
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sî  a  désigne  une  quantité  positive,  et  que  l'on  remplace 
X  par  X  y^y  dx  par  dx  ^,  il  viendra 


('=»)  f 


c-«''^  =  ^_ 


£n  différentiant  cette  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

et,  en  faisant  a  =  i , 

,  o\         r^* ri  in_F         ,- 1.3.5. .  .fa/f  —  i) 

Si  Ton  désigne  par  a  une  quantité  réelle  positive  ou 
négative,  et  que  Ton  remplace  x  par  x±a  dans  la 
formule  (ii),  les  limites  de  l'intégration  resteront  les 
inémes,  et  Ton  aura 

remplaçant  le  signe  ambigu  du  premier  membre  d'abord 
par  -4-,  puis  par  — ,  et  faisant  la  demi-somme  des  ré- 
sultats, on  aura 


L 


"*"  '         ^  c'^ax  _j_  ^-\ax 


<?-*• dx  =  V7f<?«»; 


ou,  en  changeant  x  en  mx  et  a  en  —  9 

m 


(.4)        / 


+  *  •»•«•.  ••■•«•  /  H* 


^ 


z:^^ ./^  —  v!i  v'/« 


îna:  _i_  «— î/ix 


tf-"'"''  : «ir  r=  -^  «?"", 


formule  qui  suppose  essentiellement  m  positif. 
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Sur  le  passage  des  quantités  réelles  aux  imaginaires. 

499.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  qu^elles 
sont  toutes  deuxdéveloppables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivantles  puissances  entières  de  cette  variable, 
les  coefiicients  des  mêmes  puissances  sont  égaux  entre 
eux  dans  les  deux  développements  ;  si  donc  les  séries  de- 
meurent convergentes  quand  on  suppose  la  variable  ima- 
ginaire, Fégalité  des  deux  fonctions  subsistera  nécessai- 
rement. Cette  considération  permet  d'obtenir  les  valeurs 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  définies  nouvelles. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à  la  formule  (i4)  du 
n^498.  Il  est  évident  que  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  développables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  77,  et  que 
cette  convergence  ne  sera  point  altérée  si  Ton  remplace 

n  par  n  ^ —  i  ;  on  aura  donc 


/ 


sf^  r\ 


"'*''*  COS2 nxdx=z^^e  "*' 

m 


on  peut  faire  commencer  l'intégrale  à  zéro,  pourvu 
qu'on  divise  le  second  membre  par  a,  et  Ton  a  ainsi 


/ 


00  r-     _  «^ 

€-«•'*  cosa/i«d:r=l^c  "", 

am 


Pour  donner  un  nouvel  exemple,  reprenons  la  for- 
mule (12)  du  n®  498,  où  a  désigne  une  quantité  posi- 
tive ;  en  y  remplaçant  ^  par  m  (i  -h  a),  il  vient 


£ 
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les  deux  membres  de  cette  formule  sont  développables  en 
séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières de  «,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a  comprises 
entre  — i  et  4- 1  ;  en  outre,  ces  séries  demeurent  évidem- 
ment convergentes  quand  a  désigne  une  quantité  imagi- 
naire de  module  inférieur  à  i  ;  donc  la  formule  précé- 
dente subsistera  dans  la  même  hypothèse.  Soit  a=jD  yj—ïf 
p  étant  réel  et  inférieur  à  i  ;  on  aura 


£ 


^-(l-ç«-»-îj^-l)m«a:«^j.  __ 


v/tt 


m 


_(i-~Pv/-~i)v^, 


égalons  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  viendra 

OU,  en  posant  (i  —  p^)m^z=(i^  2pm^  =  v, 


ces  formules  supposent  f*  ]>  o. 

Formule  de  Cauchj. 

500.  Soient  z  =  pe"^^  une  variable  imaginaire,  et 
f{z)  une  fonction  de  cette  variable  qui  reste  continue 
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et  qui  ait  une  dérivée  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à  une  quantité 
donnée  R.  On  a 

et,  par  suite, 

f[z)  dz=(p  (p,  «)  dp  H-  ^  (p,  »)</w, 
en  faisant,  pour  abréger, 

On  a  vu  (n**  485)  que  cette  expression  àef[z)dz  est 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  |0  et  cd;  on  a  donc  (n°  484),  en  désignant 
par  po  et  a)o  des  valeurs  initiales  quelconques  de  p  et  de  eu, 

/     U(p,ca)  — 9>(p,Wo)Up=/      hKp,  «)—  +(po,  «)  k«- 

Nous  prendrons  jOo  =  o  et  nous  écrirons  a  au  lieu 
de  o>o;  en  outre,  comme  la  fonction y*(z)  reste  continue 
pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  R, 
les  intégrales  de  la  formule  précédente  auront  des  va- 
leurs finies  si  Ton  fait  p  =  R,  a)=  a  4-  27r.  Mais  notre 
hypothèse  relative  à  la  continuité  dey(^)  implique  la 
condition  que  cette  fonction  ait  la  même  valeur  pour 
a)  =  aetc«)  =  a-ha7r,  p  restant  le  même.  Il  s'ensuit 
que  le  premier  membre  de  notre  égalité  est  nul  ;  d'ailleurs, 
la  fonction  t{/  (/9,  b>)  étant  nulle  pour  p  =  o,  puisquey^(z) 
ne  peut  être  infinie,  on  aura  simplement 


X 


an-h» 


)J;  (  R,  w  )  ^/»  r-r:  o, 
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ou 

ou  encore 

/a  «-Ht 
Z/(Z)rf»=rro, 

Z  désignant  la  valeur 

La  formule  (i)  ne  diffère  que  dans  la  forme  de  celle 
que  nous  avons  établie  au  n°  382,  et  l'analyse  qui  nous 
y  a  conduit  est  au  fond  la  même  que  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  au  numéro  cité.  Si  l'on  désigne  encore 
ici  par  F(z)  une  fonction  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée  pour  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  n'est  pas  supérieur  à  R^  par  x  une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  soit  également  com- 
pris entre  o  et  R,  on  pourra  supposer 

^    '  Z  —  a: 

dans  la  formule  (i)  (n°  382),  et  celle-ci  deviendra 


X 


11C4-*  y 


L  —  x 

^  a 
OU 


[F(Z)  — F(^)]^w  =  o 


,a«+ci        r»  /iic  +  a 


mais  on  a 


Z  X        x^  x^-^       xf- 

=  I  -f-  =  +  ;^  -t- . . . 


— 1  Tsi    «7        .  ^  7 


Z  —  ar  Z        Z>  Zi*-*        Z«*  Z 

d'ailleurs  on  a,  si  m  n'est  pas  nul, 

r"""*^*       x"'  /»•'■*■•      _ 

J,  Z'«  R-/  "^       °' 
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donc 


:«+«       _  /»a«<^a  /,>r-»-a 


le  module  de  —  s*anDule  pour  fx  =  oo ,  et  Ton  a,  en 
conséquence, 


X 


a.H-a       ^ 


Z  — X 
la  formule  (  2  )  devient  donc 


d(a  =  ^tt; 


an  +  a 


«'a 

Cette  formule  de  Cauchy  ne  diffère  pas  de  la  for- 
mule (la)  du  n®  382,  de  laquelle  nous  avons  conclu  le 
développement  de  la  fonction  F{x)  en  série.  Diiféren- 
tions-la  (x  fois  par  rapport  kx^  ou,  si  Ton  veut,  par  rap- 
port au  module  de  jr;  la  différentiation  pourra  être  exé- 
cutée sous  le  signe  /  9  dans  le  second  membre,  et  Ton 
aura 

(4)  FO*)(x)  =  i.a.,.fx—  r        J^Il^^—d<^. 

Pour  x  =  o,  les  formules  (3)  et  (4)  donnent,  en  écri- 
vant Re**^""*  au  lieu  de  Z, 


»*+• 


[S]  F(o)  =  ^/'        F(Re-^K 


•«a 


(6)     F(»'^(o)=i.!i...f*R-''—  /  ér-»'"v^F(Rtf-v'-i)j„. 

Enfin,  si  Ton  désigne  para:  une  constante  et  qu'on  applique 
les  formules  (5)  et  (6)  à  la  fonction  F(z)  =  ^[x  -f-  -z), 
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on  aura,  en  écrivant  r  au  lieu  de  R, 

(7)  ^(ar)=—   /  ê[x  ^  reryl-^)dfù, 


a«+a 


« 
Les  formules  (7)  et  (8)  subsistent  pour  toutes  les  va- 
leurs de  r  telles  que  la  fonction  §{x  +  re**^"^)  reste 
continue. 

501 .  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies  ;  nous  allons 
en  présenter  des  exemples. 

!•  Soit 


I  —  z 


cette  fonction  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  i .  La  formule  (  5  )  don- 
nera donc,  en  faisant  ce  =  o  et  en  supposant  R  <^  i, 


Je            dtù 
f         m 


/***(i  —  Rcosw)-i-^ — iRsinu 


=X 


I  —  ^ïRcosu  +  R* 


d(ùf 


d'où,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, 

fi  —  R  cosw 
I  —  iRcosw  -h  R' 


X 


smu  , 

dtù  =  0. 


I  —  aRcoso)  H-  R" 


Il  faut  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  évi- 
dente; car  les  éléments  de  l'intégrale  qui  répondent  à 
des  valeurs  de  (ù  complémentaires  à  air  sont  égaux  et  de 
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Signes  contraires.  Quant  à  la  première  formule,  elle 
cesse  d'être  exacte  lorsque  R  est  ^i,  et  dans  ce  cas  sa 
valeur  est  nulle  ;  on  a,  en  effet, 

I 

^  I  —  —  COSM 

I  —  Reosw  R 

H =  1. 


I  —  aR  cosû>  -\-  K'  a  i 

j cos<u  H r 

R  R* 

Si  Ton  multiplie  par  don  cette  identité  et  qu'on  intègre 
ensuite  de  o  à  aTT,  la  première  des  intégrales  du  premier 
membre  sera  égale  à  2  tt,  dans  l'hypothèse  de  R  <^  i  ;  la 
seconde  est  donc  nulle ,  et  l'on  a 

"  I 

I  —  ■--  COSM 


a  I 

1 COSfli)  H r 

R  R* 


dans  le  cas  de  R  =  i ,  l'intégrale  est  évidemment  égale 
àir. 

a*  Soit 

F(z)=tf»; 

la  fonction  F(z)  reste  continue,  quelle  que  soit  z,  et,  si 
l'on  fait  a  =  o,  R  =  m,  la  formule  (5)  donnera 


d'où 


0 


/      e^  «*••*  cos(msm6>)d(o  =  air, 

e'"~*'*sin(m8ina))</«  =  o  ; 

l'élément  de  la  première  intégrale  prend  les  mêmes  va- 
leurs quand  on  donne  à  o)  deux  valeurs  complémentaires 
à  air;  il  s'ensuit  que,  si  l'on  arrête  l'intégrale  à  a)  =  ?r, 
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on  aura  la  moitié  de  la  valeur  totale;  en  d'autres  termes, 
on  a 


r 


f^meoêm  ÇQ5 ^m  SUiià) d(ù  =  Itf 


formule  que  Poisson  a  obtenue  par  une  voie  difTérente 
dans  le  XIX*  cahier  du  Jownal  de  L'Ecole  Polytech- 
nique. 

3®  Posons  encore 

F(s)  =  log(i  H-  «)  =  log(i  H-  p«^v'=î), 
0)  étant  compris  entre  —  ir  et  H-  tt.  Si  l'on  fait 

on  aura 

I  +  p  cosw  =  r  cos^'v     p  sinca  =  r  sin^'* 

d'où 


r  =  ^i  +  QpcoswH-p',     '^  =  arc  tang 


psino 


I  -f  pCOSO) 

La  fonction  F(z)  n'est  continue  (n®  375)  que  si  le  mo- 
dule p  est  inférieur  à  i;  alors  cos^  est  toujours  positif, 

et  l'angle  <p  qui  est  compris  entre et  H —  est  en- 
tièrement déterminé  par  sa  tangente.  Supposant  donc 
R  <:^  I ,  la  formule  (  5  )  donnera 

c'est-à-dire 

/       log(H-  2R ces»  -+-  R*)  df»  =1=  0, 

r""'/  Rsinw     \, 

I       (arc  tang Wfoi  =  o. 

J_.  A  I-+-  Rcos«y 


n 
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I 

Emploi  des  intégrales  définies  pour  représenter  les 
coefficients  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'une  variable» 

502.  Les  intégrales  définies 

(i)  I    cosixcosjxdxj      j    smixsmjxdx 

sont  nulles  toutes  les  deux  lorsque  i  et  j  désignent  des 
entiers  inégaux.  En  effet,  si  Ton  fait  leur  somme  et  leur 
différence  y  on  trouve 


N 


j    cos(/ — j)xdx^       I    cos  [i'\-j)xdxj 


et  il  est  évident  que  ces  intégrales  sont  nulles,  puisque 
cos(i — j)xdx,  cos[i-\'j)xdx  sont  les  différentielles 
des  fonctions 

8in(« — j)x       sinf/ H-y)ar 

: : —  y     — T-~. —  > 

I— y  ï-+-y 

qui  s'annulent  pour  a:  =  o  et  pour  a:  =  ir. 

Mais,  si  l'on  a  j  =  ij  la  seconde  des  intégrales  (a) 

s'annule  seule,  et  la  première  se  réduit  à  /  dx  ou  à  ir; 
donc  les  deux  intégrales 


(3) 


-  i    cosixcosjXéixj    -  /    sinijrsiny'x^x 


sont  égales  à  l'unité  ou  à  zéro,  selon  que  les  entiers  i 
et  j  sont  égaux  ou  inégaux.  Cette  conclusion  suppose 
pourtant  que  l'on  n'a  pas  1  =y  =  o  ;  dans  ce  cas,  la  pre- 
mière intégrale  (3)  est  égale  à  a  et  la  secohde  est  nulle. 

503.  Cela  posé,  soient y*(x)  et  F(x)  deux  fonctions 
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de  Xf  et  supposons  qu'on  sache  que  ces  fonctions  sont 
développables  en  séries  convergentes  de  la  manière  sui- 
vante : 

(4)  /W  =-Ao-I-AiCOSj:  -4-AjCOS2^-h...4- A/COS«.r -h..., 

(5)  F(x)=Bisinx-i-B,sin2a:-j-B,sin3ar-f-...-4-B,sin/j:-i-...; 

il  restera  à  déterminer  les  coefGcients,  ce  que  Ton  peut 
faire  aisément  comme  il  suit. 

Multiplions  la  formule  (4)  par  -  co^ixdxet  intégrons 

ensuite  de  o  à  tt;  d'après  ce  qui  précède,  tous  les  termes 
du  second  membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls, 
à  l'exception  du  terme 


X  -    /       C0S2. 


Ixcosixdjpy 
lequel  est  égal  à  A/;  on  a  donc 
(6)  A/  =  -  f    /(x)  cos ixdx; 

t/o 

cette  formule  subsiste  pour  i  =  o,  parce  que  nous  avons 

eu  soin  de  représenter  par  -Aq  et  non  par  Aq  le  pre- 

mier  terme  du  second  membre  de  la  formule  (4)* 

Multiplions  de  même  la  formule  (5)  par  -sinixdxy 

et  intégrons  ensuite  de  o  à  ir;  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls,  à  l'excep- 
tion de 


B/X-  i     sinixsmi xdr^ 


dont  la  valeur  est  égale  à  B/;  on  a  donc 


(7) 


B/=--  I    'F{x)siaixdx, 
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Î504.  Les  fonctlonsy(a:),  F{x)  que  nous  venons  de 
considérer  sont  Fane  paire  et  Fautre  impaire;  elles  ue 
constituent  donc  qu'un  cas  particulier  des  fonctions  pé- 
riodiques. Désignons  généralement  par  ^(a:)  une  fonc- 
tion développable  en  une  série  convergente  procédant 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  x;  le 
développement  aura  la  forme 

(R)  J»' W=-"  Ao4- AjCOSx-hAjCOS2x-h...4-A^cos/ar  -h... 
(  H-  Bi8inj:-hB,sin2Jc-|-...-l-B/sin/x4-..M 

et  il  est  facile  de  déterminer  les  coefficients.  EQective- 
menty  on  reconnaît  que  les  intégrales 

I  r*'  I  r" . 

-    I      cosixcosjxdx^     -   I      sinia;sinyâ;d[r 

sont  égales  à  Funité  ou  à  zéro,  suivant  que  les  entiers 
I  et  y  sont  égaux  ou  inégaux;  dans  le  cas  de  1  =y  =  o, 
la  première  intégrale  est  a  et  la  seconde  est  zéro  ;  on 
voit  aussi  que  l'intégrale 


r 


ÛTkixcosjxtlx 

est  toujours  nulle.  Diaprés  cela,  si  Ton  multiplie  la  for- 
mule (8)  par  -cosixdxj  puis  par  -sinixdXf  et  qu'on 
intègre  ensuite  de  j:=  o  à  a:=  a^r,  on  aura 


(9)        A,=iy"^(x) 


00s  ixdXf 


o 


(10)  B/  =  -   I      ^(x)sinixdjc\ 

la  formule  (9)  n'est  pas  en  défaut  pour  î=  o^et,  dans  c» 

S.  ^  Cale,  ini,  10 
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cas,  elle  donne  le  double  Ao  du  terme  indépendant  de  x 
dans  le  développement  de  ^(o:). 

Il  y  a  souvent  avantage  à  introduire  les  eicponentlelles 
imaginaires  dans  les  développements  en  série  que  nous 
considérons.  Ainsi  la  formule  (8)  peut  être  mise  sous 
la  forme 


l  =  +  «8 


5»  =  ^  kje^'T-i 


;=— . 


alors,  en  multipliant  par  —  é^^^^dx  et  intégrant  en- 
suite de  o  à  271,  on  aura 


e(y-«)xv^  dx  est  égale  à  aTt  si  Ton  a  /  =  i, 

mais  elle  est  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  /  ; 
par  conséquent,  on  a 

formule  où  Findice  i  peut  avoir  toutes  les  valeurs  en- 
tières comprises  entre  —  oo  et  -H  oo  • 

Remarques  sur  le  changement  de  variables  dans  les 

intégrales  définies* 

505,  Soit  l'intégrale  définie  /   J*{x)  dx.  Si  Ton  veut 
substituer  à  x  une  autre  variable  f ,  telle  que 

et  que  Ton  fasse 
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on  aura  (n°-416) 


f  f(a:)dx=f  F[t)di, 


en  désignant  par  t^  la  valeur  de  t  qui  répond  k  x  ■=  x^. 
Ensuite,  si  l'on  fait  a:  =  X,  et  que  Ton  nomme  T  la  va- 
leur de  t  qui  répond  à  a:  =  X,  on  aura 


(') 


X  T 

/     f[x)dx=  f   F{t)dt. 


Cette  formule  exige  quelques  précautions  pour  ne  pas 
donner  des  résultats  inexacts.  Lorsque  la  fonction  f(£) 
n'est  pas  uniforme,  il  peut  arriver  que,  pour  obtenir 
une  suite  continue  de  valeurs  de  x  allant  de  Xq  à  X, 
il  soit  nécessaire  d'employer  successivement  diverses 
déterminations  de  la  fonction  <f(£).  Dans  ce  cas,  il  faut 
concevoir  que  l'on  fasse  des  changements  de  variable 
successifs. 

506.  Exemple.  —  Un  exemple  très-simple  éclaircira 
ce  qui  précède.  Considérons  l'intégrale 

,x 


X 


s 


dx 


I  -\-x 


• 


où  X  est  positif.  Nous  avons  vu  au  n^  446  que  cette  in- 
tégrale pouvait  être  ramenée  à  la  forme  elliptique  au 
moyen  de  la  substitution 


1  « 


or* 
qui  donne 


X* 

dx  ,       i  dt 


io 
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Si  Fon  veut  que  x  et  t  deviennent  nuls  à  la  fois,  on 
prendra,  pour  les  petites  valeurs  de  t^ 

La  variable  t  croissant  de  o  à  i ,  a:  croit  en  même  temps 
de  o  à  I .  Pour  que  la  variable  x  acquière  des  valeurs 
supérieures  à  l'unité,  on  devra  prendre  ensuite 


x' 


_i 


=  r  *(i-4-\/i  — £»). 


,  Si  Ton  fait  varier  t  de  i  h  Oy  x  croît  de  i  à  Tinfini. 

Soit  T  la  valeur  de  t  qui  répond  à  j:  =  X.  Si  l'on  a 
X  <  I ,  on  a  aussi 

Mais  si  X  est  ]>  I ,  on  a 

on  peut  intervertir  les  limites  de  la  dernière  intégrale  du 
second  membre,  en  changeant  le  signe  de  cette  intégrale  ; 
elle  devient  alors 

r'    fit    _  r    dt    _  r^    dt 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  X  ]>  i, 

.  .   r^   dx    _  1   r    dt i_  ç^   dt 

on  voit  que  cette  formule  (a)  est  très-différente  de  la  for- 
mule (  I  )  qui  se  rapporte  au  cas  de  X  <^  i  •  Les  formules  (  i  ) 
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et  (a)  s'accordent  à  donner  pour  X  =  i 

r"    dx    _   I     r_^j  _ 

507.  On  peut  toujours,  par  une  substitution,  ramener 
une  intégrale  définie  à  une  autre,  dans  laquelle  les  limites 
de  l'intégration  soient  deux  quantités  choisies  arbitrai- 
rement. 

Par  exemple,  si  Tintégrale  proposée  est  l  f[x)dx^ 
Xo  et  X  étant  des  quantités  finies,  et  que  Ton  pose 

x  —  Xf^        t  -—tQ  ,,   ,  dx  dt 

X  —  JTo        T  —  ^0  X  —  JTo         1  —  ^0 

t  étant  une  nouvelle  variable,  t^  et  T  des  quantités  finies 
quelconques,  il  est  évident  que  Ton  aura  f  ==  t^  pour 
x  =  Xo  et  f  =  T  pour  x  =  X;  en  conséquence,  la  sub- 
stitution donnera  un  résultat  de  la  forme 


X  T 

r  f[x)dx^  ç  ¥[t]dt^ 


Si  Ton  emploie  la  substitution 


X  —•  Xo       f  —  /o  -+-  I 


> 


on  aura  f  =  f©  pour  x  =  oto  et  i  =  -+-  00  pour  x  =  X; 
par  conséquent,  notre  substitution  donnera 


j  f[x)dx=j\[t)du 


et,  si  Ton  prend  îq  =  o,  on  aura 


r  /(x)dx=ç  F{i)dt. 
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Il  est  évident  que  la  substitution  inverse  ramènera  Fin- 
'     F{t)  dt  à  la  forme  I    f[x)  dx. 

508.  Nous  avons  vu  qu'une  intégrale  définie  peut 
être  écrite  à  la  manière  des  intégrales  définies,  en  fixant 
à  volonté  la  valeur  à  partir  de  laquelle  on  fait  com- 
mencer l'intégration.  Et  Ton  peut  ajouter,  d'après  ce 
qui  précède,  qu'une  intégrale  indéfinie  peut  être  rem- 
placée, d'une  infinité  de  manières,  par  une  intégrale  dé- 
finie dont  les  limites  peuvent  être  prises  à  volonté.  Car, 

soit  l'intégrale  indéfinie  I /{x)  dx\ 

Çf[x)dxz=  j    /(x)dx-h-C, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Écrivons  a  au  lieu  de  x 


on  a 


sous 


X 


le  signe  /  du  second  membre,  il  viendra 

j/{x)  cix=z  j    /(a)  dot  +  a 

/'{a)da  est  Tinlégrale  définie  de  la  différentielle 


f[oL)doL  prise  entre  les  limites  Xo  et  a:  ;  dès  lors  on  peut 
lui  appliquer  les  transformations  dont  il  a  été  parlé  au 
numéro  précédent. 
-  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  indéfinie 


/'"-' 


c^dx, 


où  nous  supposerons  l'exposant  n  positif.  Cette  intégrale 
est  égale  à 

jr«-*^-*£/a:  +  C      OU        I     a'»-*^*i/«  4-C, 
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C  étant  la  constante  arbitraire..  Si  Ton  pose 

a  =  tx^     doL  =  xdt^ 
elle  deviendra 

oQy  en  faisant  sortir  x^  du  signe  /  » 


jt» 


Considérons  encore  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce 


> 


Ç' dx r' d9, 

en  faisant,  comme  dans  l'exemple  précédent| 

0^=1  tXj     da=2  xdty 

elle  deviendra 

Jr  xdt_ 


iSi/r  fe*  ^valeurs  multiples  que  peuvent  ayolr  les  intégrales 
prises  entre  deux  limites  déterminées* 

tS09.  Nous  avons  démontré  au  n^  466  que  Ton  a 

f  /(x)dx=:  f  '/{x)dx^  f    /(x)^4....H-    f     f[x)dr, 

quelles  que  soient  les  quantités x^jX^^...^  Xn^\ y  pourvu 
cependant  que  la  fonction/(x)  reste  continue  quand  x 
varie  entre  les  limites  de  chaque  intégration.  Cette  for- 
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mule  exprime  que  l'inlégrale 


I> 


a  la  m^me  valeur,  quelle  que  soît  la  manière  dont  on 
fait  varier  x,  pour  l'amener  de  la  valeur  initiale  Xt  à  la 
valeur  finale  X. 

Mais  cela  suppose  essentiellement  que  la  fonctiony*(x) 
reprend  la  même  valeur  quand  x  reprend  la  même  va- 
leur, et,  en  outre,  que  cette  variable  x  varie  d'une  ma- 
nière continue  pour  passer  de  la  valeur  x^  à  la  valeur  X. 
Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  et  que  l'on 
passe  de  X,  à  X  en  suivant  deux  chemins  dilîérents,  l'in- 
tégrale peut  avoir  des  valeurs  très-difTérenles. 

De  là,  par  exemple,  les  valeurs  multiples  des  cxpres- 

arcsinX,     arctangTC,     arcsécX, 
qui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  des  intégrales 


cesintégralesdépendentnon-seulementdelavaleurdeX, 
mais  aussi  de  la  manière  dont  x  varie  pour  passer  de  la 
limite  o  à  la  limite  X.  Il  importe  de  présenter  à  ce  sujet 
quelques  explications. 

510.  Considérons  d'abord  l'intégrale 


dont  la  limite  supérieure  X  est  une  quantité  quelconque 
comprise  entre  —  i  et  -I- 1 .  Faisons  d'abord  varier  x, 
dans  le  même  sens,  de  o  à  X  ;  le  radical  ^i  —  x*  peut 
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être  pris,  au  déparl,  avec  le  signe  -H  ou  avec  le  signe  — , 
à  volonté  ;  mais,  comme  ce  radical  ne  s'annule  pas  dans 
rintervalle  de  o  à  X,  il  faut,  pour  la  continuité,  lui 
maintenir  constamment  le  même  signe.  Choisissons  le 
signe  4-  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X  soit 
positif;  désignons  par  a  la  valeur  de  notre  intégrale  ainsi 
définie,  et  posons 


[rv^h"' 


les  crochets  dont  nous  faisons  usage  servant  à  indiquer 
que  X  varie  constamment  dans  le  même  sens,  en  passant 
de  la  limite  o  à  la  limite  X.  Soit  K  la  valeur  que  prend  a 
quand  on  a  X  =  -f-  i  ;  on  aura 


[Jo    V'i-^O    ^^' 


La  variable  X  ayant  crû  de  o  à  sa  limite  supérieure  H-  i , 
faisons-la  décroître  de  -H  i  à  o,  et  prenons,  entre  ces 

limites,  l'intégrale  de  la  différentielle  —      —  >  savoir: 


/ 


dx 


•  Si  l'on   maintenait  au  radical  ^i — x'^  le 

signe  +,  l'intégrale  dont  nous  parlons  aurait  pour  va- 
leur —  K,  car  ses  éléments  seraient  égaux  et  de  signes 
contraires  aux  éléments  correspondants  delà  précédente 

intégrale.  Mais,  le  radical  y/ 1 — x^  s'étant  annulé,  il 
est  naturel  de  changer  son  signe,  et  alors  on  aura 


[J.  v'i-:^']    ^' 


la  variable  x  est  redevenue  nulle  ;  supposons  qu'elle  con- 
tinue à  décroître  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  sa  limite  in- 
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férieure —  i  :  le  radical  ^^i — x^  devra  garderie  signe — , 
puisqu'il  ne  s'annule  pas,  et  l'on  aura  encore 


L^o      Vi--^*J 


car  les  éléments  de  cette  intégrale  et  les  éléments  de  la 
précédente  sont  égaux  chacun  à  chacun  et  de  même 
signe. 

Mais,  pour  jr  = — i  ,1e  radical  ^i  — x'^  s'annule  de  nou- 
veau, et  on  doit  lui  rendre  le  signe  +  quand  x  vient  à 
croître  de  —  i  à  o  ;  on  aura  donc 


[Li^h- 


et,  si  l'on  fait  croître  de  nouveau  x  de  o  à  X,  on  retom- 
bera sur  la  valeur  a. 

Il  résulte  de  là  que  si,  pour  passer  de  o  à  X,  on  fait 
croître  x  de  o  à  -4-  i ,  qu'on  fasse  décroître  ensuite  cette 
variable  de  H-  i  à  —  i ,  et  qu'on  la  fasse  croître  enfin 
de  —  1  à  X,  l'intégrale 

dx 


!. 


aura  la  valeur  4K  -h  a. 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  le  faire, 
on  fait  d'abord  décroître  x  de  o  à  —  i ,  qu'on  la  fasse 
croître  ensuite  de  —  i  à  -h  i ,  décroître  de  -h  i  à  o ,  cl 
croître  enfin  de  o  à  X,  on  aura,  comme  il  est  facile  de  le 
voir, 


-{f..  7^-^]=-^' 
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et  alors  la  valeur  de  notre  intégrale  sera  — 4l^"+~** 
Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  quand  x  a  atteint 

la  limite  X  de  l'intégration,  le  radical  ^i  —  x^  a  la  va- 
leur +  ^i  — X« . 

On  voit,  d'après  cela,  que  l'intégrale  considérée  aura 

la  valeur 

4/zK  -I-  a, 

où  n  désigne  un  entier  positif  ou  négatif  si  a:,  en  variant 
de  o  à  X,  passe  par  chacune  de  ses  limites  -+-1  et  —  i 
un  nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  n. 

Supposons  que,  après  avoir  atteint  un  nombre  =h:  n  de 
fois  les  limites  -h  1  et  —  i ,  x  ait  repris  la  valeur  zéro  ;  à 
ce  moment  faisons-la  croître  de  o  à  + 1 ,  Tinlégrale  de 

la  différentielle —T==  relative  à  cet  intervalle  sera  égale 

v/i  —  a:' 

à  +K;  faisons  décroître  ensuite  or  de  H-  i  à  o,  nous 
aurons  encore  une  intégrale  correspondante  égale  à  -h  K, 

car  dx  et  yji  —  x^  sont  ici  négatifs  ;  faisons  croître  en- 

fin  o:  de  o  à  X,  le  radical  ^i — x^  ne  s'annulant  pas,  on 
doit  lui  conserver  le  signe  —  ;  par  conséquent,  l'intégrale 
relative  à  ce  nouvel  intervalle  sera  — a. 

Donc,  si  pour  passer  de  o  à  X  la  variable  x  atteint 
l'une  des  limites  -+- 1 ,  —  i  une  fois  de  plus  que  l'autre 
limite,  la  valeur  de  l'intégrale 


Jr     dx 
«    \li  —  x^ 


sera 

(4/14-  2)K  — a, 

et,  quand  x  aura  atteint  la  limite  de  l'intégration,  lava* 

leur  du  radical  ^i  —  x^  sera  —  ^i  — X^  • 

Nous  avons  supposé  X  positif;  mais  il  est  évident  que 
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l'on  a 

pourvu  que  les  valeurs  successives  de  x  variant  de  o 
à  —  X  soient  respectivement  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  valeurs  de  x  variant  de  o  à  -+-  X. 
Il  résulte  de  cette  analyse  que,  si  Ton  pose 


•/ o        \ll  ^** 


X  et  ^i  —  x^  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  la 
variable  u,  et  que  ces  fonctions  auront  la  période  4^^ 
qui  n'est  autre  cbose  que  la  circonférence  27r.  Nous  ne 
retrouvons  que  des  résultats  bien  connus  ;  mais  il  était 
très-important  de  montrer  comment  ces  résultats  peuvent 
être  tirés  de  la  considération  des  intégrales. 

'     — r^rr=  se  ramène  à  celle  que 

0    X  six-  —  I 

nous  venons  d'étudier  par  le  changement  de  x  en  -;  il 

n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'en  occuper  ;  mais  nous  devons 
considérer  l'intégrale 


X 


dx 


I  -f-a:* 


dont  la  diCférentielle  est  rationnelle. 
Posons 


[Xt^']="' 


les  crochets  indiquant,  comme  précédemment,  que  x 
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varie  de  o  à  X,  toujours  dans  le  même  sens  ;  soit  aussi 


[fr^]-- 


Pour  passer  de  x=  o  à  x  =  X,  on  peut  faire  croître  x 
de  o  à  +  ^  f  changer  le  signe  de  cette  variable,  la  faire 
croître  de  nouveau  de  —  oo  à  o,  et  la  faire  varier  enfin 
dans  le  même  sens  de  o  à  X;  ou  bien  on  peut  faire  dé* 
croître  x  de  o  à  —  oo  ,  puis  de  -f-  oo  à  o,  et  la  faire  varier 
dans  le  même  sens  de  o  à  X. 

Si  Ton  fait  d*abord  croître  j:  de  o  à  H-  oo  ,  puis  de  — bo 
à  Of  comme  on  a  évidemment 


[/:r^]=- 


la  valeur  de  Tintégrale 

iX 


f 


(ÎX 


I  H-  X* 


sera  évidemment  aK  +  a.  Si,  au  contrairCi  on  fait  dé- 
croître x  de  o  à  —  00  ,  puis  de  -H  oo  à  o,  on  aura 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  notre  intégrale  sera 
—  2K  -i-a. 

Il  résulte  de  là  que  cette  intégrale  aura  la  valeur 

2/tK-f  a, 

si  X  varie  de  o  à  X  en  passant  par  les  deux  infinis  un 
nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  l'entier  n.  On 
voit  enfin  que,  si  l'on  pose 


rdx 
i  +  «* 
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X  sera  une  fonction  bien  déterminée  de  i/,  et  qne  cette 
fonction  aura  la  période  de  aR  =  tr. 

De  la  double  période  des  fonctions  elliptiques. 

512.  Les  considérations  qui  précèdent  permettent 
d'établir  facilement  une  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  nommé  fonction  elliptique  de  première 
espèce  (n*  435)  Tintégrale 


où  A*  est  <r  I  ;  la  différentielle  — — —     -        reste 

y'i  — x«  v^i  — X«x* 

réelle  tant  que  la  variable  x  est  comprise  entre  —  i  et 
+ 1 .  Intégrons  cette  différentielle  entre  les  limites  o 
et  I,  en  supposant  que  x  croisse  constamment  de  Tune 
des  limites  à  l'autre,  et  prenons  les  radicaux  positive- 
ment ;  désignons  par  K  Tintégrale  ainsi  obtenue,  que 
Legendre  a  nommée  intégrale  complète;  on  aura 


^  r_ dx ;_ 


Lorsque  a:  est  comprise  entre  i  et  j  ou  entre  —  i  et  —  -i 

la  différentielle  ■■ — =:  est  Imaginaire,  et  elle 

^i  —  «•  ^i  —  A:*x' 

est  égale  au  produit  de 

dx 


^x*  —  I  v^i  —  A*x* 
par  y — i .  Intégrons  cette  dernière  différentielle  en  faisant 
croitrexde  i  à  y  et  en  prenant  les  radicaux  positivement; 
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si  Ton  nomme  K'  Fintégrale  ainsi  obtenue ,  on  anra 


.8 


Il  est  facile  de  la  ramener  aux  limites  o  et  i  ;  posons  ef- 
fectivement 

it'«=i~-A«    ou    A»-f-A'«— I, 

et  employons  la  substitution 

xz=z  --  v'i  — A-'*r«      dx=i 

Les  limites  de  l'intégration  relatives  à  t  seront  i  et  o  ; 
si  on  les  permute  entre  elles  en  changeant  le  signe  de 
la  diiTérentielie,  puis  qu^on  remette  la  lettre  x  au  lieu 
de  t,  il  viendra 


Jo    \l\  —  x^di-^k'^x^ 


Les  modules  k^  V  ont  été  nommés  par  Legendre  mo- 
dules complémentaires  ;  pareillement,  les  deux  intégrales 
elliptiques 

r'  dx n' dx 

dont  les  modules  sont  k  et  Vy  ont  été  appelées  par  lui 
fonctions  complémentaires,  et  il  en  résulte  que  K  et  K' 
sont  deux  intégrales  elliptiques  complètes  complément 
taires. 


513.  Cela  posé,  faisons,  conformément  aux  notations 
du  n»  438, 

" dx^ 


/■ 


tf. 
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et 
a:=sinamzr,     ^i  —  x*=  cosamir,     ^i  —  A*j:*  =  Aamii. 

Soient  X  une  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  eH-  i ,  et  a 
la  valeur  correspondante  de  u^  quand  on  intègre  en  fai- 
sant varier  x  dans  le  même  sens  de  o  à  X,  et  en  prenant 

positivement  les  deux  radicaux  ^i  —  x*,  ^i — A* a:*;  on 
aura 


(i)  X=sinamay     yi  —  X'=:cosama,     y^i— A:*X*r=Aama. 

Supposons    X  ^  o    et   intégrons    la   différentielle 
=r  en  faisant  croître  x  de  o  à  i ,  en  la  fai- 


V'i  — .r«  v^i—  X*x* 
sant  décroître  ensuite  de  i  à  zéro,  et  en  la  faisant  dé- 
croître de  nouveau  de  o  à  — X.  L'intégrale  relative  au 
premier  intervalle  sera  égale  à  K;   dans  le  deuxième 

intervalle,  le  radical  y/i  —  x*  devient  négatif ,  après 
s*étre  annulé,  et  l'intégrale  correspondante  est  encore 
égale  à  K;  enfin,  dans  le  dernier  intervalle,  le  radical 

^1  —  X*  reste  négatif  et  l'intégrale  correspondante 


L 


V'i  — .r^V^I— ^*j:« 


est  évidemment  égale  à  a.  D'après  cela,  et  en  remarquant 
que  ^1  —  A^x*  reste  positif,  on  voit  que 

—  X  =  sinam(aR  +  a), 
—  ^i  —  X*  =  cosam(aK  -h  a), 

V^i  — it«X«  =  Aam(aK-f-a); 

il  est  évident  qu'on  aurait  obtenu  les  mêmes  formules 
en  supposant  X  <:^  o.  En  les  comparant  aux  précédentes, 
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et  en  écrivant  u  au  lieu  de  a ,  on  a 

isinam(^K  -h  u]  =  —  sinamu/ 
cosam {iK  -h  u]  =z  —  cosamu, 
Adm[iK  -\-  u)  =.  A  amtt. 

Ainsi  sinamu  et  cosam  u  ne  font  que  changer  de  signe 
quand  on  ajoute  à  ]a  variable  la  constante  2K;  il  en  ré- 
sulte que  ces  fonctions  ne  changeront  pas  si  l'on  répète 
deux  fois  cette  addition  ;  on  a  donc 

,  (  sinara(4K  +  tt]  =siaani£/, 

f  cosam  [^K  -{-  u  ]  ==  cosam  u, 

ce  qui  exprime  que  les  fonctions  sinamu  et  cosam  u  ont 
la  période  4^^;  1^  dernière  des  équations  (3)  exprime 
que  A  amu  a  la  période  2K. 

514.  La  valeur  X  étant  toujours  positive  et  inférieure 
à  I,   supposons  que,  pour  passer  de  o  à  X,  on  fasse 

croître  la  variable  x  de  o  à  -r  et  qu'on  la  fasse  décroître 

ensuite  de  -r  à  X,  les  radicaux  ^i  —  x'^  et  y/i  —  A^j:^ 

étant  toujours  pris  au  départ  avec  le  signe  -f-.  De  o  à  1 , 
l'intégrale  de  la  différentielle 


est  égale  à  K;  de  i  à  -  cette  différentielle  est  imagi- 
naire et  a  pour  valeur 


v^- 


dr 


V^x-^— ly^i- X- 


f«j:«' 


le  radical  ^i — k^x^  doit  toujours  être  pris  avec  le  signe 
mais  le  signe  de  ^x^— i  est  indéterminé;  nous  sommes 

S»  —  Caic*  int.  1 1 
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libre  de  prendre  le  signe  +<  au  départ ,  à  cause  de 
l'ambiguïté  du  signe  de  ^ —  i .  De  i  à  -  l'intégrale  de 


la  précédente  difTérentielle  sera  donc  K'^ — i  (n^olS); 

X  décroissant  ensuite  de  -  à  i,  le  radical  yji  —  A^ x*  qui 

vient  de  s'annuler  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  et  l'inté- 
grale relative  à  l'intervalle  que  nous  considérons  sera 

encore  K!  ^ — i.   11  reste  à  faire  décroître  a:  de  i  à  X; 

alors  la  différentielle  redevient  réelle,  le  radical  ^i—k^x^ 
demeure  négatif,  mais  rien  ne  détermine  le  signe  de 

y/i  —  x^  qui  vient  de  passer  de  l'imaginaire  au  réel.  Je 
placerai  le  signe  ambigu  ±  devant  ce  radical,  et  alors 
l'intégrale  relative  au  dernier  intervalle  que  nous  consi- 
dérons sera,  en  mettant  les  signes  en  évidence, 


X 


(ÙC 


v/i— x-i(— V'i  — ^*.-c*)' 


comme  X  est  <]  i ,  dx  est  négatif,  et  la  précédente  inté- 
grale a  évidemment  pour  valeur  dz  (K  —  a).  Ainsi, 
quand  x  passe  de  o  à  X  en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  adoptée,  on  obtient  une  intégrale  dont  la  valeur  est 


et  l'on  a 

X  rr:  sinam[K  -h  iK'  y/'^±:  (K  —  a)], 
(5)    j      zh  v^i  —  X*  =r  cosam[K  -h  ïK'v/^  d=  (K  —  a)), 
(  —  v^i— A-^X*=     Aam[K-f.2KV^±(K  — a)], 

le  signe  ambigu  ±  devant  être  partout  remplacé  soit 

par  -I-,  soit  par  — ;  quel  que  soit  le  signe  qu'on  adopte, 

on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  au  même  résultat. 

La  comparaison  des  formules  (5)  aux  formules  (i) 
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donne,  en  remplaçant  d'abord  le  signe  dz  par  —  et  re- 
mettant u  au  lieu  de  a, 

/  sinam(2K'^ — i -f- 1/ )  =:=  sin am a, 
(6)  )  cossim{iK!  ^— i-h  u)=z — cosamu, 

(      Aam(2K'y^— n- tt)  =  —  Aamu. 

Remplaçons  u  par  m  4-  2K  dans  la  deuxième  de  ces  for- 
mules e^  par  u  -f-  2  K'  ^ — i  dans  la  troisième,  on  aura, 
à  cause  de  cette  même  formule  et  de  la  deuxième  équa- 
tion (3), 

Îcosam(2K  -f-  iK!  ^—  i  -f-  «):=cosamtt, 
Aam(^4^  ^ —  I  H-  «j  =  Aamu. 

La  première  formule  (6)  montre  que  sinamu  admet 

la  période  aK'^ — 1;  les  équations  (7)  expriment  que 
les  fonctions  cosamu,   Aamu  ont,  l'une  la  période 

aK-h  aK'y'^ — i,  l'autre  la  période  4K.'^— i. 

Si  l'on  remplace  le  signe  itr   par  4-  dans  les  for- 
mules (5),  la  comparaison  aux  formules  (i)  donne 

sinam(aK  -f-  îKV—  '  —  m)  =  sinamu, 
(8)         ^  cosam(aK-t- îK'^ — i  —  ic)  =  cosamtt, 
Aam(aK-f-aK'v'' —  i  —  u)  =  —  Aamu. 

Or,  il  est  évident  que,  si  x  varie  de  la  même  manière  de 
o  à  -i-X  et  de  o  à  — X,  l'intégrale  de  la  différentielle 

aura,  dans  les  deux  cas,  des  valeurs 

égales  et  de  signes  contraires ,  tandis  que  la  valeur  de 

v/i  —  X^  ou  celle  de  y^i  —  k^X?  sera  la  même.  Il  s'ensuit 
que  sinamu  est  une  fonction  impaire  de  u,  c'est-à-dire 
une  fonction  qui  change  de  signe  avec  u  en  conservant 


21. 


r 
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la  même  valeur  absolue,  tandis  que  cosamu  et  Aamzf 
sont  des  fonctions  paires.  Cela  posé,  changeons  u  en 
—  u  dans  les  formules  (8)  ;  supprimons  ensuite  la  demi- 
période  aK,  en  changeant  les  signes  des  seconds  mem- 
bres, on  retombera  sur  les  équations  (6),  qui  ont  lieu 
ainsi,  pour  le  cas  de  u  positive  et  pour  celui  de  u  néga- 
tive. On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  partant  de 
l'hypothèse  X  <^  o. 

On  voit,  par  cette  analyse,  que  les  fonctions  sin  am  zi, 
cos  amu,  Aamu  ont  la  propriété  singulière  d'être  dou- 
blement périodiques  ;   la  première  fonction  admet  les 

périodes  4K  et  aK'y' —  i,  la  deuxième  les  périodes  4K 
et  2K4-  aK'y^ — i;  enfin  la  troisième  a  les  deux  pé- 
riodes aK  et  4K.'v^ — !•  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  n'avons  considéré  que  les  valeurs  réelles  de  la  pre- 
mière fonction  sinamu,  mai"^  nous  ne  saurions  déve- 
lopper davantage  ces  considérations  sans  sortir  des  li- 
mites que  nous  nous  sommes  fixées. 
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THÉORIE  DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


Des  intégrales  eulériennes  de  première  et  de  seconde 

espèce. 

515.  Legendre  a  désigné  sous  le  nom  àHntégrales  eu-- 
lériennes  les  deux  intégrales  définies 

qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et 
qui  ont  fait  depuis  l'objet  des  recherches  d'un  grand 
nombre  de  géomètres.  La  théorie  de  ces  intégrales  a  une 
grande  importance,  et  nous  nous  proposons  de  la  déve- 
lopper dans  ce  Chapitre,  qui  servira  de  complément  au 
précédent. 

La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  ;; 
et^  :  nous  la  désignerons  par  la  notation  B[p,  q)\  la 
deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  Pf 
et  nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole 
T{p)'  On  aura,  en  conséquence, 

(1)  Ji{p,q)=f  ^/-«(i-ar)^->rfx, 

(2)  r{p)=  i    er^xP-^iix, 

e  désignant  ici,  comme  à  Tordinaire,  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 
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Les  fondions  B[p,  ç)  sont  dîtes  intégrales  eulériennes 
de  première  espèce,  et  les  fonctions  T{p)  intégrales  de 
seconde  espèce.  Pour  que  ces  fonctions  restent  finies,  il 
faut  et  il  suffît  que  les  paramètres  p  et  q  soient  positifs, 
ou  au  moins  que  leur  partie  réelle  soit  positive,  s'ils  sont 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  écrire  eP^^^'  au 
lieu  de  xPy  et  ainsi  des  autres. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B  une  autre  forme 
qu'il  est  utile  d'indiquer.  Si  Ton  pose 

y  ^         ,  ^y 

x-=. 9      I  —  ar  = 9      a j?  =z —î 

dans  la  formule  (i),  Tintégrale  relative  à  j-  devra  être 
prise  entre  les  limites  o  et  oo  ;  on  aura  donc,  en  remet- 
tant X  au  lieu  de^, 

(3)  B(/>.g)=jf"^^_^^^^^^, 

ou  encore 

si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x  par  -  ?  dx 

(iX 

par j-ï  les  limites  qui  étaient  i  et  oo  deviendront  i 

et  o;  on  pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de 
l'intégrale,  et  l'on  aura 

ou 

Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B(p,  y)  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  quantités />  et  q  dont  elle 
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dépend  y  en  sorte  que  Ton  a 

B(/7,^)=B(g,/7); 

au  surplus  y  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur 
la  formule  (1),  car,  si  l'on  y  changea:  en  i — x,  on 
transforme  immédiatement  B[p,  q)  enB(^q,  p). 

Réduction  des  intégrales  de  première  espèce  à  celles 

de  seconde  espèce, 

516.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B(/7y  q) 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  F,  en  sorte  qu'il 
n'y  aura  plus  à  s'occuper  que  de  ces  dernières. 

Si  l'on  désigne  par  m  une  constanteposîtive  et  que  dans 
la  formule  (2)  du  n®  515  on  pose  x  :=  mx\  il  viendra 

(  1  )  T[p)=zmP  i    c-"»* V^* dx', 

d'où 

formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui 
va  nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons 
en  vue.  Effectivement,  on  a  d'après  cette  formule 


^[P-^-'Jll 


^-(  l-KT)*' j,//»-f-^-l  ^^/. 


donc  la  formule  (3)  du  n°  515  peut  s'écrire  comme  il  suit: 

Il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  Ton 
peut  écrire 

B[p,q)z=~—^ .    /     e-''x'^'^dx'x'P  \      e-^''xP''^dx', 

^^'^^        T[p  +  q]J^  I 


l68  CALCUL    IITTÉCRÀL. 

é~^^xP''^dx  est 
égale  à  r{/;);  donc 


ou 


ce  qui  est  le  résultat  annoncé.  Nous  passerons  mainte- 
nant à  l'examen  des  principales  propriétés  des  fonctions 
de  deuxième  espèce. 

Première  propriété  des  fonctions  T* 

517.     En    intégrant    par    parties    la    différentielle 
a:^~  I  X  ff-jc  Jx,  on  a 

I  xP-^e-^dx  =  —  xP-^e-'  -f-  (/?  —  i)  /  e-'xP-^dx. 

Si  Ton  a  p  ^  I ,  la  partie  intégrée  disparaît  aux  deux 
limites  o  et  oo  ,  et  Ton  a 

/     c-'xP-^dx  =  (/7  —  i)  /     e-'^xP-^dx, 

c'est-à-dire 

(0  r(/7)  =  (/.-i)r(;.-i); 

cette  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonc- 
tions r  ;  on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 
m  un  entier  inférieur  à  p, 

(2)      V[p)=^[p-i)[p-i).,,[p'-m)r[p  —  m), 

d'où  il  suit  que,  si  la  fonction  F  est  connue  pour  toutes 
les  valeurs  de  V argument  p  comprises  entre  o  et  1 ,  ou, 


^ 
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plus  généralement,  comprises  entre  deux  entiers  consé- 
cutifs, la  même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes 
les  autres  valeurs  réelles  de  l'argument. 

Si/7  est  un  nombre  entier  et  que  Ton  fasse  m  =  p  —  i 
dans  l'équation  (2),  il  viendra 

r(/?)  =  1.2.3. ..(/?  —  i)r(i); 

maïs,  comme  l'intégrale  l  e~'^rfxestégaleà— ©"•'-f-const., 
on  a 

donc 

(4)  r(/^)  =  i.2.3...(;;-i), 

en  sorte  que,  si  p  est  un  nombre  entier  supérieur  à  i, 
T{p)  se  réduit  au  produit  des  p  —  i  premiers  nombres 
entiers,  résultat  déjà  établi  au  n^493. 

Deuxième  propriété  des  fonctions  F. 

518.  La  propriété  que  nous  allons  établir  permet  de 
réduire  à  -  l'intervalle  d'une  unité  dans  lequel  il  suffit 

d'effectuer  le  calcul  de  la  fonction  F  d'après  la  première 
propriété;  elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  répondent  aux  valeurs  de  l'argument^  com- 
prises entre  -  et  1 ,  lorsqu'on  connatt  les  valeurs  relatives 

aux  limites  o  et  — 

2 

Si,  dans  la  formule  (2)  du  n®  516,  on  fait  q  =  i — /;, 
p  étant  supposé  ici. compris  entre  o  et  i,  il  viendra,  à 
cause  de  F(i)  =  i, 
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et|  à  cause  de  la  formule  (3)  du  n°  515, 


a; 


Mais  nous  savons  (n^489)  que  l'intégrale  contenue  dans 

cette  formule  a  pour  valeur  -: ;  on  a  donc 

*^  sin/?7r 


^  '  \'   /      \  ^  ;         Sin/?7r 

Telle  est  la  formule  qui  exprime  la  deuxième  propriété 
de  la  fonction  F.  Si  Ton  y  suppose  />=  ->  elle  donne 


2 


rMi)=i^. 


d'où 

Cette  formule  ne  difiTère  pas  de  celle  que  nous  avons 

établie  au  n®  497,  Effectivement,  si  l'on  fait  »  =  -  dans 

la  formule  (2)  du  n*  515  et  qu'on  écrive  x^  au  lieu  de  Xj 
on  aura 


■•(;)=U-"'^=I 


Troisième  propriété  des  fonctions  F. 

519.  Si  l'on  suppose  y  =/?  dans  la  formule  (i)  du 
n^  515y  il  viendra 

(0  B(,.,)=/'[^-(i-x)']''-'^. 
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On  voit  que  le  coeifîcient  de  dx  sous  le  signe  1  prend 

des  valeurs  égales  quand  x  reçoit  les  valeurs  -  -I-  A  et 
h  également  distantes  de  -•,  il  s'ensuit  que,  dans  la 

formule  précédente,  on  pourra  prendre  -  au  lieu  de   i 

pour  limite  supérieure,  pourvu  qu^on  double  le  résul- 
tat. On  aura  ainsi 

I 

Si  l'on  fait  maintenant x  •=^  -  Jr .  dx -=•  —  t-^j 

2  2  ^-^  '  4  y/^ 

les  limites  de  l'intégrale  relative  à  y  seront  i  et  o  ;  en 
renversant  ces  limites  et  changeant  le  signe  du  résultat, 
on  aura 

c'est-à-dire 

(2)  B(;;,;>)==^,B(i,/>), 

et,  si  en  faisant  .usage  de  la  formule  (2)  du  n<»5]t>  on 
remplace  les  6  par  leurs  valeurs  en  F,  puis  qu'on  se 

rappelle  que  F  (  -  |  =  y^,  il  viendra 

i 

(3)  r(/,)r(/,4-i)  =  ^r(2/,). 

Cette  équation  (3)  exprime  la  troisième  propriété  des 
fonctions  F;  elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup 
plus  générale  que  nous  établirons  plus  loin. 
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Représentation  de  la  fonction  logr(j:)  par  une 

intégrale  définie, 

520.  Si  Ton  différentie  la  formule 


<''=X 


<r-*a*-*rfa. 


et  qu'on  représente  par  r'{x)  la  dérivée  de  r(a:),  il 
viendra 


T\x)=  I     ér-«a'-*logaAc, 


la  caractéristique  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
La  formule  ( i)  du  n**  516,  où  Ton  fait  p  =  i^  donne 


h: 


er^dz; 


si  l'on  multiplie  cette  formule  par  da  et  qu'on  l'intègrô 
ensuite  entre  les  limites  i  et  a,  on  aura,  comme  nous 
l'avons  dit  au  n?  494, 


loga  =  / 


dzm 


En  remplaçant  loga  par  cette  valeur  dans  l'expression 
précédente  de  r'(x),  on  obtient 

e-^oc^-'doL  / dz; 

on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  écrire 

r'(x)=  r    —[<?-*  f    e-^ o.^-^ do.  ^  Ç    e-(i+*)«a*-»//al. 

La  première  des  intégrales  qui  figurent  dans  la  parenthèse 
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r(.r) 
est  r(x);  la  deuxième  a  pour  valeur  (n"  51G)  . — ~)^* 

On  a  doDC 

ou,  en  divisant  parr(x), 

•^  o 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule  par 
dx,  et  que  Ton  intègre  ensuite  entre  les  limites  i  et  Xf 
il  viendra,  à  cause  de  logr(i  )  =  log  i  =  o, 

On  peut  simplifier  cette  expression  de  logFfx)  en 
opérant  comme  il  suit:  en  faisant  or  =  a^  il  vient,  à  cause 
de  logr(2)=  logi  =  o, 

-n  dz 


"'    »=r[-ëi^] 


— » 

z 


et,  si  Ton  multiplie  l'équation  (3)  par  or — i,  puis  qu'on 
la  retranche  ensuite  de  Téquation  (a),  il  viendra 

(4)  logrW^y^    [^(._.o(i-^3)-»-^ -^ Jï^-hl/ 

enfin,  sironposelog(i -hz)  =  a,  z  =  e" — i,  l'intégrale 
relative  à  a  devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o 
et  00  ,  et  Ton  aura  définitivement 

(5)  iogr(x)=J  [(x-.)^-^-;:"]^^ 
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Dés^eloppement  de  la  fonction  logr(x)  en  série. 

521.  En  difTérentiant  la  formule  (5)  du  numéro  pré- 
cédent, on  a 

et,  en  difTérentiant  de  nouveau, 

Remplaçons  le  facteur ^  par  sa  valeur 

I  4-  <?-*H-  e-**-h  tf-^*H-.  . ., 
nous  aurons 


X 


4-  I      <r-«(*-*-«)a^a4-... 
o 


OU,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule  (i) 
dun«516, 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  qui  reste 
convergente,  quel  que  soit  x. 

Si  Ton  intègre  les  différents  termes  de  la  formule  (2) 
multipliée  par  dx  entre  les  limites  i  et  x,  on  aura 

(3)      {  /,  ,   ^ 
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et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  con- 
vergente comme  celle  d'où  elle  est  tirée  par  l'intégra- 
tion. Quant  à  la  quantité — C,  elle  est  évidemment  égale 

à  la  valeur  que  prend  pour  a:=  i  la  dérivée  — 'T~^^  ^^ 
Ton  a,  par  l'équation  (i), 

(4)  C  =  ^"(j-I^-l).-rf«; 

cette  quantité  C  est  connue  sous  le  nom  de  constante 
d'Euler;  nous  verrons  tout  à  Theure  comment  on  peut 
calculer  sa  valeur. 

Si  l'on  intègre  entre  les  limites  i  et  x  la  formule  (3) 
multipliée  par  dxy  il  viendra,  à  cause  de  logr(i)  =  o, 

l0gr(.r;:=  _  c  (^  -  I  )  H-  (^^  -  log  '^\ 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente 
comme  celle  qui  figure  dans  la  formule  (3).  On  peut  se 
débarrasser  aisément  de  la  constante  C;  si,  en  effet,  on 
pose  j:=  2  dans  la  formule  (5),  il  viendra 

(6)o  =  -CH-(i-logî)+(i-log!)-^...-f-(i-log^±l)^-..., 

et,  si  l'on  retranche  de  l'équation  (5)  le  produit  de  l'équa- 
tion (6)  par  X  —  I,  on  aura 

logr(x)  =  hx  —  i)log  ^  -  log  f  1 
(7)(  +|^(^-i)log--log^^J-»-...' 


[(*-.) 


,      m  4-  I 

log 


—  log [h-..., 


m  m 
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ou,  pour  abréger, 


m  s  00 


(8)  logr(<r)=^  r(x-i)log^i-t-ij-log(i+^l^^J. 

Désignons  par  log{i-^€m)  la  somme  des  termes  qui 
suivent  le  m**"*  dans  la  série  (7)  ou  (8);  comme  cette 
série  est  convergente,  la  quantité  tm  s'annulera  par 
m  =  00  ,  et  l'on  aura 

logr(x-  =  |^(x  -  i)Jog2  -  logf  j  +. . . 


+  ^(x  -  i)log  -^ log J  -+-HI1  -+.f 


ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

le  facteur  fin — ■]      se  réduisant  à  i  pour  m  =  00  ,  on 
peut  le  supposer  compris  dans  n-  Ç;,»  et  écrire 

,    .  ,    ,  (1.9...  .m]m^^^  ,  . 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

Remarquons  encore  que  la  formule  (6)  donne  pour  la 
constante  d'Euler 

(11)  C  =  Iiin(n h^-h...H logmU    pourm=rQo. 
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Développement  de  la  fonction  logT[i-\-  x)  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
—  1  et  -f- 1 . 

522.  Si  Ton  change  a:  en  a:  +  i  dans  la  formule  (a) 
du  n^  521  y  on  aura 

</*logr(i-4-.ir)  __       I  I  ^  I 

ety  en  différentiant  n  —  a  fols, 

I.2.../I  </«'*  /l       Lt''*^ "*"')'*        (a: -h 2)*   '        J' 

posons  généralement 

-  III 

Sm  =  I  H -4-  zr-  "4"  "7-  "4"  •  •  •  > 

*  2»  ^  3»       4»  ^       '• 

on  aura,  pour  x  =  o, 

— l    1  1»   y 

I .  a . . .  n  <M?*  ^        '     »   ' 

si  n  est  ^  i^  et  l'on  a  d'ailleurs,  pour  x  =  Of 

^y- ^=-C,     logr(i  +  a:)=0; 

la  formule  de  Maclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  —  i  et  4-  i , 

(1)      logr(i4-a?)  =  — Cj:-+-S,  ^ 83^-4-84-7-4-.... 

Cette  formule  n'est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce 
que  les  sommes  S  décroissent  peu  rapidement,  mais  on 
peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  ;  si  à  la  dernière 

S,  ^  Cale.  intM  za 
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équation  on  ajoute  la  suivante  : 

o  =  — logfi-}- jr)  -i-« H,- 7--i-«»-i 

a         o         4 

il  viendra 

Ilogr(n- j?)  =  —  log(n- jr)-h  (i— C)x 
-f--(S,-i)x»-i(S,-i)ar»-h...; 

les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidement, 
mais  on  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  En  chan- 
geant X  en  —  X  dans  la  formule  précédente,  on  a 

Ilogr(l  — 4?)  =  —  log(i  — jc)  —  (i  — C)ar 
-H  -  (S,  —  l)x»  +  J  (S,  —  l)*»  +  . .  .  . 

Mais  on  a 

r(l-4-a?)  =4rr(jr),      r{xjr(l  — a?)  =  -r^— , 

et,  en  multipliant. 


d'où 


r(l-4-a:)r(l— ar)=:-7 5 


l<^r(n-x)  +  logr(i  —  x)  =  Ic^ -j— -. 


Ajoutant  cette  équation  avec  l'équation  (2),  retranchant 
ensuite  l'équation  (3)>  et  divisant  le  résultat  par  a,  il 
viendra 

logr(i-4-a?)  =-  log-T log h  (i  — Cja? 

D'après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonc- 
tion r  sera  connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l'ar- 


"^ 
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gument,  si  Ton  connaît  cette  fonction  pour  les  valeurs 
comprises  entre  o  et  ->  ou  entre  -  et  i,  ou  entre  i  et 

i-f-->  ou  etc.;  or  l'équation  (4)  permet  de  calculer 
très-rapidement  logr(i  -hx)  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  -•  Dans  son  Traité  des  fonctions  ellip- 

tiques,  Legendre  a  donné  avec  seize  décimales  les  valeurs 
de  S|2  depuis  n  =  a  jusqu'à  n  =  35. 

Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  a:  =  i  et  a:  r=  -9  ce  qui 

donne  r(ar-f-i)  =  i  et  r(a:-4-i)  =  -  0r,  on  aura  deux 
équations  qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C  ; 
on  trouve,  en  observant  que  log-r— ^-^ — I-  log(  i — j:)  =  o 
pour  a:=i, 

I-C=i^oga-^|(s,-I)^--^•(s,-^)-^-i(ST-I)^-..., 

quatorze  sommes  S  suffisent  pour  obtenir  C  avec  quinze 
décimales  ;  on  trouve  ainsi 

(5)  C  =  0,57721  56649oi53a8; 

nous  ferons  connaître  plus  loin  un  procédé  plus  expé- 
ditif  pour  calculer  cette  constante,  et  qui  n'exige  pas  le 
calcul  préalable  des  sommes  S. 

Éi^aluation  de  la /onction  — ^  ^    ^  dans  le  cas  oii  x 
est  un  nombre  commensurable, 

523.  La  fonction  — ^f^  P^^^  s'exprimer,  sous  forme 
finie,  par  un  nombre  limité  de  termes,  toutes  les  fois 

13. 
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que  X  est  un  nombre  commensurable.   Si,  en  efiet,  on 
ajoute  les  deux  équations  (i)  et  (4)  du  n^  521  j  il  viendra 

dx  /  ,  _  , 


-our 

m.  ^ 


OU,  en  posant  e~"==^, 


m 

n 

z  =  a",  on  aura 


si  l'on  a  x  =  —  5  m  et  72  étant  entiers,  et  que  l'on  fasse 


la  différentielle  sous  le  signe  /  est  ici  une  fraction  ra- 
tionnelle, et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s'ex- 
primer par  des  quantités  algébriques,  logarithmiques 
ou  circulaires*  Par  exemple,  on  aura 

!M£l=-c-.jr'^.=-c.W4(p««.=l). 

Si  la  quantité  x  se  réduit  à  un  nombre  entier,  la  for- 
mule (i)  donne 


^logr( 


^-i-C=  /    (n-«  +  »*4-...-f-«'-*)rf5, 


dx 

c'est-à-dire 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule est  connue  sous  le  nom  de  svite  harmonique. 
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Recherche  du  minimum  de  la  fonction  r(:r). 

524.  La  formule  (  2  )  du  n*^  521  montre  que  la  fonc- 
tion — f  i       ®s^  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  la 

variable  or  supposée  réelle  et  positive;  en  conséquence, 

,      .        .       €i\o^r{a:)         r'{x]      ^ 

la  fonction  — -, — —^  ou   _,   ;  est  constamment  crois- 

dx  r[x) 

santé;  d'ailleurs  on  voit,  par  la  formule  (3)  du  même 
numéro  y  que  cette  fonction  est  égale  à  —  00  pour  x  =  o 
et  à  H-  00  pour  a:  =  -H  «  .  Il  suit  de  là  que  la  dérivée 
T'{x)  ne  peut  s'annuler  qu'une  seule  fois,  et  par  suite 
que  la  fonction  T[x)  n'offre  qu'un  seul  minimum.  Ce 
minimum  a  lieu  nécessairement  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  i  et  a,  puisque  l'on  a  r(2)  =  r(i)  ;  quand  x 

est  infiniment  petit,  la  fonction  T  [x)  =  —^' =  - 

jc  x 

est  infinie;  quand  x  crott  jusqu'à  00  ,  r(x)  décroit  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  son  minimum,  et  elle  croît 
ensuite  jusqu'à  00 . 

Si  l'on  veut  obtenir  la  valeur  de  x  qui  répond  au  mini- 
mum de  r(i+:r),  ilsuffîradedéterminerlaracinepositive 

unique  de  1  équation  F' (  1-4- x)  =  o  ou  — - — ^ ^  =  0. 

€IX 

Cette  équation,  d'après  la  formule  (a)  du  n°  522,  est 


o=—  — J-  -f-(i  — C)-+-(S,— 1)«  — (S,  — i)x»4-  .... 

1   "V'  X 


et  l'on  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise 
entre  o,4  et  o,5  ;  on  trouve  ensuite  parles  méthodes  d*ap- 
proximation  connues 


1  -♦-«=I,46l63lI...; 
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et  l'on  obtient,  par  la  formule  (  2)  ou  (4)  du  n^  322, 

log  vulgr  (i -+- a:)  =  1,9472392, 

d'où 

r(i  +  Jc)  =  o,8856o32. 

Remarque  sur  l'interpolation  de  la  fonction  numérique 

i.a.3...(ar  —  i). 

525.  Puisque  l'on  a 

r(a:)  =  1.2.3. .  .(x —  l), 

quand  x  est  un  nombre  entier,  la  fonction  T[x)  peut 
servir  à  l'interpolation  de  la  suite  dont  le  terme  général 
est  I  •  2  •  3 ...  (or  —  I  ) .  La  formule  précédente  exprime,  en 
effet,  ce  produit  par  le  moyen  d'une  fonction  continue 
de  X  dans  laquelle  la  variable  est  susceptible  de  recevoir 
toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (8)  ou  (10)  du  n^  521  fournit 
un  mode  d'interpolation  beaucoup  plus  général,  puis- 
qu'elle permet  d'exprimer  le  produit  i.2.3...(:r  —  i) 
par  une  fonction  continue  de  x^  dans  laquelle  la  variable 
peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou  Imaginaire  quelconque. 
Comme  ce  résultat  est  d'une  extrême  importance,  il  n'est 
pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les  considérations 
les  plus  élémentaires  conduisent  immédiatement  aux  for- 
mules dont  nous  parlons,  lorsque  l'on  cherche  à  inter- 
poler la  fonction  numérique  i.2.3«..(j:  —  1). 

Soient  donc  x  et  m  deux  nombres  entiers  positifs, 
les  j:  —  I  fractions 


mm  m 


m-hi        nt-hi  m-hx  —  i 

tendront  vers  l'unité  si  m  tend  vers  l'infini,  x  restant 
constant  ;  il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces 
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X  —  I  fractions,  et  l'on  aura 


i83 


tfn  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  =  oo  .  Multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre 
par  I  •  2 ...  m  et  chassant  le  dénominateur  1 4-  em»  il  vient 

(i  .2.3.  .  .m)  m*-* 

'■~i.2.3...{m4-x-i)''"*'*'»^' 

ety  en  multipliant  les  deux  membres  par  i.a.3*..(x  — i), 

on  a 

«       ,  »  (i.a.3.../?2l  ut*~*        ,  , 

1.1,6.  .  Ax 11  = T^ j ; (IH-  «-,) 

^  '        x^a:-t-l)...(/ii-j-4r— i)  ^  ""' 

ou 

o      /  \      y         (i.a.3.  .  .m)m*-*      ,  , 

1.2.3...  (*  —  ll=:llin — ; j ; r    pOQrm=:00). 

^  '  x[x-\-i)...[m-\-x  —  \)^^  ^ 

C'est  précisément  la  formule  (lo)  du  n^  521  dans  le  cas 
de  X  entier,  et  l'on  en  déduit  sans  difficulté  la  formule  (8) 
du  même  numéro. 

Dans  les  recherches  qu'il  a  entreprises  sur  cet  objet, 
Gauss  a  pris  la  formule  (lo)  du  numéro  cité  pour  l'ex- 
pression générale  de  la  définition  de  r(ar),  etM.  Liouville, 
adoptant  ensuite  le  même  point  de  vue,  est  parvenu  à  plu- 
sieurs résultats  intéressants  (  *  ]  ;  on  voit,  par  ce  qui  pré- 
cède, combien  cette  marche  est  naturelle.  D'après  l'ana- 
lyse que  nous  avons  développée,  le  second  membre  de 
la  formule  (8)  du  n^  521  est  une  série  qui  reste  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par 
conséquent,  dans  la  même  hypothèse,  le  second  membre 
de  la  formule  (lo)  du  même  numéro  tend  vers  une 
limite  déterminée.  Mais,  pour  justifier  la  nouvelle  défi- 

(*  )  Voir  sur  cet  objet  une  Note  de  M.  LioQYille,  insérée  au  tome  XVII, 
1**  série,  du  Journal  de  Mathématiques  ffures  et  appliquées. 
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nition  des  fanctions  F,  il  est  nécessaire  d^établir  que  la 
même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
imaginaires  de  x.  On  voit  d'abord  sur  la  formule  (lo) 
(n^  521)  que  T{x)  est  infinie  lorsque  x  est  égal  à  zéro 
ou  à  un  nombre  entier  négatif  quelconque  ;  ce  cas  étant 
mis  de  côlé,  je  dis  que  la  série  de  la  formule  (8)  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  le  terme  général  dans  lequel 
on  suppose  m  supérieur  au  module  de  x —  i  est 


ou 


{x  —  i)  [x  —  a)  t  \ 


Sm  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m=  oo  ;  il 
résulte  de  là  que,  àpartir  d'un  rang  suffisamment  éloigné, 
les  termes  de  la  série  décroissent  comme  les  termes  de 

la  série  \  — |;  donc  cette  série  est  toujours  conver- 
gente, et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  dont 
nous  nous  occupons  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. 

Démonstrations  nouvelles  des  propriétés  de  la 

fonction  V[x). 

526.  Les  propriétés  de  la  fonction  F  établies  plus  haut 
découlent  immédiatement,  comme  on  va  le  voir,  de  la 
formule  (lo)  du  n"*  521. 

Première  propriété.  —  On  a 

,  . (i.a. .  .mlm*-*  . 

Vlx  -f-  I    = : ; r  (l  -+-  «'    ), 
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d^oà|  en  divisant, 

V[x)  a:  +  ;ni-hf^' 

et|  en  faisant  m  =  oo  /il  vient 

T[x-^l)=:xV[x), 

ce  qui  est  la  première  propriété  de  la  fonction  F. 

527.  Deuxième  pkopriété.  —  Si  l'on  multiplie  entre 
elles  les  deux  équations 


(i  .a.  .  .m) 


m 


X— 1 


il  viendra 


r(ar)r(i  — a?J  = 


'(-f)(-S)-(-S) 


si  Ton  fait  m  =  oo  ,  le  numérateur  du  second  membre 
de  cette  formule  se  réduit  à   i   et  le  dénominateur  à 

-  sinTTXy  à  cause  de  la  formule  connue 

sin.  =  .(i_5)(,-^)(.--^)...     • 

(voir  mon  Traité  de  Trigonométrie,  5*  édit.,  p.  247); 
on  a  donc 

^    '     ^  '       smiro: 

OU,  en  multipliant  par  Xj 


r(n-x)r(i  — «)== 


vx 


smirx 
528.  T&oisiÈME  PROPRIÉTÉ.  —  La  troisième  propriété 
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de  la  fonction  F  n^a  été  démontrée  au  n?  519  que  dans 
un  cas  particulier  :  nous  allons  l'établir  ici  dans  toute  sa 
généralité. 

Soient  x  une  quantité  réelle  ou  imaginaire    quel- 
conque,  n  et  i  deux  entiers    positifs;  si  dans  la  for- 

mule  (9)  du  n*^  521  on  remplace  x  par  x-\ — >  il  viendra 


x+i-i 


^  '        (a?4--jl.rH |-iJ...(j:-î hm— i  j 

donnant  ensuite  à  i  les  n  valeurs  o,  i,  a,  . . . ,  n  —  i,  et 
multipliant  entre  elles  les  égalités  résultantes,  on  obtient 

r(x)r(x  +  i)r(.-H^)...r(x  +  ^) 


n  +  l 

(1.2.  .  ,m)'^m  •   /?'"'*       ,  , 


nx  [nx -^  i),  ,  ,[nx-{- mn  —  1) 

«m  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'annule  pour 
m  =  00  .  Mais  l'équation  (9)  du  n^  521  donne  aussi,  en 
remplaçant  x  par  /zx  et  en  écrivant  mn  au  lieu  de  m, 

Binx)= i («  +  ««, 

^       '       nx  ]^njc -j-i]. .  ,[nx -{- mn  —  i)  ^  ' 

et  l'on  a,  par  les  deux  équations  précédentes, 

r(x)r(x-h^T(x-{-^\..r(x-^^-—\ 


n'-'^^T[nx) 


(1.2.  ..m/s]/»  " 


Zjn,  désignant  encore  une  quantité  qui  s'annule  pour 
m  ==  00  .  La  limite  du  second  membre  de  cette  formule 
est  une  fonction  de  n  indépendante  de  x;  en  la  dési* 
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gnantpar  cp(7z)y  on  aura 

la  fonction  (f  (n)  étant  définie  par  la  formule 

f{n)=z]im ^ ^{pourOT=co). 

(1.2.  •  ./n/i)/7i   ■ 

Si  l'on  fait 

.  ,    .       I  «atS. .  «171  . 

+  ('«)= — m — ^ 


m      s 


on  pourra  écrire  aussi 


'  ^    '       '  ^  (mu)         ^         ' 


en  posanti  pour  abréger, 

A-limtiMl!.- 

on  a  aussi,  en  changeant  m  en  a  m, 


puis 


mais  les  quantités  lim  =^ — ^  et  lim  ^ 7-  sont  éeales 

à  A2  ;  donc  on  a 


n 


A^  =  A;-»     et    f[n):=\^'nA'^'^i 
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quant  à  la  constante  Âa,  sa  valeur  est 

A        ?(^)       1.      (i.a.3. .  .m)*ri""'*'^ 

Aj=:  ^--=r^  =:llin    '■ j— 


-'^V^îU 


4       2/w  — a      am 


•  •  • 


5       2/»  —  I  am  —  I  ' 

d'après  la  formule  de  Wallis  (n^  492),  la  quantité  sous 
le  radical  a  pour  limite  4  -  ou  air;  on  a  donc 

par  suite 

1  n-l 

et 

Telle  est  l'équation  qui  exprime  la  troisième  propriété 
de  la  fonction  F  ;  en  y  faisant  n  =  a,  il  vient 

r  (x)  r(x  -*--)  =  ff*2-*'-*-*r  (a«), 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu 
au  n^  519. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la 
formule  (a)  est  directe  et  indépendante  des  autres  proprié- 
tés de  la  fonction  F.  Pour  déterminer  la  constante  Aa,  on 

aurait  pu  se  servir  utilement  de  la  relation  F  (  -  )  =  ^; 

ainsi,  en  faisant  â?=  -et7i=adans  la  formule(i),on 
aurait  eu 

0r:=  -  f  (2)  =  -  y'aAi,     d'où     Atn=  y^air. 


cHApmB  m.  189 

comme  nous  l'avons  trouvé  autrement.  Enfin  on  peut 
obtenir  très-simplement  la  fonction  (f{n),  comme  le  fait 
LegendrCy  en  se  servant  de  la  deuxième  propriété  des 
fonctions  F;  posons  en  effet  a:  =  0  dans  la  formule  (i), 

après  avoir  remplacé  T[x)  par  -^ et  T(nx)  par 

r(/ix-+-i)    .,    .    j 

-i 9  il  viendra 


nx 


i„„=r(l)r(3)...r(iz^). 

ou,  en  renversant  les  facteurs, 

>,=r(^)r(i^)..  r(i), 

multipliant  ces  deux  valeurs  de  -  cf  (n),  et  observant  que 


9  on  aura 
an 


n 


?•(«)  = 


««ir»-» 


sm  -  sm  —  ...  sin  -^ ^— 


n         n  n 

mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  cette  expression  est 
égal  à  -^3:^  :  donc 


B  —  l 


y»(/?)  =  /i(2ir)»-*     et     y(/i)  ==^/i(2ir)    •, 

comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut. 

^application  de  la  théorie  des  intégrales  eulériennes 
à  la  détermination  de  quelques  intégrales  définies, 

529.  Si  m  désigne  une  quantité  positive,  on  a  ( n^  516  ) 
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Cette  formule  subsiste  quand  m  est  une  quantité  ima- 
ginaire dont  la  partie  réelle  est  positive,  mais  cette  pro- 
position exige  une  démonstration.  Remplaçons  m  par 

a  —  t^ — I ,  et  désignons  par  R  et  4>  le  module  et  Tar- 
gument  de  la  valeur  que  prend  alors  l'intégrale  précé- 
dente, on  aura 

(2)  R<?*\^=»==  i   ir<'^yR)'xP-^dx, 

et  il  est  évident  que  cette  expression  restera  finie  si  a  est 
une  quantité  positive.  Posons 

(3)  r  =  «tangç>, 


TT  TT 


f  étant  un  angle  compris  entre et4-  -;  Rcos4>  et 

Rsin<I^  seront  des  fonctions  continues  de  f,  respective- 
ment égales  à  la  partie  réelle  du  second  membre  de  la 

formule  (  2  )  et  à  la  partie  que  multiplie  sj —  i .  Pour  avoir 
les  différentielles  de  ces  fonctions,  on  pourra  différentier 

sous  le  signe  1  les  intégrales  qui  expriment  leurs  var 

leurs,  et  il  est  évident  qu'on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat, d'une  manière  plus  simple,  en  exécutant  la  diffé- 
rentiation  sur  la  formule  (2).  On  a  ainsi 


maïs  l'intégration  par  parties  donne 


/' 


a  —  t^ — I         a  —  t^  —ij 
et,  comme  la  partie  intégrée  s'annule  aux  limites  o  et  00  , 


J 
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à  cause  de  a  ^  o,  on  a 


f 


.(«-«^)x,p^  =PSSÎîfflRé*^'=i 


a 
ce  qui  réduit  Téquation  (4)  ^ 

d^  df  cos^ 

Égalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  vient 

^logR  sin^       d^ 

df  cosy       df 

d'où 

logR  rrr — p    j    ?— ?  =  log  COS^'y  ■+-  COnSt., 

♦  =z^y  4-  const. 
Or,  lorsque  «  ou  9  est  nul,  on  a  <I>  =  o,  R  =  -~- j  donc 

♦  =y?y,      R  =--1^008'' y, 

et,  par  conséquent,  la  formule  (2)  devient 

(  5  )  /     ^(a-*/=nx^i»-i  ja:  =  -f^  cos'»  fePf^, 

et  Ton  peut  écrire  aussi 

(6)  r  e-^^tyPO^xP-^dx  =  , î^-W  » 

ce  qui  est  précisément  la  formule  (i),  dans  laquelle  on  fait 
m  =za — t  ^ —  i .  Mais,  comme  l'expression  [a — t  ^ —  i  j'' 
est  susceptible  de  plusieurs  valeurs  quand  p  est  fraction- 
naire, il  faut  bien  remarquer  que  l'argument  de  cette 
puissance  doit  être  obtenu  en  multipliant  par  p  l'argu- 
ment de  a  —  t  ^ — I  pris  entre  les  limites et  H — • 
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La  formule  (5  )  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

J[    xP-^e-^coatxdx  =  — ^  ces'» 5»  cospf 
o  ^ 

(7)        \    ^  j,,    . 

I     4:P— *  c'-**  sin  /4?</^  =  cos'*  f  smp  f 

=  -~r^  8mPf8m/>f, 

où  les  trois  quantités  ay  £,  9  sont  liées  entre  elles  par  la 
relation  (3). 

530.  Nous  avons  admis  que  les  intégrales  qui  figurent 
dans  ces  formules  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  efiectivement  quand  la  quantité  a  est 
positive,  comme  nous  l'avons  supposé.  Mais  il  n'est  pas 
évident  qu'il  en  soit  de  même  lorsque  a  est  nulle ,  c'est- 
à-dire  lorsque  cf  =  -9  t  ayant  une  valeur  finie;  dans  ce 

cas,  les  formules  (7)  ne  subsistent  que  si  p  est  inférieur  à 
l'unité.  Pour  le  prouver,  il  nous  suffira  de  considérer  la 
deuxième  des  intégrales (7)  ;  ce  que  nous  allons  dire  s'ap- 
plique à  la  première,  avec  les  changements  convenables. 
La  quantité  t  étant  supposée  positive,  soit 


{m-¥\)% 


t 

ou,  en  faisant  la  substitution  x  = > 

I     /**  — 7(«-l-m«) 

«m=^/     («-*-iW7r)P-»e  sin2<2s; 

il  est  évident  que  l'intégrale  contenue  dans  la  deuxième 
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formule  (7)  est  la  somme  de  la  série  convergente 

dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  et  décroissent  indéfiniment  quand  on  a  a  ^  o. 
Mais,  lorsque  a  est  nul,  Um  se  réduit  à  l'expression 

U«  =  ^  /    (2  -î-  'nit]P-^sm zdz, 

qui  ne  devient  nulle  pour  7»  =  00  que  si  Ton  a  p  <]  i . 
Dans  cette  hypothèse,  la  série 

Uo-Ui4-U,~U,-f-... 

est  convergente,  et  je  dis  qu'elle  a  pour  somme  la  valeur 
que  prend,  pour  a  =  o,  la  somme  de  la  série  précédente. 
En  effet,  si  5  et  S  désignent  les  sommes  des  deux  séries. 
Su  et  Su  les  sommes  formées  par  les  n  premiers  termes, 
Ta  et  R»  les  restes  correspondants,  on  aura 

S-5=(S„-^„)-h(R„-r„)î 

la  différence  S^ — Sn  s'annule  avec  a;  d'ailleurs,  R„  et  r„ 
tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro,  quand  n  augmente  in- 
définiment; donc  S  —  s  s'annule  pour  a  -—  o. 

D'après  cela,  les  formules  (7)  donneront,  pour  a=  o 

ou  9  =  -  > 

x'^'  cos  txdx  = —-  008  ■ 9 

tP  2 

(8) 


f   xP-^si 


shitxdx  =  — ^— -  sin  —  > 
tP  2 


pourvu  que  p  soit  compris  entre  o  et  1 . 

Si  l'on  remplace  T(p)  par  sa  valeur — 9 

S. -^  Caic,  int,  i3 
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dans  la  dernière  formule,  il  viendra 


/■ 


xP~^  sin  t  xdx  =. , 

^tP T [i  —  p)  cos' — 


l'intégrale  reste  finie  pour  ^  =  o,  et  Ton  a 


smtx  V 

dxz=z  — > 


X  2 

o 


comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n®  494. 

831 .  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies  ;  nous  allons 
présenter  quelques  exemples. 

Remarquons  d'abord  que  les  équations  (8)  ne  sup- 
posent aucunement  la  formule  d'EuIer  d'où  nous  avons 
tiré  la  deuxième  propriété  des  intégrales  eulériennes,  et  il 
est  très-facile,  au  contraire,  d'en  déduire  cette  formule. 
Effectivement,  multiplions  la  première  des  équations  (  8  ) 

par  — ; — 5>  et  intégrons  ensuite  def=oàf=oo;  l'in- 
tégration pourra  être  exécutée  sous  le  signe  1  9  dans  le 
premier  membre,  et  l'on  aura 

mais,  comme  a:  est  positif,  l'intégrale  1  _^  ^  f/f  est  égale 
à  -,e~-^  (n**  496)  ;  le  premier  membre  de  la  formule  pré- 


cédente  se  réduit  donc  à  -r(^),  et  l'on  a 

2 


2 

o  ces 


a 
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1 


posant  t=x  *  et  mettant  2/?  —  i  au  lieu  de  p,  il  vient 

10  I      ■ =  -. , 

J        i-\-  X        smpn 

ce  qui  est  la  formule  démontrée  au  n?  489.  Notre  ana- 
lyse suppose  ici  que  p  est  compris  entre  o  et  -9  mais  la 

formule  précédente  subsiste  pour  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  i,  car  l'intégrale  du  premier  membre 

reste  la  même  quand  on  change  x  en  -  et  p  en  i  — p, 

532.  Soit  q  un  nombre  compris  entre  o  et  i,  et  sup- 
posonsp^^.  Multiplions  chacune  des  équations  (7)  par 

t^-^dc  =  a'i  tang  ^-*  ©  — ?-  > 

et  intégrons  ensuite  det  =  oàt  =  -l-QO   ou  de  y  =  o 
à  f=~;   dans   les   premiers    membres,    l'intégration 

pourra  être  exécutée  sous  le  signe   I  et  IN 


on  aura 


/     x'*-* er^'     f     ti"^ costxdi\€ix=  ~^  j    cos/^^^* f  sin^-* 7 cosp ç) df, 

/    j:/^-*tf-«^      /     t^-^  sin t X dt  \dx==  --j;^  I    cos'"-^-*ysiny-*5>8in/7ydç>. 

D'après  les  formules  (8)^  les  intégrales  relatives  à  t 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des  précédentes 
équations  ont  respectivement  pour  valeurs 


cos-^— >     ■      -•  sm-—; 
x9  2  x^  2  ' 


(") 
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ces  premiers  membres  sont  donc 

r  (  ^  )  cos  —  I     xP-^"^  e-^tix, 

r(i7)  sin  i^  I     xP-^-^c'^'^dx, 
ou 

on  a  donc 


O 


Si   Ton  suppose  q=^p  —  i,  on  aura  F (p — y)  =  i, 

r(y)=  ~^-7  et,  par  suite, 


I    sin'^^ocoso©^©  = sîn  — > 

(12) 


« 


1    sîn'^^y  sin/>f  c/^  = ces  —  5 

dans  ces  formules  (12),  le  nombre  ;;  est  supposé  >•  i. 

Dans  les  formules  (11)9  q  doit  être  <^  i  ;  mais,  comme 
les  membres  de  chacune  d'elles  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  q  toujours  égales  entre  elles,  Tégalité  aura  lieu 
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encore  pour  y  =  i  î  on  a  ainsi 

■ 

i 

(13) 

ï 


cos''""*^  ànpfiif  = 


p  — I 


Ces  formules  supposent  encore  p  ^  x;  il  faut  remarquer 
qu'on  peut  en  tirer  les  formules  (la)  par  le  changement 

de  f  en 9,  et  inversement. 

Si  Ton  remplace  T (g)  par  -; -, r  dans  la  se- 

*^  V7/  r      8m^irr(i  — ^) 

conde  équation  (i  i),  et  que  Ton  fasse  ensuite  ^  se  o^  il 
viendra 

(.4)  fcosP-,2lî^df  =  ÎI; 

*  ^'  J  ^  sm^     ^      a' 

dans  cette  formule,  p  doit  être  positif;  mais  Tintégrale  a 
une  valeur  constante  indépendante  de  p, 

533.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n^  829,  on  peut  écrire 

et,  en  multipliant  par  la  fonction  7 .   9  où  a  est 

supposé  positif. 


l 


car/-!      ^       ,  /»*a'»-»€^tf(«+»^*v'^€fe 


Multiplions  encore  de  part  et  d'autre  fsxxP^^dx  et  in- 
tégrons de  x=o  àar  =  oo;  l'intégration  pourra  être 
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exécutée  sous  le  signe  /  dans  le  second  membre,  et  l'on 
aura 

On  a  aussi 

et,  en  multipliant  par  xP"^  e(«+«)«v'-H  dx, 

intégrant  dex=:oàx  =  oo,  il  vient 

Désignons  par — ■ la  valeur  de  chaque  membre 

de  la  formule  (16),  la  formule  (i5)  deviendra 

Je*  xP^^  (cosaxH-  v^— I  sinflx)  elx  i         T* /^       ,,    \ 

égalant  entre  elles  les  parties  affectées  du  facteur  \J —  1 , 
et  faisant  ensuite  ^  =  o,  on  aura 


/se  • 

sm/7j? 


La  valeur  de  H  est  donnée  par  la  formule  (16).  On  a, 
pour  le  cas  de  /?  =  o, 

/»-r    /-8in(fl-+-2  — y)j:  ,  1 
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— \ £i_.  Jx  est 

égal  à  H —  ou  à (n°  495),  selon  que  y  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  a-i-  z]  donc  on  a 

« 
ety  en  difTérentiant  par  rapport  à  a^ 

du 


da 


,r(a-f.z)«-ie-(«-^*). 


En  diiTérentiant  aussi  Féquation  (17)  par  rapport  à  a, 
on  a 

, dx—  r r-  i      z^-^e-^dz. 

etFon  obtient  enfin  la  formule  suivante,  que  nous  voulions 
établir  : 

où  /t  désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  n 

est  un  entier,  on  a 

1=11-1 

Pour  71  =  I ,  on  retrouve  la  formule 

cosaxdx       1 


£ 


I  -h  X*  2 


déjà  obtenue  au  n^  ^96 .  Pour  /i  =  a,  on  a 

cosaxdx       ir 


f 


—  =  --(H-«j« 


\^_a 


ii  +  x«/     4 
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534.  La  formiile  (i8)  va  nous  conduire  à  d'autres  in- 
tégrales définies  qui  ont  quelque  importance. 
Reprenons  la  première  formule  (7),  savoir 


X 


xP-^  tf-*'cosrx  dx  =z  — -i  cos''  f  cospff 
o 


où  Ton  a 

t  =  a  tangy; 

multiplions-la  par 

dt  adf 

(1  -i-  /')'»       cos'ç)  (i  -nfl*tang*y)"' 

et  intégrons  ensuite  de  t=oàf  =  00  oude(j  =  o  à9=  -; 

en  effectuant  l'intégration  sous  le  signe  I  ,  dans  le  pre- 
mier membre,  on  aura 

Mais,  d'après  la  formule  (18),  l'intégrale  relative  àf  qui 

figure  en  facteur  sous  le  signe  /  ,  dans  le  premier  membre , 
a  pour  valeur 

[r(/«)]Vo  ^         ^ 

ou  en  mettant  x/  au  lieu  de  z,  xdy  au  lieu  de  dz. 

Si  donc  on  multiplie  par  xP"*  e^^^dxj  et  qu'on  intègre 
de  o  à  00 ,  on  obtiendra  un  résultat  dont  la  valeur  sera 
celle  de  l'intégrale  contenue  dans  le  premier  membre  de 


I 


I 
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la  formule  (ao);  on  a,  par  conséquent. 


r(/>) 


o 


dans  le  premier  membre,  l'intégrale  relative  à  a:  a  pour 
valeur 

r(2/»  +  jp  — i) 

donc 

/       * 

Lorsque  a  =i,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  se  réduit  à 

on  a  donc 

ou,  en  faisant  ^  +  271  —  2  =  y, 


(22) 


Cette  formule  (22)  a  été  démontrée  pour  la  première  fois 
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par  Cauchy.  Dans  le  cas  deq  =pf  elle  se  rédalt  à  une 
formiile  obtenue  par  Poisson,  savoir  : 

(î>.3)  /      COSPfCOSpfdf=:: 


jjP-f-l 


Si  Ton  fait  /i  =  i  dans  la  formule  (ai),  l'intégrale  du 
second  membre  se  réduit  à 


1  («+' 


dy 


on  a  donc 


-    ,  r   cos^'y  cos/7^efy   ir      aP-"^ 

^  ^^  J     cos*y-|-<7*siii*^       2(a  +  i 


?' 


ce  qui  se  réduit  à  la  formule  (a3),  quand  on  suppose 
/i  =  I. 

Sur  révaluation  approchée  du  produit  i.a.3...j:, 
quand  x  est  un  grand  nombre. 

535.  Le  logarithme  du  produit  des  x  premiers  nom- 
bres entiers  peut  être  exprimé  par  une  série  qui  procède 
suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  x.  Cette 
série  célèbre  est  celle  de  Stirling,  et  elle  a  fait  l'objet  des 
recherches  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels je  dois  spécialement  mentionner  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmsten  et  M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démons- 
trations diverses  qu'on  possède  de  cette  formule,  je  ne 
crois  pas  qu'il  y  en  ait  dé  plus  simple  que  celle  que  j'ai 
présentée,  il  y  a  quelques  années,  à  l'Académie  des 
Sciences,  et  que  j'ai  reproduite  en  partie  dans  la  qua- 
trième édition  de  mon  Cours  d'Algèbre  supérieure.  J'ai 
montré  que  la  formule  connue  de  Wallis  suiBt  pour  éta- 
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blir  complètement  celle  de  StirliDg^  et  la  déduction  est 
si  facile  y  que  la  deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte 
être  regardée  comme  une  transformée  de  la  première. 
Ces  développements  se  rattachent  essentiellement  à  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes,  et  je  crois  utile  de  les 
présenter  ici. 

536.  La  formule  de  Wallis  est  (n«  492) 

ir        2244         ^-^  —  ^'    '^^  —  2         IX 

-  =  —  .-._._... . . (  pour  j?  =  00  ), 

2       I    3    3  5       IX — 2  2x — I    2J7 — 1    ^"^  ' 

et  elle  prend  la  forme  très-simple 

OU,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

(,)  ^^  =  t      (pour*  =  « 

si  l'on  désigne  par  <f{x)  soit  Texpression 

I  »  7,  »  ^  »  •  •  X 


V27rj:      « 


> 


soit  le  produit  de  cette  même  expression  par  une  expo- 
nentielle de  la  forme  a^j  a  étant  une  constante  quel- 
conque. La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  e 
la  base  des  logarithmes  népériens,  on  pose 

2)  ç,..r)=_- . 


On  tire  de  la  formule  (  2  ) 

(3)  -iLW-^i/'.^ir"*^,— ('-i)'«.(«H) 

^    '     ^(ar-hlj        e  \         x] 


x+4 


OU 


14)    '°«;î^=— (-;)'^(-i) 
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la  caractéristique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. Or  on  a,  x  étant  >  i , 

d'où 

—  I  H r  —  •  H-  •  •  •  -J-         y  r  -      „   —  "t*  •  •  •  J 

laor*         12a:*  a/i(«H-lJ      «'* 

donc 

ff[x) 


log 


^^^        _! L_+    3       ^^   ^    (^-i)    (■-i)'> 

I2X*        I2X*       ^oï*       *"       2/2(/l-4-l)      or'*      ^^•••' 

Dans  cette  série,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  n  au  précédent  est 


/i»         I 


ce  rapport  est  égal  à  -  pour  tz  =  a,  mais  il  est  inférieur 

à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2  ;  donc, 

lors  même  que  x  se  réduirait  à  i ,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (  5  )  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  Ton  a 

,og_iM_<  »-- 


ou 


1 


i«)  ;f^<''"" 
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Mais  on  peut  assigiier  une  limite  de  -— — L^  inférieure 

à  la  précédente,  et,  comme  elle  nous  sera  utile  plus  loin, 
il  convient  de  l'indiquer  ici. 

Si  Ton  multiplie  la  formule  (5)  par  j:  + 1^  il  viendra 

X4-I    log      /  \^    .  =: —  -f-... 

,  {n-3)  (-.)»-',    ^  . 

dans  cette  série,  le  terme  en  --^  manque;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  —  au  terme  en  -^^^  a  pour  valeur  absolue 

\n — i)(/i  —  2)-t-2(«  —  4)  *' 
ce  rapport  est  égal  à  -  pour  /z  =  4i  niais  il  est  inférieur 

à  -  pour  71  ^  4*  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du 
deuxième,  lors  même  que  x  serait  égal  à  i,  et  l'on  a 

(x-H,)log-/M_^<-I-, 
ou 

La  formule  (6)  montre  que  Ton  a 

00  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  —  \  on  aura  aussi, 
en  changeant  a:  en  x-hi»  x  +  a,  ...,  ax  —  x,  et  en  dé- 
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signant  par  0o  ^if  --m  ^x-i  des  nombres  compris  entre 

o  et  — 9 

12 


(9)  y(a:-r3) 


•. 


— e         f    • • «t 


y    2X) 

Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9);  comme  la 
somme  des  x  fractions 


.     j  I        T  I 

est  moindre  que r  Xx  ou  que ?  on  aura 

^  12    X'  *         I2X 

0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  —  \  et  par  suite 

(11)  ,       ,  =1     (pour  x  =  00). 

y^2x) 

Si  maintenant  on  divise  la  formule  (  i  )  par  la  formule  (11), 
il  viendra 

(12)  <f{x)  =  i     (pourx=rCo), 
c'est-à-dire,  à  cause  delà  formule  (2), 

(i3)  1 .2.3. .  •x=  y'2llre~''x''^'*"î(l  +  e^p), 

€x  désignant  une  quantité  positive  qui  s'annule  pour 
x  =:  00  ,  et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  limite 
supérieure* 
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837.  Oi  a 

(l4)  r(jr-+-  i)  =  l.2.3. .  .a?, 

et  je  dis  qu'on  peut  obtenir,  par  ce  qui  précède,  une 
expression  exacte  de  la  fonction  r(j:-hi),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  expression  du  logarithme  népé- 
rien \ogT[x-hi)  lorsque  x  est  entier.  On  a  d'abord,  par 
la  formule  (a), 

(i5)  logr(arH-i)=:-log27r  — ;ir-f-  Ix  -H  -  |  logJ: -h  logî>(^), 

1  \  2/ 

et  Ton  a  ensuite  identiquement 

logy  ^x  =  log    /^  /   >  +  log  H — — {  -h. .  . 

(p{x  •+•  yn) 
4-  log  — ^-i r  +  log  y  (  x  +  m  -f- 1  )  ; 

mais,  si  l'entier  m  croît  indéfiniment,  cy  (j:  -hm-}-i)  tend 
vers  l'unité,  d'après  la  formule  (12),  et  son  logarithme 
tend  vers  zéro  ;  çn  a  donc 


m=« 


(16)  logy(x)  =  y  log     ;(*  +  '») 

OU,  d'après  la  formule  (4)y 


m=«e 


(,7)logf(x)  =  ^[(x+m+l)log(,  +  -^)-,] 

ms:0 

et  l'on  aura  en  conséquence 

logr(x4-i)=  -  log27r  —  a? 4-  14?  H J  log; 

(.8)  ' 


in=«o 

-4- 

in=0 


^|^(^+„4-i)log(.+^)-iJ 


ao8  GiLcuL  ihtégrAl* 

Cette  formule  (i8),  qui  a  été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
la  simple  formule  de  Wallis. 

538.  Comme  la  quantité  log(f(x)  est  positive,  la  for- 
mule (i5)  nous  donne  d'abord 

(19)       logr(a?-hi)]>  -  log27r  —  x-h  (xH —  j  logx. 

Ensuite  nous  aurons,  parla  formule  (16),  à  cause  de 
rinégaUté  (7), 


m  =  « 


or  la  fraction  -, r-, 1  se  décompose  en 


donc  on  peut  écrire 
iaiogf»(x)<(  i —]  -h  l— î — ) 

^^^  \*        «4-1/        \x-hl         4P  4- 2/ 

4-(— ^)  -4-.... 

\J?  -f-  2  X  -r-  3/ 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a  pour  somme  -9  et  l'on  a  en  conséquence 

puis 

(20)  logr(a?-i-i)<-log2ir— a:+fx-F  -j  logjr-f-  -j^- 

Les  formules  (  19)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 


1 
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qae  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  obtient 

,     .  I   1 .2.3. .  .x">i/2ire~*j?*'*"», 

(ai)  j  ^     ,  t 

Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x  nest 

pas  un  nombre  entier  positif, 

539.  L'analyse  précédente  suppose  que  x  est  un  entier 
positif;  mais  le  second  membre  de  l'équation  (  1 8)  du  n*^537 
est  une  fonction  dans  laquelle  x  est  susceptible  de  rece- 
voir une  valeur  quelconque  ;  en  exceptant  le  cas  où  x  est 
un  entier  négatif,  la  série  qui  figure  dans  la  formule  citée 
esttoujoursconvergentCyCarses  termes,  ainsi  qu'il  est  aisé 

de  s'en  assurer,  décroissent  comme  ceux  de  la  série  \  —i  ' 

Cela  posé,  je  dis  que  la  formule  dont  il  s'agit  subsiste, 
quel  que  soit  Xy  en  se  conformant  à  la  définition  générale 
que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  F.  Cette  définition 
est  exprimée  par  la  formule  (  8)  du  n^  521 ,  qui  donne,  en 

remplaçant  x  par  a: -4-  i  et  en  écrivant,  sous  le  signe  N  » 
m  +  I  au  lieu  de  m, 

Pour  prouver  l'identité  des  valeurs  de  logr(j:-f- 1), 
données  parla  précédente  équation  et  parla  formule  (i8) 
du  n^  537,  il  sufiit  de  les  différentier  deux  fois;  on  tire 
de  l'une  et  de  l'autre 

Iftsst» 

r 

, ,      • 

il' 


rf'Iogr(jr4-  0  _  V 
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2IO  CÀLGI3L    IHTÉGIIÂL. 

les  seconds  membres  des  deux  formules  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales;  en  conséquence,  ils  ne  peuvent 
différer  que  par  une  fonction  linéaire  de  x;  mais,  comme 
ils  sont  égaux  par  les  valeurs  entières  et  positives  de  x, 
il  s'ensuit  que  leur  différence  se  réduit  nécessairement  à 
zéro. 

Formule  de  Stirling, 

540.  Il  est  facile  d'exprimer  la  fonction  logcpfx)  par 
une  intégrale  définie.  On  trouve,  en  différentiant  deux 
fois  de  suite  la  formule  (17)  du  n"  537, 

dx  IX       ^  L        \        x-\-m)       xH-wiJ 


rf'logy(jr) I 


masO 


__  _^  I i_       V*  I 


m=0 


Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  z, 

-  :=  I      er^doL,       —  =r  /     e-^^oLdcLi 
si  donc  la  variable  x  reste  positive,  on  aura 


"0  ^        '         "^         ^r^o 


m=zm 


et,  comme  la  quantité  \   e'"'"*  est  égale  à ^j  on  a 


in=0 


rf«logy('jr) 


r-(T--v.-i-)- 


dix» 

intégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fonctions  log9>(x) 
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et  '--^- — '  s'annulent  pour  j:  =  oo  ,  il  vient 

En  portant  cette  valeur  de  Iogq>  [x)  dans  Téquation  (  1 5) 
du  n*^  537,  on  aurait  une  expression  de  logr(j:-+-i) 
qui  a  été  donnée  par  Cauchj. 

541  •  De  là  on  peut  tirer  la  formule  de  Stirling,  mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  transformer  la  for- 
mule (i);  Téquation 


r(n-a?)r(i  — 0?)=  - 


TTX 


sinirâ? 
donne 

logr  (  H-  ar)  4-  logr(i  —  «)  =  logirar  —  log  sinir  j?, 
ety  en  différentiant, 

(r/logr(l-4-x)  ^l0gr(l  —  x)  I  COSTTd? 

dx  dx  X  sinTTj? 

d'ailleurs  on  a,  par  la  formule  (i8}  du  n^  537, 

€ix  \  l   -i-  Xj  \1  ^  -h  xj 

et  f  en  changeant  x  en  —  x^ 

dx  \         I — x)      \i       1  —  xj 

Si  donc  on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  on 
aura 


2;r  ax  2x  1  j é^^-^  -he-^'f-^ 

H-  -= z  •+■  ^ ;  -♦-...= ir^— I  — r 


ax  2x  1  J — 


I X*  2*  —  X*  3" — x'  X  ^Wf^-1  fj-'tx^J-l 

'4. 


1 
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Cette  formule  n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la 
valeur  de  cotTro:  en  une  série  indéfinie  de  fractions  sim- 
ples, et  que  nous  avons  démontrée  au  n^  491  ;  nous  au- 
rions donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ  ;  mais, 
outre  qu'elle  est  établie  par  ce  qui  précède  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  et  ima^naires  de  x^  il  n'était  pas  sans 
intérêt  de  la  rattacher  aux  formules  que  nous  avons 
données  dans  notre  théorie  des  fonctions  F. 

Si  l'on  pose  x  = >  la  formule  précédente  de- 
viendra 

IR=1 

et  l'on  aura,  par  la  division, 

I  la*.        a*«-*  a** 


0, 


&m  désignant,  pour  abréger,  la  quantité  ,    \  ^ i  dont 

la  valeur  est  comprise  entre  o  et  i .  Donnons  à  m  les  va- 
leurs I,  2,  3,  ...  jusqu'à  l'infini,  ajoutons  ensuite  tous 
les  résultats,  et  remarquons  que,  si  l'on  pose 


m=l  msl 


î/»-»-i' 


0  sera  nécessairement  compris  entre  o  et  i  ;  on  aura,  à 
cause  de  la  formule  (3), 


m=:«»  «=• 


Z\i—e-*        a        2/  ^  {2/»ir)*  ^  (2/?i7r)*  "^"  " 

d:2a«*-«y  ,      '    ,^  =îZ2ea«'»y  . ^-^—^j 

m^i  mal 
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et,  si  l'on  fait 

il  viendra 

a  \i —  e-^        a        2/ 

(5)    {     =1l gv-?«»+...±     "'     ««»-* 

^     '        ^  1.2  1.2.3.4  1.2. ..2/1 

::p  e ?;?^i .  a«», 

^^       1 .2. .  .{2/1 -4- 2) 

0  étant,  nous  le  répétons,  une  quantité  comprise  entre  o 
et  I. 

Ce  résultat  remarquable  est  dû  à  Cauchy  ;  la  fonction 
de  a,  qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (5), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
dans  la  formule  a  =  2/r7ry —  i,/r  étant  un  entier  positif 
ou  négatif,  mais  différent  de  zéro  ;  il  en  résulte  que  cette 
fonction  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  cl  dont  le  module  est  inférieur  à  27r,  en 
sorte  que  Ton  a,  dans  cette  hypothèse, 

(6)  yv=^~'i~^) 

= . ^— ?  a'-4-...iiz a'**»-"rc..,; 

1.2  1.2.3.4  1.2... 2/1  ^^ 

la  formule  (5)  subsiste  pour  toutes  les  réelles  de  a,  et 
elle  fait  connaître  l'expression  du  reste  de  la  série  (6), 
lorsque  Ton  s'arrête  au  terme  du  rang  n. 

542.  Les  coefficients  B|,  B2,  Bs,  ...,  qui  figurent  dans 
les  formules  (5)  et  (6),  sont  connus  sous  le  nom  de  nom- 
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bres  deBernoulU;  Téquation  (4)  fait  connaître  l'expres- 
sion générale  du  /i**"**  nombre  de  Bernoulli,  mais  cette 
expression  contient  la  transcendante  it  et  en  outre  la 
somme  d'une  série  indéfinie.  Il  est  facile  de  calculer 
successivement  les  nombres  B  qui  sont  tous  rationnels  ; 
àceteifet,  considérons  l'équation  (6),  où  nous  suppose- 
rons a<[27r  pour  la  convergence  de  la  série;  si  Ton  rem- 
place   ^  par  la  valeur  égale —^  il  viendra 


—  e~ 


=  A  _  J?!, .  +  ...  +  (_,)«-!  ^?_a«»   M-..., 
1.2  1.2.3.4  1.2. ..2/1 


OU 


2a      L        ï'2  1.2.3.4  1.2... 2/1  J 

remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 
on  a 

1/  a»      '  a«»  \ 

-  (  2  H ! H h . .  . 

2\  1.2  1.2. ..2/1  / 


a«  a*» 


I  H  :t    "t-  .  .  .  +  -. ; r    H-  •  •  .    ) 

I.2.J  1.2.  .  .(2/1  -f-l)  / 

X  f  IH-  ^  a«  -.  .  .  -f-(-i)»-i ^ ««'*+.  .  .\  ; 

\  1.2  ^  '  1.2. ..2/1  / 

les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  des  séries  con- 
vergentes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d'être  conver- 
gente quand  on  réduit  ses  termes  à  leur  valeur  absolue, 
car  la  série  (6)  reste  convergente  quand  on  remplace  a 
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par  a  ^ — i,  puisque  la  seule  condition  de  convergence 
est  que  le  module  de  a  soit  inférieur  à  air;  il  s'ensuit 
que  y  si  Ton  effectue  le  produit  des  deux  séries  qui  figurent 
dans  le  second  membre  de  Téquation  précédente,  et 
qu'on  ordonne  le  produit  par  rapport  aux  puissances  de  a, 
on  reproduira  identiquement  la  série  contenue  dans  le 
premier  membre.  En  procédant  ainsi  et  en  égalant  de 
part  et  d'autre  les  coefficients  de  a*",  on  trouve 

I  II  I  Bi 


1,2.  .  .(2/1 -f-l)  21. 2..  .2/2     '     1.2.  ..(2/2 — 1)1.2 

'  B.  .  (-1)--'  _B^ 


1.2.  ..(2/1  —  3)1.2.3.4        '  I.a...(2/l —  2/X-+-1)  I  .2...2fi 

,   (-')»-•       B, 


1  I  .2..  .2/t 

équation  qui  déterminera  B»  si  l'on  connaît  B^  B^,  ..., 
B;,.i  ;  en  y  faisant  successivement  n  =  i,  a,  3>  . .  .>  on 
obtient 

I_i  +  4B.-B.  =  o, 

.         18  8.7.6  8.7.6.54^         B      -r. 

g  -  i  +  â  B«  -  ^73^4  B.  +  ^7374:5:^  B»  -  B»  -  0, 


d'où  Ton  tire 

B.       ^, 

»•-«' 

®»=è' 

«*-3Ô' 

B_5 

B  -  ^'  , 

*»• 0""' 

2730 

B,_2, 

•  .  •  • 

(8) 
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La  suite  des  nombres  de  Bemoulli  est,  comme  on  le  voit, 
d'abord  décroissante,  mais,  à  partir  de  Ba,  elle  devient 
indéfiniment  croissante. 

543.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (i),  qui  donne 
l'expression  de  logy  {x).  Cette  formule  se  réduit,  en  fai- 
sant usage  de  l'équation  (5),  à 


o 


Or  on  a 


pour  toute   valeur  de  l'entier  /x;  en  outre,  comme  la 
quantité   O   reste   comprise   entre  o  et  i ,  l'intégrale 

©  e^'^a^'^da  est  positive  et  inférieure  à  /    e'^a^'^da^ 
c'est-à-dire  inférieure  à         \n^[ —  5  ^^  pourra  donc  la 


I.2>3«.^/Z 

représenter  par  B    '    \n^[ — ?  en  désignant  par  6  une 

quantité  comprise  entre  o  et  i.  D'après  cela,  la  valeur 
précédente  de  \o^(f[x)  devient 

!      "*^    '       i.ax       3.4  «*  (2/1— -1)2/1  x*"—* 

4./_,]«0 ?«1:! L^, 

^       '      (a/i-4-i)(2/n-2)  X»'*-*-* 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (  1 5)  du  n^  537, 


9 


chàpithe  m.  2x7 

on  aura,  pour  toute  valeur  positive  de  Xy 

f  -f-f— ,i«-i 2" 1 i_f_-,\»ô 


9 


la  quantité  d  qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous 
devons  le  répéter,  toujours  comprise  entre  o  et  i. 

Si  Ton  prolonge  à  Tinfini  la  série  du  second  membre, 
on  a  la  formule  de  Stirling,  savoir  : 


'••• 


{>o)  . 

H-(-l)-   ■ 


»— 1 

••  «       4    "T"  •    •   •    • 
S  A — 1 


iin  —  i]in  X 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  série  est  divergente,  quelque 
grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à  j:  ;  en  eflet,  la  va- 

B  I 

leur  absolue  du  terme  grénéral  f — i)""*  ■; ^^ —  -^^-r 

°  ^        '         [in  —1)2/1  jr*"-* 

est  égale,  d'après  la  formule  (4);  au  produit  des  deux 

quantités 


in  —  a 


mx  iitx  mx  mx 


I     /  I  I  \ 

2ir*a?\         2*'»        S***  / 


ITC^X 


La  seconde  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite  — ^ 

quand  n  augmente  indéfiniment;  la  première  expres- 
sion, au  contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car 
elle  est  un  produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à  i  sont 
en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
supérieurs  à  i,  et  même  à  telle  quantité  que  Ton  voudra, 
peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  Il  ré- 
sulte de  là  que  les  termes  de  la  série  (10)  croissent,  à 
partir  d*un  certain  rang,  au  delà  de  toute  limite,  et  en 
conséquence  cette  série  est  divergente.  ' 
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544.  Maïs  il  est  très>remarquable  que  la  série  de  Stir- 
lîng,  malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très- 
exact  et  très-commode  pour  calculer  logr(a:-i-ï),  et 
l'approximation  que  Ton  peut  obtenir  par  cette  voie  est 
d'autant  plus  grande  que  x  est  plus  considérable.  EfTec- 
tlvement^  si  j:  est  supérieur  à  i,  les  termes  multipliés 
par  les  nombres  B  dans  la  formule  de  Stirling  vont 
d'abord  en  décroissant,  et  Ton  voit  par  la  formule  (9)  que 
l'erreur  commise  en  faisant  usage  de  la  formule  (10)  est 
toujours  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des 
termes  négligés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approxi- 
mation possible  en  s'arrêtant  au  terme  qui  précède  le 
terme  minimum  et  ce  terme  minimum  lui-même  donnera 
une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  aura  com- 
mise. Par  exemple,  si  l'on  néglige  complètement,  dans 
la  formule  (10),  les  termes  multipliés  par  les  coeffi- 
cients B,  Terreur  commise  sera  positive  et  inférieure  à 

— '   -  ou  à î  à  cause  de  B,  =  ^;  on  aura  donc 

l  logr(j?-l-i)>  ilog27r  — ar-h  ( x  H-  -jlogjr, 

I  logr(x  4- 1)<  ^  logaTT  —  ^  -+-  (^  ^-  ^j logx  '^  Y^ 
ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 


—  > 

X 


— X    a4--=- 


r(x  -h  i)<  ^une^x^^^eî^, 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n«  538. 

En  parlant  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  deux  li- 
mites du  nombre  de  Bernoulli  B;,,  dont  l'une  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre.  En  posant,  pour  abréger, 

I  I  I 

Sii»  —  I  -h  ^  -i-  ^  4-  TîT^  4-    . . , 
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on  a,  par  la  formule  (4)> 

d'où  l'on  tîre 

B«+i  __  (aw-h  i](a/zH-2)  S^hj       Bjj»  _  1.2, 3. .  .a/i  S^^ 

mais,  comme  S,,^  décroît  quand  /x  augmente,  on  a 

B„+i  (2/1  -f-  l)f2/H-  2)  Bf  ^-   1.2>3...2/t 

ou,  à  cause  de  Bi  =  ^r» 

b 

/  o  ^  ^'•l:* ^  B;^ 

^^^  (2n  +  l)(2/l-|-2J'^47r«' 

(,4)  j_r(2/»H-0 

La  formule  (i4)  donne  une  limite  supérieure  de  B/i;  on 
aura  une  limite  inférieure  du  même  nombre  en  rempla- 
çant S^n  paûT  I  dans  son  expression  exacte  ;  il  vient  ainsi 

Si  l'on  remplace  r(272  +  i)  par  sa  limite  supérieure, 
tirée  des  inégalités  (12),  dans  la  formule  [iA)>  ^^  P^  ^^ 
limite  inférieure,  dans  la  formule  (i5),  on  aura 

le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B»  est  ^  e 
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545.  Les  formules  que  nous  venons  d'établir  ont  été 
données  par  Cauchy;  elles  permettent  de  déterminer 
facilement  l'approximation  avec  laquelle  on  peut  cal- 
culer logr(x-h  i)  par  la  formule  de  Stirling. 

Désignons  par  Un  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette 
série  qui  dépend  du  coefficient  B;,,  on  aura 

"        (2/1  — i; 2/1  X*'»-*'       i/„  B„    (2/ï-h  lî(2/l4-2)  X*' 

la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  à  cause  de  l'iné- 
galité (i3), 

iVm  ^  (2/8  —  1)2/1 

et  Ton  aura,  à  plus  forte  raison, 

tuil^jt.     et     f^<f-^V. 

Donc  M/i^i  sera  inférieur  à  Un  tant  qu'on  aura  n<^ix 
ou  n  =  ix.  Ainsi,  quand  x  est  plus  grand  que  i ,  la  série 
de  Stirling  est  décroissante  dans  les  premiers  termes, 
et,  si  X  est  un  nombre  entier,  ce  décroissement  aura  cer- 
tainement lieu  jusqu'au  terme  de  rang  3a:,  lequel  sera 
lui-même  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  tn  la  valeur  absolue  de  l'er- 
reur commise  en  s'arrétant,  dans  la  série  de  Stirling,  au 
terme  multiplié  par  Bn]  on  aura,  comme  on  l'a  vu, 

^^  5^-M }___ 

*^  (2/1 -h  0(2/1 -4- 2)  x««-^»' 

et,  à  plus  forte  raison,  à  cause  de  l'inégalité  (i3), 
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et  enfin,  à  cause  de  la  première  des  inégalités  (i6), 

i 

^    "  O     x        \ei:x/ 

limite  qu'il  est  facile  de  calculer  par  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que,  six  est  entier,  le  décroissement  des 
termes  de  la  série  a  toujours  lieu,  jusqu'à  ce  que  n  soit 
égal  kix'j  si  l'on  fait  n=3x,  la  formule  (17  )  devient 


1   /3\***"«  -i-  -* 


ety  parce  que  x  est  au  moins  égal  à  i ,  on  aura,  à  plus  forte 
raison, 


11 


,  /3\  J     JL   «i 


mais  on  a 


11 


donc 


l  u)     ^'"  =  0'3934o9.,.. 


«.*< o, 393409...  ^j    ^ij    , 


ou,   en  prenant  les  logarithmes   vulgaires   des   deux 
membres , 

(i8)   logf,^  <T,594844-*-ilogi;4-(3, 3942331)*. 

Pour  X  =  I ,  on  a  déjà 

iog«»<  4»  98907751 

et  par  conséquent  €«  <[ j  pour  x  =  lo,  on  a 

log«ïo<a7>«>47'75» 
et  l'on  voit  que,  dans  cet  exemple  de  x=  10,  on  peut 


('9^ 
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pousser  le  calcul  de  logr(x  -+- 1)  jusqu'à  la  vîngt-sîxième 
décimale,  en  s'arrétant  au  terme  multiplié  par  B30. 

La  formule  (17)  montre,  comme  nous  l'avions  an- 
noncé, que  la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer 
généralement  logr(a7  -+-  i)  avec  une  approximation  qui 
sera  d'autant  plus  grande  que  x  sera  plus  considérable. 

546.  On  obtient  des  formules  utiles  en  différentiant 
une  ou  plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling  ;  mais,  comme 
cette  dernière  renferme  une  série  divergente,  il  en  sera 
de  même  de  celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependant 
celles-ci  peuvent  servir,  comme  la  formule  de  Stirling, 
pour  le  calcul  numérique  ;  c'est  ce  que  nous  allons  éta- 
blir. A  cet  effet,  remarquons  que  la  quantité  0,  qui 

figure  sous  le  signe  f  dans  le  dernier  terme  du  second 

membre  de  la  formule  (7),  est  indépendante  de  x;  on 
aura  donc,  en  différentiant  fx  fois  cette  équation^ 

i.a. .  .[in  -h  2)  J  ' 

puis,  en  procédant  comme  nous  l'avons  fait,  pour  dé- 
duire la  formule  (8)  de  (7),  on  trouvera 

f_,v^!l^?i^_B  £l/i±l]  JL^îi  i>±3)     I 

^      '         ^»*  *    r(3)     x^^     ^'     r[5pii^^' 


/ 
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6  désignant  comme  0  une  quantité  comprise  entre  o  et  i . 
Quand  x  est  suflisamment  grand,  les  termes  du  second 
membre  vont  d'abord  en  décroissant ,  comme  dans  la 
série  de  Stirling,  et  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  à 
un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme  suivant  et 
de  même  signe  que  ce  terme  ;  dans  le  cas  particulier  de 
fx  =  I ,  on  a 

rflog<p(j:)  B,    I     .    B,   I 

(ao)  { 

_i_  f_  j]n  5a  ^L  -•_(—  t]n-\-iQ^".tA^  _L_. 

^  ^       aux"»     *    ^         ^  2/1 -h  2  J.--^'*-^» 

On  tire  de  la  formule  (i5)  du  n°  537 ,  par  la  difTéren- 
tiation, 

on  aura  donc 

dlofrria:  -h  i)  I  Bi    I 

ox  2X  a    X* 

et,  pour  ft  >•  I , 

,^rfHogr(£-t-i]_r(|t-i)_rfa)         rfu-(-i)   i 


X 


x+1 


(m)<  H-(-i) 


"      r(2«  +  i)      a:i^-»->«-^ 


^^     '^  ^^»     r(a/i-f-3)    x.*-^-^i' 

6  désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  i.: 
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547.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  four- 
nissent un  moyen  très-sîmp]e  de  calculer  la  constante 
d'Euler^  constante  que  nous  avons  désignée  par  C.  Nous 
prendrons  pour  point  de  départ  la  formule  (  a  )  du  n^  523, 
qui  suppose  x  entier  et  qui  devient,  en  changeant  x 
en  X  -f- 1 , 

a       3  X  dx  ^ 

remplaçant  — ~^A par  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (ai),  il  vient 

C=(  I-+-i-4-4  H-...-t--|~logjr ^ 

\         a       3  xf         ^         ax 

ax*       4*^  a/ïx**  ' 

et  l'erreur  commise  en  s'arrétant  au  terme  qui  dépend  de 

B 

Bit  sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  -, ~-z — \  • 

^       (a/i-H  a)  x**»-^* 

En  remplaçant  les  nombres  B  par  leurs  valeurs,  dans  la 
formule  précédente,  on  trouve 

(  C  =  (  l-+---l-i-h...-+--)  — logar L_î L^ 

\  \         a       3  x]         ^         IX       lajr 

\                laojr*       a5aa:*       a4oa:*       iS^a:*®       32760***      "*• 
et,  si  l'on  s'arrête  au  dernier  des  termes  écrits,  l'erreur 
commise  sera  moindre  que j^-  Ainsi,enfaisantx=io, 

I  jLX 

on  a  la  formule 

^      (        III       II       III        i\ 

i       0,01      0,0001       0,000001 

—  log  10 1 • \ = 

°  ao         la  lao  aSa 

0,00000001      0,0000000001     0,000000000691 
a4o  i3a  Sajôo 
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qui  donnera  la  valeur  de  C  avec  quinze  décimales  exactes  ; 
en  prenant 

log  lo  =  !i ,  3o2  585  ogi  994  o45  68, 

on  trouve  sans  difficulté  la  valeur 

C  =  0,577  215664901  532, 

déjà  donnée  au  n''  522. 

548.  Nous  avons  fait  connaître  au  n^  542  une  formule 
qui  permet  de  calculer  successivement  les  nombres  B|, 
Ba,  Bsy  ...  ;  on  peut  obtenir  généralement  pour  B^  une 
expression  débarrassée  de  transcendantes,  mais  qui  est  un 
peu  compliquée.  Nous  croyons  utile  toutefois  de  la  faire 
connaître  en  terminant  ce  Chapitre. 

Les  nombres  de  BernouUi  sont  définis  par  la  for- 
mule (6),  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

I  I        I        B,  B, 


a .. — 7  a'* 


fl" —  I         a         7.         Ï.1  1.2.3.4 

I .2. . .2« 

Or  on  a  identiquement 

I  I  2 


e*  -h  I        e^  —  I        e--  —  i  ' 

si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par 
leurs  valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  pré- 
cédente appliquée  aux  cas  de  a  =  z  et  de  a  :^  az,  il 
viendra 

_î_  =  l_(2._,)^,+(a*-,)_??-^.-... 
.  e*-h  I       2      ^  '1.2        ^  '  1.2.3.4 

(^4)  {  B  ■ 

^        '   ^  '  1 .2. .  .2/1 

série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  mo- 

5.  —  Cale,  int,  i5 
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dule  est  Inférieur  à  tt  ;  on  a  donc,  par  la  formule  de  Ma- 
claurin, 

(^5)      (--i)"^^B„^      dz^--^\      (pourz  =  o\ 


La  première  dérivée  de  la  fonction  — est  ,— r- — —r 

^  e*-M         (e^-l-i] 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura  généralement 


t 


^«-1      ï 


e=  -h  I  __  At  c^«>*-n^  -h  A,  e(«^-«)^  -H  ...  -h  k^n-x^ 

ÂiyA^,  ...,  Aa^.i  étant  des  coeflicients  indépendants  de 
z;  il  y  a  plus  :  Téquatîon  (24)  montre  que  la  première 

dérivée  de  la  fonction  r: est  une  fonction  paire  de  z, 

e-  H-  I  * 

qui  ne  change  pas  quand  on  y  change  z  en  —  z  ;  il  s'en- 
suit que  la  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  dérivées 
d'ordres  impairs.  Mais,  par  ce  changement  de  z  en  —  z, 
l'expression  précédente  devient 

il  faut  donc  que  l'on  ait  généralement  Aan-«  =  A/,  et,  par 
suite, 

_j      1 

"^^     e^  -4-  I       A|  [g(«"-'^^  H-  g^l  •+-.>.  ■<-  A„,,  [g(»-^-i)^ -f-  e(^^)*\  ^  K^e^- 

Gela  posé,  on  a 
1  ff"* 


tf-  -h  f  I  -h  e-* 
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d'où 

mais  on  a  aussi 

I 

et,  en  multipliant  entre  elles  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  aura,  à  cause  de  la  formule  (  a6), 

[iniin—i].  ,A^n— i-^\)    ,,_...  1 

e»»* -4-  ...  H ^ ^—. ■  «(•'»~0*-f-. . .  +  awtf*4-  I    • 
I .3. . . I  J 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
entière  de  e*  ;  par  conséquent,  si  l'on  effectue  le  produit 
indiqué  dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des 
termesjcontenant  des  puissances  positives  de  e*  ;  en  écri- 
vant que  les  termes  en  e^^**"**^*  sont  égaux  dans  les  deux 
membres,  on  trouve 

A|  —  —  I         , 

et,  pour  les  valeurs  de  jia  supérieures  à^i, 

[vi)\  -^(-i)«— i TT"  7 .'(p -/)»-!+... 

i.a...tf*  — ij  J» 


I5« 
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mais  les  formules  (  25)  et  (  26)  donnent 


on  a  donc 


in 


B„ 


-t- (— I  )'-»  ["(/j  - 1  )«"-«- 2«  («- 2)»»-» +...+(- 1  )»-»  ^^:^^^£i^  I  «'■ -'] 

2  *  '    L  !...(«  —  1}  J 

enfin,  si  l'on  rénnit  les  termes  en  w"»~*,  [n  — 1)*"~*..., 
on  aura 


(28) 


in  1  \         2    I  /^  ' 

[in  1  ^/i  ('2/2  —  i]"|  ,  .,„  , 

I  2  1.2         J' 

[2/Z 


2/ï        2/2(2/?  —  i)        I  in  (in  —  i]  il  n  —  2] 

—  I  IH 1 ^ H ^ ^-\ ^ 

1.2  2  1.2.0 


(/i  — 3)*"-* 


4- 


formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est 
évidente. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  QUADRATURE  ET  DE  LA  RECTIFICATION 

DES  COURBES. 


De  la  quadrature  des  courbes  planes. 

549.  L'opération  qui  a  pour  objet  Tintégration  d'une 
différentielle  donnée  y(x)rfx  est  souvent  désignée  sous 
le  nom  de  quadrature  ;  cette  opération  est  effective- 
ment, comme  on  Ta  vu,  celle  qu'il  faut  exécuter  quand 
on  veut  connaître  Taire  comprise  entre  la  courbe  dont 
f[x)  est  l'ordonnée,  l'axe  des  abscisses  et  les  deux  or- 
données qui  répondent  à  des  abscisses  déterminées. 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  don- 
nées GMD,  C'M'iy  et  les  ordonnées  CC'A,  DD'B  qui 
répondent  aux  abscisses  Xq  et  X,  on  remarquera  que 
cette  aire  est  la  différence  des  deux  CDBA.,  C'D'B  A.  Si 


0 


Ton  désigne  par  j^,  y  les  ordonnées  MP,  M' P  des  deux 
courbes,  qui  répondent  à  l'abscisse  variable  x,  l'aire 
demandée  sera,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangu- 
laireSj 

J/»X  p\  /»X 
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Cette  formule  est  applicable  au  cas  où  l'on  demande 
Taire  d'un  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde;  alors j^'  est  une  fonction  linéaire  dx  +  b. 

Une  aire  plane  limitée  par  des  portions  de  courbes 
quelconques  définies  analytiquement  peut  toujours  être 
décomposée  en  plusieurs  parties  positives  ou  négatives 
susceptibles  d'être  évaluées  ^  comme  nous  venons  de 
l'indiquer. 

Dans  les  questions  de  quadratures,  les  coordonnées 
rectilignes  ne  sont  pas  toujours  les  variables  qu'il  con- 
vient d'employer.  En  particulier,  il  y  a  souvent  avantage 
à  faire  usage  des  coordonnées  polaires  ;  on  détermine 
alors  les  aires  de  certains  secteurs  formés  par  un  arc  de 
courbe  et  deux  rayons  vecteurs.  Si  l'on  nomme  p,  w  les 
coordonnées  polaires,  «o  et  û  les  valeurs  de  w  qui  ré- 
pondent aux  rayons  extrêmes,  l'expression  générale  des 
secteurs  dont  nous  parlons  sera 


»/m. 


Si  l'on  veut  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes 
données  et  les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  angles 
cDq,  Û,  on  emploiera  la  formule 


O 


où  p  et  p'  désignent  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes 
données. 

Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  divers 
exemples  de  quadrature  dans  lesquels  l'intégration  s'ef- 
fectue immédiatement;  nous  en  présenterons  ici  quel- 
ques autres. 

550.  Pauaboles.  —  On  comprend  sous  la  dénomina- 
tion de  paraboles  les  courbes  représentées  en  coor- 
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données  rectilignes  par  une  équation  de  la  forme 


pin 


r'"=/>" 


où  m  et  71  sont  des  exposants  positifs.  Désignons  par  u 
Taire  OMP  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  ab- 


scisses  et  l'ordonnée  MP  =  j^.  On  a,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 

du  =^  y  dx  =z  p*^  a:^  dx^ 
d'où 


ardxz= 


m 


1    ^^-1 

P        X  


m 


xy. 


Or,  le  produit  xy  est  égal  à  Taire  du  rectangle  OPMQ, 
construit  sur  les  coordonnées  du  point  M  ;  on  a  donc 

^MP   _      m  9^^  —  ^. 

ÔpMQ  ~"  /7H-/I     ^^     OMQ  ^  n  ' 

par  conséquent,  la  parabole  partage  Taire  du  rectangle 
en  deux  parties  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des 
nombres  m  et  n. 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété est  une  parabole,  car  la  proportion  précédente, 
savoir 


donne 


u  m 

xy  —  u        n 


«=  —-; — 2  ^y%     duz=iydxz=i  — — I —  [xdy-V-yilx) 


m-^r  n 


m 
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et 

m /i  —  =  o     ou     dloQx'^  —  rflogj^*=  o, 

X  y 

ce  qui  montre  que  le  rapport  —^  est  égal  à  une  constante. 

551.  Hyperboles.  —  On  désigne  sous  le  nom  dVij^- 
perboles  les  courbes  représentées  en  coordonnées  recti- 
lignes  par  une  équation  de  la  forme 

où  met  7{  sont  des  exposants  positifs.  Supposons  que  m 
ne  soit  pas  inférieur  à  /z  et  considérons  la  branche  de 


courbe  située  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  et 
qui  a  pour  asymptotes  les  deux  axes  Ox,  0/.  Soient 
AC=j^o^  MP  =  j^  les  ordonnées  qui  répondent  aux 
abscisses  Xq  et  j:  ;  u  l'aire  comprise  entre  ces  ordonnées, 
Taxe  des  abscisses  et  la  courbe.  On  a,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 

-L    — " 
au  z=z  y  dx  ■=  p'^  X    '"dlr, 

d'où,  en  exceptant  le  cas  de  m  =  /z, 

1   /    m—'n  m  —  n\ 

^       m  —  n 

On  voit  que  l'aire  u  croît  au  delà  de  toute  limite 
quand X  tend  vers  l'infini;  au  contraire,  elle  tend  vers 
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une  limite  finie 

1      m— « 

U=  o'"x  "*    = — ■ ary, 

m  —  n  m  —  n 

quand  x^  tend  vers  zéro.  La  formule  précédente  exprime 
que  l'aire  indéfinie  U  est  au  rectangle  OPMQ,  construit 
sur  les  coordonnées  du  point  M,  dans  le  rapport  constant 
de  m  à  m  —  /i. 

Cette  propriété  appartient  exclusivement  aux  hyper- 
boles, car  la  formule  précédente  donne 

172 

dU=jrdxz=  ~ (xdr-hX^)^ 

m  —  n 

d'où  l'on  tire 

m h/i — =0    ou     rflog(j?'*j^'")  =  o, 

et,  par  conséquent, 

jgn^m  _;  const. 

552.  LsHNiscATE.  —  Parmi  les  courbes  dont  la  qua- 
drature peut  être  efiectuée  rigoureusement,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie,  il  faut  remarquer  la  lemniscate  de 
Bernoulli.  Cette  courbe  a  la  propriété  que  les  distances 
de  chctcun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  dont  la  dis-- 
tance  est  2  a  ont  un  produit  constant  et  égal  à  a^.  En 
coordonnées  polaires,  la  lemniscate  a  pour  équation 

p'=  :2  a*  ces  3U, 

p  désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  L'aire  u  du 
secteur  déterminé  par  les  rayons  qui  répondent  aux  va- 
leurs (do,  û  de  0)  a  pour  valeur  « 

u=  j      -p*d(»i=za^l     c.os^(ad(û=: — (sinaH  —  8in2a>o}. 
La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  po- 
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laire  Ox  et  à  la  perpendiculaire  O;^  à  cet  axe;  elle 
est  composée  de  deux  branches  fermées,  et  les  deux  tan- 
gentes TT',  SS'  menées  par  le  centre  O  sont  inclinées  de 


45  degrés  sur  Taxe.  Si  l'on  veut  l'aire  comprise  dans  Tune 

des  branches,  il  faudra  faire  Wo  =  —  -7»   0==  y  dans  la 

4  4 

formule  précédente,  qui  alors  donnera 

553.  Folium  de  Desgartes.  —  La  courbe  connue  sous 
ce  nom  a  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

x^-^X^  —  3axx  —  o, 

■a  étant  un  paramètre  donné.  Elle  se  compose  de  deux 
branches  infinies  qui  se  rencontrent  à  l'origine  des  coor- 


données et  qui  ont  pour  asymptote  la  droite  représentée 
par  l'équation 

Il  convient  de  substituer  èixetjr  les  coordonnées  po- 
laires p  et  (ùf  telles  que 

x  =  p  C08»,    ^  =  /)  sîn«. 
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L'équation  de  la  courbe  devient  alors 

3asinfiacos6> 
sin*  »  -I-  cos*  w 

et  celle  de  Tasymptote  est 

—  a 


H  = 


sm  6>  +  cos  6> 


L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  rayons  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  w©  et  Ï2  de  o)  sera 


^^        .       dfù 


la  quantité  sous  le  sîgne  /est  la  différentielle  de — —  ; 

,  J  H-tang*» 

on  a  donc 

«=if!r__i »    1 

a    [  1  -f-  tang'wo       I  H-  tang^ttj 
Si  Ton  veut  l'aire  de  la  surface  de  la  boucle  formée  parla 
courbe,  on  fera  Wo  =  o,  Q=^,  ce  qui  donnera  pour 
3fl« 


résultat 


Pour  avoir  Taire  comprise  entre  une  branche  de  la 
courbe,  son  asymptote  et  deux  rayons  vecteurs,  il  faudra 
retrancher  u  de  Taire  m<  comprise  entre  Tasymplole  et 
les  rayons  vecteurs.  Cette  aire  m<  est  celle  d'un  triangle  ; 
elle  a  d'ailleurs  pour  expression 

(t  +  tang«/ 
2  L*  -*-  tang«o       I  -4-  tangaj' 


ou 
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on  aura  donc 

«'F         2  —  tanga  2  —  tang»o         1 

*  ^  L I  —  tangft  -+-  tang'û      i  —  tangw©  ->-  tang'»o  J 

Si  l'on  veut  l'aire  indéfinie  comprise  entre  la  partie  né- 
gative de  Taxe  des  x,  la  courbe  et  son  asymptote,  il 

faudra  faire  Wo=  —,•>  i2=7r,  et  il  vient  alors 

4. 


a* 


on  trouve  évidemment  la  même  valeur  pour  l'aire  com- 
prise entre  la  partie  positive  de  l'axe  des  j^,  la  courbe  et 
son  asymptote.  En  ajoutant  à  ces  deux  aires  celle  du 
triangle  formé  par  l'asymptote  et  les  axes,  laquelle  est 

encore  égale  à  —  >  on  obtiendra  l'aire  totale comprise 

entre  les  deux  branches  infinies  et  leur  asymptote.  Cette 
aire  est  égale,  comme  on  voit,  à  celle  de  la  boucle 
fermée. 

De  la  rectification  des  cowbes. 

554.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
ou  gauches  ne  diffère  pas  de  celui  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

Soit  s  un  arc  de  courbe  plane  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire  ;  dans  le  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  a 

ds  =  ^dx^  -f-  dy^  ; 

si  donc  on  désigne  par  t  la  variable  indépendante,  par  <09 
T  les  valeurs  de  t  qui  répondent  à  l'origine  d'un  arc  S 
et  à  son  extrémité,  on  aura,  en  supposant  que  t  varie 
dans  le  même  sens  quand  on  décrit  l'arc  S, 


J. 


dt 


dt. 


CHAPITRE   IV.  aS^ 

Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  p  et  <a,  et  que 
l'on  désigne  toujours  par  t  la  variable  indépendante,  on 
aura  (n"  202)  

Des  formules  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes 
gauches.  Désignons  par  s  Tare  d'une  courbe  quelconque, 
compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire  ;  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectangulaires,  on  a 


et,  quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires  r,  6,  ^,  la 
même  difTérentielle  a  pour  expression  (n^  259) 


ds  =  \Jdf^  -ArT^dQ^-^T^  sin*  Q  d'i^\ 

donc,  si  Ton  représente  par  t  la  variable  indépendante, 
l'arc  S,  dont  les  extrémités  répondent  aux  valeurs  t© 
et  T  de  £,  aura  pour  expression 


_  Ç  sjdx^-hdy'^-^dz^ 


Jrydx*-hd) 


S  =  /    ^ —   7     '        dt 
ou 


=1 


^dr^  -h  r«  r/6*  -h  r*  sin*  B  J>*    , 

dt» 


^ 


S'il  s'agit  d'une  courbe  sphérique,  et  qu'on  prenne  le 
centre  de  la  sphère  pour  origine  des  rayons  vecteurs,  on 
aura  r=:  const.,  et  la  formule  précédente  deviendra 


='L 


S  =  r/      V _ ^^,. 


Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  l'ex- 
pression d'un  arc  de  parabole,  et  nous  avons  été  conduit 
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naturellement  à  traiter  aussi  de  la  rectification  de  quel- 
ques autres  courbes.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ici 
les  exemples,  et  nous  nous  bornerons  à  en  présenter 
quelques-uns  qui  offrent  un  certain  intérêt  pour  la  Géo- 
métrie ou  même  pour  l'Analyse. 


Rectification  de  V ellipse  et  de  l'hyperbole* 

555.  Considérons  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
sera  pris  pour  unité  et  dont  l'excentricité  sera  repré- 
sentée par  h.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 

rapportée  à  ses  axes  seront  (n**221)  sinç,  yï— A^  coscp,  et 

la  différentielle  de  l'arc  sera  ^i — A^sin'ydy.  D'après 
cela,  si  l'on  désigne,  avec  Legendre,  par  E(y)  la  lon- 
gueur de  l'arc  d'ellipse  compté  à  partir  de  l'une  des  extré- 
mités du  petit  axe,  où  l'angle  f  est  nul,  et  terminé  au 
point  qui  répond  à  une  valeur  quelconque  de  f ,  on  aura 

(i)  E(y)=  r  v^i  — A*sm«y£/7, 

et  l'on  peut  écrire  aussi  [p?  221  ) 

/©    v^ — A'sin'y  «/o    V* — AL*sm*9) 

Si  l'on  considère  en  même  temps  une  hyperbole  dont 
le  demi-axe  transverse  soit  h  et  le  demi-axe  non  trans- 
verse y/i — A^,  les  coordonnées  de  la  courbe  rapportée 
à  ses  axes  pourront    être   représentées   (n®   222)  par 

(i — A^)tangy  et— ^^ -\  désignant  alors  par  ï(<f) 

l'arc  d'hyperbole  compté  à  partir  de  l'axe  des  sommets 
où  cp  est  nul,  et  terminé  au  point  qui  répond  à  une  valeur 
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quelconque  de  f ,  on  aura 

,3,  „„=/'_[lrJ:^ 

et  Ton  peut  écrire  aussi  (n^  222) 

(4)      {  •/©    V^i — A*sin'y  •/o    ^i  —  A*8in*y 

Les  formules  (2)  et  (4)  montrent  que  Tare  d'ellipse 
E(ç)  et  l'arc  d'hyperbole  T(9)  s'expriment  par  le  moyen 
des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième 
espèce^  et  réciproquement  ces  intégrales  elliptiques  peu- 
vent S'exprimer  au  moyen  d'un  arc  d'ellipse  et  d'un  arc 
d'hyperbole  ;  il  convient  de  se  rappeler  que  la  partie  algé- 
brique tangcp  y'^i — A^sin^ç  contenue  dans  la  formule  (4) 
est  égale  à  la  tangente,  à  l'extrémité  de  l'arc  T  (?)i  ter- 
minée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
courbe  sur  cette  tangente  (n**  222). 

Legendre  a  désigné  par  la  notation  F (9)  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce  ;  ainsi  l'on  a 


Ja    vi — /[*sm'« 


ou 

en  faisant^  pour  abréger,  comme  au  n?  438, 

(6)  Ay=:y^l — Â[*sin*y; 

mais  l'illustre  auteur  a  adopté,  pour  fonction  de  deuxième 
espèce,  l'arc  d'ellipse  E(cp),  et  de  là  la  dénomination  de 
fonctions  elliptiques  appliquée  aux  transcendantes  que 
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nous  considérons.  La  formule  (a)  donne 

en  sorte  que  la  fonction  que  nous  sommes  convenus  de 
choisir  pour  constituer  la  deuxième  espèce  des  inté- 
grales elliptiques  s'exprime  au  moyen  de  Tare  d'ellipse 
et  de  la  fonction  de  première  espèce. 

La  formule  (4)  donne  aussi ,  en  faisant  usage  de  la 
formule  (2), 

556.  On  peut  développer  en  série  les  arcs  d'ellipse  et 
d'hyperbole,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  fonctions 
F(ç)  et  E{y)  (n®  483).  On  a,  par  la  formule  du  binôme. 

^(f  1  ^      2.4  2.4.6  ^ 

I  I  1.3 

Af)  =1 /:'sin*9) y  A:*sin*9> ^—p  k^sin^tf  — .. ., 

et,  par  conséquent, 

I     r'  1.3     r^ 

F{f)=f-\ —  A:*  I     sin^fdf-i ^  A:*  /     sin*ç>c?7 


sin^  f  df 


(9) 


H r-^  k^   I      SI 

E(y)  =  y— IaM     sin«yrfy~^Ar*J     sin*?^? 

!r— 7^  A*  1     sin'© </cp  — .... 

^•4-^     Jo 

Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  toujours 
convergentes  à  cause  de  /r<[i,  et  l'on  verra  plus  loin 
qu'on  peut  toujours  diminuer  ce  module  autant  qu'on  le 


n 
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veut  ;  la  première  formule  ne  diffère  pas  de  l'une  de  celles 
que  nous  avons  données  au  n^  477  ;  les  intégrales  con- 
tenues dans  les  seconds  membres  sont  données  par  les 
formules  du  n^  456. 


ir 


Lorsque  cp  =  ->  les  fonctions  F(y),  E(cy)  sont  les  inté- 
grales complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce 
de  Legendre  ;  nous  les  représenterons  par  F| ,  E|  •  On  a 
{n«488) 

1 .3.5. .  .{im  — i)  ir 


i 


sin^^y^^ï  =. 


et,  par  conséquent, 

'■^-î[-fâ"'-fe)'"'-(à^)""--]' 

la  seconde  des  formules  (lo)  donne  la  longueur  du  qua- 
drant de  Tellipse. 

Du  changement  du  module  dans  les  fonctions 
elliptiques.  —  Théorème  de  Landen, 

557.  Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce  consiste  en  ce  que 
chacune  de  ces  fonctions  peut  être  transformée  d'une 
infinité  de  manières  différentes  en  une  autre  fonction 
elliptique  de  même  espèce  dont  le  module  est  à  volonté 
plus  petit  ou  plus  grand  que  le  module  de  la  proposée. 
Il  en  résulte  que  l'on  peut  former  diverses  séries  de  mo- 
dules, indéfinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  termes  s'ap- 
prochent respectivement  de  zéro  et  de  l'unité ,  et  qui 
répondent  à  des  fonctions  elliptiques  de  première  es- 

S.  —  Caio,  int,  i6 
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pèce  égales  entre  elles.  Nous  ne  saurions  entreprendre 
dans  cet  Ouvrage  le  développement  de  Fimportante 
théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  ; 
mais  nous  croyons  utile  cependant  de  faire  connaître 
la  première  échelle  de  modules  découverte  par  Legendre, 
ce  qui  nous  permettra  d'établir  le  curieux  théorème  de 
Landen  relativement  aux  arcs  d'hyperbole. 

Soient  k  une  quantité  donnée  comprise  entre  o  et  i, 
f  un  angle  variable,  et  posons  comme  précédemment 


Ay  =  ^1  —  /•"siu*^), 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  H-  •  On  peut  déter- 
miner un  angle  f  i  qui  satisfasse  aux  deux  équations 

(i)  8in(29i  —  ç)=:^siny,     cos[itfi  —  y)  =  Af, 

qui,  en  outre,  varie  d'une  manière  continue  avec  cp  et 
s'annule  en  même  temps  que  lui.  Puisque  Acp  est  posi- 
tif, l'angle  291  —  9  restera  toujours  compris  entre 

Jm 

et  H —  ;  si  l'on  désigne  par  4>*  l'angle  compris  entre  o 

et  -  qui  a  Arsinf  pour  sinus,  on  aura 

<P  -4-  $ 
y,  =  _-, 

en  sorte  que  91  est  déterminé  sans  ambiguïté  lorsque  9 
est  donné  ;  réciproquement  la  valeur  de  9  est  entière- 
ment déterminée  quand  cpf  est  donné.  Ces  deux  angles 
varient  simultanément  de  o  à  +00  ou  de  o  à — qo  ; 

quand  9=  tt,  4>  est  nul  et  l'on  a  cpi  =  -• 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multi- 
pliées par — sin9et-;-cos9,  puispar  H-COS9  et  +  sin9, 


il  viendra 


d'où 
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cos  af ,  :=  cosy  ^f  —  A" sin'^, 
sin2f,  z=:siny[/cosy  -+-  ç>Ay), 


2  cos*ç>,  =  I  —  X-  sin*^  -4-  cosy  Ay, 

2  sin^i  cosçi  :=  sinç)  (^  cosy  -f-  Aç>). 
La  première  des  équations  (i)  donne  aussi 

(3;  tangç>=— - — IL_, 

A*  -f-  COS  2  ^1 

(4)  tang(y  —  fi)=  ^^  tang9,, 
et,  si  l'on  pose 

on  aura  encore 

sin  ®  = — ~ 13 , 

i-hA-       Al  y, 

(5)  (0057.= , 

A]f| 

Af  =    — m 

Ai(pi 

Ensuite,  la  première  des  formules  (i)  donne  par  la 
différentiation,  en  faisant  usage  de  la  seconde  formule, 

2^/yj df 

kcos^  -T-  Ay        Ay 

OU,  à  cause  de  la  troisième  formule  {2)  et  de  la  pre- 
mière formule  (5), 

dff\  I  -T-  A'  </y 

A|9i  2      A^ 

x6« 
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et,  puisque  (f  et  f  «  s'annulent  en  même  temps,  on  aura 

(6)    r'__^?i_^=i±i  r    ^? 

ce  qui  est  Timportante  formule  découverte  par  Legendre. 
Si  Ton  pose 

.(..„=jf'à,    r„„,.,=jf"^. 

l'équation  (6)  deviendra 

(7)  F(*.,y.)=l±i'F(A,f]. 

Désignons  par  F|  (A),  Fi  (A*!  )  les  fonctions  complètes 
de  modules  k  et  k^;  lorsque  (f  est  égal  à  tt,  Tangle  f  i  a 


ir 


la  valeur  -  ;  d'ailleurs  on  a  évidemment 
a' 

F(^,7r)=r2F[^,  -WaFif/-), 
donc 

(8)  F.(X'0  =  (n-^)F|(^). 

558.  D'après  ce  qui  précède,  les  modules  k  et  k^  peu- 
vent être  ramenés  l'un  à  l'autre;  ces  modules  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation 

(9)  '^^^T^Tx-' 

et  si  l'on  désigne  par  k'^  k\  les  modules  complémentaires 
de  k  et  kij  c'est-à-dire  y/i — k^  et  ^i —  kl,  on  aura 


(lo)  A\= r 

d'où 


9 


(.1)  k= 


I  H-  /i\ 


I  » 
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la  formule  (lo)  donne 

(■=»)  *'.  =  [7^'     d'où     *',<X'«. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  considère  une  suite  infinie 
dans  les  deux  sens, 

dans  laquelle  le  terme  ko=  k  est  inférieur  à  i ,  et  dont 
chaque  terme  se  déduit  du  précédent  par  la  formule 

(.4)         *..= ^i\, 

le  terme  km  tendra  vers  l'unité  si  m  tend  vers  -f-  oo  ,  et 
il  tendra  vers  zéro  si  m  tend  vers  —  oo  .  On  peut  donc 
ramener  une  fonction  elliptique  de  première  espèce 
F{ky(f)k  une  autre  F  (A*/,  ç/),  dans  laquelle  le  module  A*/ 
est  aussi  près  que  l'on  voudra  de  zéro  ou  de  Tunité; 
quant  à  l'amplitude  (fi  de  cette  nouvelle  fonction,  elle 
peut  être  facilement  calculée  par  le  moyen  des  formules 
établies  précédemment. 

Considérons,  par  exemple ,  la  fonction  complète  Ff  {k); 
on  aura,  par  la  formule  (8), 


Or,  si  i  tend  vers  -f-oo  ,  k^i  tend  vers  zéro,  et  F(Ar./) 
tend  vers  la  limite  -  ;  on  a  donc  ce  développement  remar- 
quable de  la  fonction  complète  Fi  (A: )  : 

(i5)      Fi  (it)  =  ^  (i  +  ^-i)  (i  +  ^>.)  (I  -^  X-_3). . . . 
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559.  La  traDsformation  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  conduit  à  des  résultats  importants  relatifs  aux 
fonctions  de  deuxième  espèce.  Si  Ton  multiplie  Té- 
quation 

par  sin^cpi,  on  aura,  par  les  formules  (2), 


COS7</f, 


et,  en  intégrant, 

(16)    '  •^^       ''*^*    ~       4      Jo       ^î^ 

Introduisons,  au  lieu  des  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce, les  arcs  d'ellipse  E(Xr,  (f),E(A',,  fi);  comme  on  a 
(n°5oS) 

jf^  =  f«tF(*.,)-E{*.,)]. 

la  formule  (16)  deviendra,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule {7), 

(17)    (i-h*)E(^„y,)  =  E(^,y)-  ix-'«F(/',y)  +  *siny. 

Cette  équation  montre  que  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  F  (A:,  9)  peut  s'exprimer  par  deux  arcs 
appartenant  à  deux  ellipses  différentes. 

L'arc  d'hyperbole  est  donné,  comme  on  Ta  vu  au 
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n**  55S,  par  la  formule 

en  éliminant  la  fonction  F  de  cette  expression  au  moyen 
de  la  formule  (17),  il  vient 

■   2A:sin^+ tang^A^. 


Si  Ton  retranche  de  cette  formule  celle  qu'on  en  déduit 
en  changeant  f  et  cfi  en  4>  et  4>i ,  l'équation  résultante 
exprimera  le  théorème  découvert,  il  y  a  plus  d'un  siècle, 
par  le  géomètre  anglais  Landen,  savoir  que  tout  arc  d'hy- 
perbole peut  être  exprimé  par  deux  arcs  d'ellipse.  Ré- 
ciproquement, tout  arc  d'ellipse  peut  être  exprimé  par 
deux  arcs  d'hyperbole;  il  est  facile  de  conclure  cette 
proposition  des  formules  que  nous  avons  établies. 

560.  Si  dans  la  formule  (  1 7  )  on  suppose  cp = tt,  qp  1  =  -  > 

on  obtiendra  la  relation  suivante  entre  les  fonctions 
complètes  : 

(i-+-X-)E,(/^,)  =  2Ei(X)^X-'«F.(*). 

Remplaçant  k,  k  et  A"|  d'abord  par  Ai,  k\,  kp.iy  puis  par 
Ai-i ,  A'|,4  f  ki,  on  aura 

les  modules /lc..i  9  kiy  ki^i  étant  déterminés  en  fonction  du 
module  initial  ko  ou  k,  comme  on  l'a  expliqué  au  n*'  5o8. 
On  a  aussi  (n®557) 

$i  donc  on  élimine  la  fonction  F|  entre  les  équations  pré- 
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cédentesy  et  que  l'on  remplace  Âr/_| ,  A^-_|  par  les  quantités 
éerales rf  »  — ^^—fry  il  viendra 

relation  remarquable  entre  les  circonférences  de  trois 
ellipses  ayant  pour  excentricités  kuiy  Ar/,  Âv+i. 


Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 

des  arcs  de  cercle. 

561  •  La  recherche  des  courbes  algébriques  dont  les 
arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cercle  offre  un  certain 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  Géométrie ,  car  on  peut 
exécuter  sur  ces  courbes,  comme  sur  le  cercle ,  toutes  les 
constructions  relatives  à  l'addition  ou  à  la  soustraction 
des  arcs,  à  leur  multiplication  et  à  leur  division.  Euler 
s'est  beaucoup  occupé  de  cette  recherche,  et,  dans  un 
Mémoire  qui  n'a  été  publié  qu'après  sa  mort,  il  a  fait 
connaître  une  famille  de  courbes  possédant  la  propriété 
en  question,  courbes  qu'il  n'a  trouvées,  dit-il,  qu'après 
avoir  travaillé  longtemps  sur  cette  matière. 

Les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  forment  qu'un 
cas  très -particulier  de  celles  dont  l'arc  indéfini  s'exprime 
par  un  arc  de  cercle,  et  dont  les  coordonnées  rectilignes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  cet  arc.  J'ai  fait  connaître  toutes  ces  courbes 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXV*  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  j'ai  montré  qu'elles 
formaient  une  infinité  de  classes  distinctes,  comprenant 
chacune  une  infinité  de  courbes  individuelles.  Je  me  bor- 
nerai ici  à  développer  la  solution  du  cas  le  plus  simple, 
qui  comprend  les  courbes  de  la  première  classe. 


I 


I 
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Si  l'on  désigne  par  i  l'imaginaire  ^ — i,  par  g  une 
quantité  positive,  par  xs  un  angle  réel  et  par  e  la  base 
des  logarithmes  népériens,  puis  que  Ton  fasse 

a  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguées, 
ainsi  que  &  et  S,  c  et  y,  . . . ,  et  m,  /i,  /?,  y,  ...  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
sera  donnée  par  la  formule 


(i)  x-\-iy=zge^^  I  - 


t      (3  —  /)« 

, ; z  oz» 


pourvu  que  les  constantes  a,  £,  c,  .  •  • ,  a,  S,  y,  •  • .  soient 
choisies  de  manière  que  Tintégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a  effectivement 

et,  en  changeant  i  en  —  i, 

t  [z^i) 


dx  —  idy  —  ge-i''  -  ~ — 1— ^  dz. 


La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 
et  

I dz=.g  arc  tang  s. 

Comme  le  degré  du  numérateur  de  la  fraction 
-  T^ — : — '- — -  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 
nominateur,  si  fx  désigne  le  nombre  des  constantes  a^  &, 
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Cy  . . .  OU  a,  S,  y,  . .  • ,  il  suffira  de  satisfaire  à  fx  —  i, 
conditions  (n®  419  )  pour  rendre  algébrique  l'expression 
de  X  +-  iy. 

Lorsque  f  et  t  se  réduisent  à  Tunité,  notre  formule  ne 
donne  pas  d'autre  courbe  que  le  cercle  ;  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 


r==  ;a_ii)«H-î,     T=  (z  — a) 
La  formule  (i)  devient  alors 

et  une  seule  condition  suffit  pour  que  l'intégrale  soit 
algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière 
la  plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  yariabléy  et  posons 


z —  t       a  —  1 

faisons 

aussi;  pour  abréger, 

(3) 

on  aura 

dz               \    a—  i   ^ 

.  ..  ._            ....     ^—                                                /T  ff 

z-i-ir        it  a  -^-  i 

et 

{z       iY'dz         I     la       A"*-*-* 

(«H-fj"»-^*         2/  \a-4-f7 

puis 

z  —  a       a-\-  i  u  —  i 

z  —  a        a-r-/tt  —  Ç 

D'après  cela,  la  formule  (  2  )  devient 
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en  faisant,  pour  abréger. 


rn-hl 


On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x  -{-ijr  soit 
algébrique  est 

•.4)  \-,„-^— =  0. 

Cette  équation  en  Ç  est  du  degré  m  +  i  ;  elle  a  une 
racine  égale  à  i,  et,  s\n  est  inférieure  à  m,  elle  a  m  —  n 
racines  nulles  ;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n  ;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
comprises  entre  o  et  i ,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  de  RoUe  à  l'équation 

r(ç-i)«-*-*  =  o, 

qui  a  m  racines  nulles  et  7]t  -f- 1  racines  égales  à  i .  Les 
racines  nulles  de  l'équation  (4)  ne  peuvent  nous  con- 
venir, car,  pour  f  =  o,  la  formule  (3  )  donne  a  =  —  i  ou 
«=-f-i;  mais  l'une  de  ces  équations  entraîne  l'autre, 
puisque  a  et  a  sont  conjugués;  les  facteurs  z — a,  z — a 
deviennent  ^  -h  i,  z — i  ;  par  suite,  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  t  et  r  se  réduisent  à  l'unité.  Pour  f  =  i 
l'équation  (3)  donne  a  =  a^  et  la  formule  (a)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  l'hypothèse  t  =  r  =  i . 

Mais  à  chacune  des  racines  Ç  comprises  entre  o  et  i 
répondent  pour  a  et  a  des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l'une  de  l'autre.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut 
supposer 

(5;  <ia=:i 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de 
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variable.  Il  suflira  efiectivement  d'écrîre au  lîeu 

I  —  tz 

de  Zy  en  prenant  pour  e  Tune  des  racines  de  Téquation 

gï  -4_  «j  g  —  I  =r:  O; 

aa,  —  I 

par  ]a  transformation  dont  il  vient  d'être  question,  la 
formule  (a)  devient 

*   ■   '-^  -"'^  j  (î  -  «.  )''-^'  [z  +  /•)'«+'  "'' 
ai  etai  ayant  les  valenrs  suivantes: 

a  —  c  a  —  c 

«1  = 9     «1  = ; 

l-hat  1 -f- a« 

d'où  Ton  conclut  aiai=i.  On  peut  donc  admettre 
Téquation  (5),  et  de  cette  équation,  combinée  avec  (3), 
on  tire  alors 


(6)  {  '^'      '-"' 


si  Ton  donne  à  a  et  à  a  ces  valeurs  dans  la  formule  (a), 
l'expression  de  a:  -f-  iy  sera  algébrique. 

562.  Considérons  le  cas  de  m  =  i  qui  répond  aux 
courbes  d'Euler,  L'équation  (a)  devient 


et  l'équation  de  condition  est 


(3  —  fl)«+l(3—  0 


■*"*(2  -f-  if 


dz^ 


d^ 


=  o, 
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d'où  Ton  tire,  en  faisant  abstraction  des  racines  ^  =  o, 

n 


Ç  = 


n  -^  1 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite  les  valeurs  suivantes 
de  a  et  de  a  : 

\//i(«-4-2)  i 

a  — ? 


(8)  ;         "  +  '        "-^^ 


il  -H  I  n-hi 

L'intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  Féqua- 
tion  (7)  étant  une  fonction  algébrique,  il  est  clair  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  est  [z  —  a)'^[z-\-i)^. 
En  outre,  si  Ton  prend  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'annule  pour  z  =  a,  le  numérateur  sera  divisible  par 
[z  —  û)""*"^,  et,  parce  que  ce  numérateur  ne  peut  être 
que  du  degré  n  +  a,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

x-{-ijr  =  ge^^  ' —  -f-  const. 

Comme  la  constante  n'influe  que  sur  la  position  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  nous  la  supposerons  nulle,  et 
nous  prendrons  simplement 

(9)  a:4-rr^ge'^^^__^^,^^_^.^,, 

où  g*  et  cr  n'ont  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  précédemment.  On  aura  l'équation  des 
courbes  dont  nous  nous  occupons,  en  coordonnées  recti- 
lignes,  en  éliminant  z  entre  l'équation  (9)  et  celle  qu'on 
en  déduit  par  le  changement  de  i  en  —  i  ;  mais  il  est 
plus  simple  d'employer  les  coordonnées  polaires  et  de 
substituer  l'intégration  à  l'élimination. 

En  diiTérentiant  l'équatioB  (9)  et  en  faisant  usage 
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des  formules  (8),  il  vient 


il  faut  remarquer  que  l'équation  (g)  entraine  l'équa- 
tion (lo)  quel  que  soit  72;  nous  pouvons  donc  supposer 
ce  nombre  fractionnaire ,  car  la  courbe  à  laquelle  Té- 
quation  (9)  se  rapporte  ne  cessera  pas  d'être  algébrique. 
Ainsi  les  résultats  qui  vont  suivre  acquièrent  une  géné- 
ralité que  ne  comportait  pas  notre  énoncé. 

Multipliant  chacune  des  équations  (9)  et  (10}  par  sa 
conjuguée^  il  vient 


dz^ 


Désignons  par  p  le  rayon  vecteur  ^x'^-t-j^,  par  ris  la 
différentielle  de  l'arc  de  courbe,  savoir  ^dx*-h  dy^^  et 
prenons  ds  de  signe  contraire  k  dz;  on  aura 


n 


f""*^  «'-+-1 

si  ni  ri  A-  1]      dz 
ds  ^1^  —  a  ff : 

=*«>  „-,-l  z«-rl' 

et,  en  posant 


«  =  —  tang  (74--)»     d'où    c/a  = ,  ^  . 

ces  formules  deviennent 

\\i\  r!sz=  g  y — ^ '-  d\. 
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En  difTérentiant  l'équation  (i  i),  on  trouve 

^P  =  —  ^  — ^_^j       sin>  </X, 
d'où 


(i3)  -'-  =  —  smA, 

as 

et  y  si  0)  désigne  la  seconde  coordonnée  polaire ,  on  pourra 
poser 

4ùdoà 
)  i-T-  =  -:-  COSX, 

ds 

puisque  dp^  -î-  p'  rfw*  rrr  rf^*. 

Des  équations  (ii),  (12)  et  (i4)  on  déduit 


.         ds  cos>  n  -^  I 


^  -i  cos>  d\ 


I  -h  ^^— ^ i  cosX 


ou 

d\ 


{i5)  4j&»  =  </X  — 


IH-  ^^^ ^cosX 

/l  -4-  I 


Pour  intégrer  l'expression  (i5),  nous  ferons  usage  d'une 
nouvelle  variable  X',  déterminée  par  les  deux  équations 


4//1  w  -h  a  1            .  I 

Ï-J i-f-cos>  8in> 

/ï  -f-  I  .M                            /I    -4-    I 

(16)     €08  V  = ■                 »  8inV  = 


— » 


I-h-3^— ^^ ^COB>  1-4-^— i i  cosX 

/l  -hl  71-4-1 

Ces  équations  sont  compatibles,  car  on  en  déduit 

cos*V-hsin'V  =  i. 
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En  difTérentîant  la  seconde  équation  (16)»  il  vient 

- — ^ -h  cos> 

C0SV€/V= n== r~r  rfL 


"""('^^iVi'^'-O' 


d*oùy  à  cause  de  la  première  équation  (16)9 

(/i-4-l)cfX'=r  — 


/l  -h  I 

par  suite,  Téquation  (i5)  devient 

Intégrons  cette  équation  de  manière  que  (ù  s'annule  en 
même  temps  que  X  et  X';  il  viendra 

(17)  «  =  ^_(«^r)X', 

d'où 

(18)  cos«  +  /sino»  =  (cosX  4-  /  sinX)  (cosX'  —  z sinX')*^*, 

Faisons,  pour  abréger. 


('9)         ï^=v/-p*+^^''-(;rTF?î 

on  aura,  par  l'équation  (n)» 

/     X          N            n-hi       p  —'g        .  .  /i  -4- 1      R 

(ao)     cQsX  =  i- -9     smX  =  — z       -        . —? 

et  les  équations  (16)  donneront  ensuite 


cosX  =  — > 


(ai)  {  \Jn[n-^i) 

siaX'= z^  — 

^n[n  -:-  2}  P 
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On  a,  d'après  cela, 


(w) 


COSA  -+-/  sinA  = : =  [p — g-hlTHjy 

g  ^In  (  «  -h  ri  ) 
cosV  —  / sin V  =  -  " ('i  -+- 1 )p ^ /R  I  : 

et  Téquation  (i8)  devient  enfin 
/  coso»  -h  /sinu 


n+l 


Cette  équation  (aa  )  se  décompose  en  deux  autres  qui 
font  connaître  costù  et  sinco  en  fonction  de  p;  Tune  ou 
Tautre  de  celles-ci  peut  être  regardée  comme  Téquation 
de  nos  courbes  en  coordonnées  polaires. 

En  multipliant  l'équation  (2a)  par  p,  il  vient 

(23)     x^iy=-jj-  '■ =^: 

dans  le  cas  particulier  de  n  entier,  les  valeurs  de  x  eij" 
ont  la  forme  suivante  : 

F(û)  /(d) 

'  F  et/*  désignant  des  fonctions  entières  de  p. 

563.  Dans  le  cas  général,  l'équation  (22)  est  trop  com- 
pliquée pour  pouvoir  servir  utilement  à  l'étude  des 
courbes  qu'elle  représente,  et  il  vaut  mieux  employer  le 
système  formé  des  équations  (ii),  (16)  et  (17),  ainsi  que 
l'a  fait  Euler. 

Si  l'on  prend  pour  unité  la  quantité  g  -— >  les 

S.  —  Cale*  int.  17 


^ 
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équations  (ii)  et  (la)  se  réduiront  à 

n-hi 
p  = ■ -h  COS/^ 

on  a,  par  suite, 

en  comptant  les  arcs  à  partir  de  X  =  o,  et  il  vient 

/i  -f- 1 

p  = -4-  ces  J 

^fi[n-h  2) 

pour  Téquation  générale  de  nos  courbes  entre  l'arc  et  le 
rayon  vecteur.  Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux 
qu'Euler  a  obtenus. 

564.  Dans  le  cas  de  /i  =  i,  l'équation  (2a)  devient, 
en  prenant  -  pour  unité, 


1 
cosw  4-  isint) 


(p  — 2  -f-  /R):2p-~i— /R)' 


3pV3 
et  l'on  a 

Rr=V^— p*-f-4p  —  *• 

II  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  tz  =  i  est 
représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 

p'-h  60  —  2 

cosw  = ^ y 

3pV3 

(û*4-  2û—  2)  v/— />*-»-  4p  — I 

sinw= -^—^- ^^ • 

3pV^ 

Dans  le  cas  de  71=2,  l'équation  (22)  devient,  en 

prenant  ^  pour  unité, 

(p  — 3-h/R)  (3p  — I— /R)» 

cosû)  4-  t  smw  =  '* ^-)-f —9 

64  p* 
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et  Ton  a 

II  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n  =:  a  est 
représentée  par  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

p*  -4-  i4&'  — 8p  -h  I 


Rectification  de  la  lemniscate  et  de  l'orale  de  Cassini. 

565.  La  lemniscate  a  pour  équation  en  coordonnées 
polaires  (n°  852) 

p'=:=ria*cos2w; 
il  s'ensuit  que  Ton  a 

dû  dp*         . 

0-7-  =  -— tia'smaw,     P  -^  p    j*-;  =  4^» 

d'où,  en  désignant  par  5  Tare  de  la  courbe  compté  à  par- 
tir d'une  origine  arbitraire, 

ds  =1  o.a*  • ^ ou     ds  =  a  ^  '  ^^:^^=.» 

^4  ^*  —  P^  ^cos  a  ft> 

Si  l'on  fait 


sinw  =  — =  smc),     cosw  =  i  /  1 sin'o, 

^2  \  a        ^ 


il  viendra 

df 


dszrza 


y/i-lsm^ 


Si  donc  on  prend  la  ligne  a  pour  unité,  et  que  l'on  fasse 


1 
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commeDcer  Tare  s  au  point  où  ot>=  o,  (f  =  o,  on  aura 


fv- 


y/i-isin» 


9 


Ainsi  y  Varc  de  la  lemniscate  n'est  autre  chose  que  V in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce  dont  l'amplitude 

est  cp  et  dont  le  module  a  pour  carré  -• 

On  verra  plus  loin  que  les  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  peuvent  être  ajoutées  ou  retranchées  entre 
elleSy  multipliées  ou  divisées  algébriquement,  de  la  même 
manière  que  les  arcs  de  cercle;  il  s'ensuit  donc  que  Ton 
peut  effectuer  sur  la  lemniscate  des  constructions  ana- 
logues à  celles  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  théorie 
du  cercle. 

566.  La  lemniscate  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 
courbe  connue  sous  le  nom  d'of^a/e  de  Cassini,  et  qui 
est  définie  par  la  propriété  que  le  produit  des  distances 
de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux  points  fixes  est  con- 
stant. L'équation  de  cette  courbe  est,  en  coordonnées  po- 
laires, 

p* —  2a'|)'cos2w-f-a*=  6^ 

a  a  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  b^  le  pro- 
duit constant  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  ces 
points  fixes. 

L'ovale  de  Cassini  affecte  trois  formes  très-différentes, 

selon  que  le  rapport  -  est  inférieur,  égal  ou  supérieur 

à  l'unité  :  dans  le  cas  de  -  =  i,  elle  coïncide  avec  laleni- 

a 

niscate. 

Nous  supposerons  d'abord  -  <ii»   et  nous    ferons 
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h^  =  £z^  sin  2  OC  ;  dans  ce  cas^  la  courbe  est  formée  de  deux 
boucles  fermées  égales  entre  elles ,  etTangle  2a  est  celui 
que  forment  entre  elles  les  tangentes  menées  parle  centre. 
Les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  valeurs  (ùq  et  ©« 
de  &)  déterminent  sur  la  courbe  deux  arcs  que  je  repré- 
senterai par  ^(coo,  a)|)y  (7(0)0,  €d|),  ou  simplement  par 
s[(ùt),  a(a)j),  si  a)o  =  o.  D'après  cela,  on  trouve  faci- 
lement 

|W, — 

/                \           *'       I         VC^^^û)  -h  i/('OS*2w  —  COS*2«    , 
S  (wo,  wj  )  z=  —    I ^~= d(û. 


^cos*  2  w  —  cos*  2  œ 


^        '''    f  'V 

^  \        ^*    1       v'cos2w —  i/cos*2w—  COS*2a  , 

C[«0,«i)  =  --    I         ,  -  -7  -: --^-^ '^"t 

tA.  i/cos'  2  w  —  ces'  2  a 

d'où  Ton  déduit 

(i)      f[wo,  Wi)-+-<r(û>o,wi)  =  2    —I 


i/cOS2W  —  COS2a 


^/&) 


(2)        ^(wo.Wj)  —  (7{û>o,W,)  =2»    —     I        --:rr^ 

•/       vcos^tw -i- cosaot 

Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (i), 
(3)  sinfi>>  =  sinasia9, 

et,  dans  la  formule  (2), 
(  4  )  sin  w  =  ces  a  sin  \^, 

on  aura 

(5)     f(«o,«i)-+-<'(«o»«i)  =  --- I    -7 — .-7"~r> 

^J      v''  —  sm*asiu*9> 


4'. 


(6)      j(«o,»i)  — ff(»o,»i)  =  --  I     7==== 


les  angles  ^o>  ^oy  ^0  ou  91,  ({^i,  a>i  devant  satisfaire  aux 
équations  (3)  et  (4)* 
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Si  Ton  fait  Wo=  o,  on  aura  aussi  Ço=  o>  ^0=0,  et, 
en  écrivant  cp^  ^y  ca  au  lieu  de  90  ^o  ^1 9  ^^^  équations  (5 ) 
et  (6)  donneront 

(7)  r(sina,y)  =  ~[5(«)H-(T(«)], 

(8)  F(cos«,,p)  =  J  [*(«}-»(«)]. 

II  résulte  de  là  que  toute  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce  est,  quel  que  soit  son  module,  exprimable 
par  la  somme  ou  par  la  différence  de  deux  arcs  de  l'ovale 
de  Cassini,  de  Tespèce  que  nous  venons  de  considérer. 
Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est  exprimable 
au  moyen  de  la  somme  de  deux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémentaires. 
Ces  modules  ont  pour  valeurs 


ces  a 


=  -V/*  +  -î  —  \h — i 

2  V  a*        2  V  a* 


Si  dans  l'équation  (7)  on  pose  co  =  a,  d'où  ç  =  ->  et 

qu'on  désigne  par  S  la  longueur  totale  de  la  courbe,  on 
aura 

F.(sina)=^.S. 

ce  qui  montre  que  la  fonction  complète  de  module  sina 
est  exprimable  au  moyen  du  périmètre  entier  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas  de  -  =  1,  l'angle  «  est  égal  à  -  et  les 

arcs  ^(ot))  sont  nuls  ;  on  retrouve  le  résultat  connu  relatif 
&  la  lemniscate. 
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5(57.  Supposons ->•  I  et  posons  a*  =  4^sin2a;   la 

courbe  est  composée  d'une  seule  branche.  Je  désignerai 
par  ^(wo,  (ùi  )  l'arc  déterminé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
répondent  aux  valeurs ù)o,  &>|  de  od,  et  par  a(ei)o,  c>>i  )  Tare 
que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux 
deux,  premiers.  D'après  cela,  on  aura 

/  \  ^*    /       VCOS2  W -h  i/cOS'26)  H- cot'2a    , 

*v"o>  «1  )  =    I"   1 «w? 

•/«  i/cos*  2  w  -i-  cet'  2  a 


•0 


Z»"!        

Ô*     /        ^  —  COS2û)-f-  i/cOS*2û)  +  COj.*2a 
(r(û>o,  «1)=--    f       ^^ --_:--^-      —  -       ■ r/w; 

»/^^  V  cos*  2  w  -+-  cet'  2  a 

par  suite,  en  supposant  ci>o,  t»>i  compris  entre  zéro  et  y  9 

,     .  f  \    ,       (  \^A^^    i      VCot2a  4-  ^/cos*2w  H-  cot*2â  , 


^cos*  2  w  -h  cet'  2  a 


i  6»    f  ***  i/ 

'10)      5(0*0»  »i)  —  ^(<»o»»i)  =  2*  —   1        ^ 


—  cot2a  -I-  ^cos'2w  -hcot'2a 


^cos*  2  w  -f  eut-  2  a 
Posons,  dans  l'équation  (9), 


dtA, 


,     .  , — r —        I  —  2sm*asm"9 

fll)  i/C0S*2û) +COt'2a  =  .— > 

\     I  y  sin2a 

et,  dans  l'équation  (10), 


I  —  2  cos* «  .sin'\î» 


(12)  \/'c«**^«  +  cot*2«  = . =-: 

^      '  '  sin2a  ' 

on  aura 

J      \l \  —  sm'a  sm'o 


^tP 


,      y  I  — cos^asin^ij* 
les  angles  (f^j  <|/oy  ^0  ou  ^i,  ^1,  oi>i  doivent  satisfaire  aux 


n 
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équations  (11)  et  (i  a),  et,  si  l'on  détermine  l'angle  d)' par 
la  relation 

sin2w'  =  sin^a  sina&i, 

les  équations  (11)  et  (12)  se  réduiront  à 

sinw'         .    .        sinw' 


sinyi=— : — y     sini|/  = 


smoc  cosa 


Si  0)0  =  o,  on  a  aussi  yo  =  o,  ij;o=o,  et  les  équa- 
tions (i3)  et  (i4)  donnent 

(i5)  F(sina,y)  =  i[j(«)H.c7(«)], 

(16)  F[cosa,^)  =  -  [s{ù>]  —  (7(w)]. 

Les  modules  de  ces  fonctions  elliptiques  sont  encore 
complémentaires  et  ont  pour  valeurs 


cosa 


=  W"''"^'^W'~y* 


Si  l'on  fait  &>  =  -^»  on  a  cp  =  ->  et  l'équation  (i5) 
donne,  en  désignant  par  S  le  périmètre  total  de  la  courbe, 

F.(sina)  =  A. 

On  voit  que  l'on  est  conduit  aux  mêmes  conséquences 
que  dans  le  premier  cas. 

Des  courbes  algébriques  dont  tes  arcs  s'expriment  par 
des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce. 

568.  La  détermination  de  toutes  les  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  peuvent  représenter  les  fcHictions 
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elliptiques  de  première  espèce  offre  de  très-grandes  diffi- 
cultés, et  Legendre,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  cette 
recherche,  n'a  pu  trouver  aucune  courbe  possédant  la 
propriété  de  la  lemniscate.  J'ai  donné,  il  y  a  plusieurs 
années,  la  solution  complète  du  problème,  en  me  bornant 
toutefois  au  cas  des  courbes  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles 
d'une  même  variable.  J'ai  été  conduit  ainsi  à  une  infinité 
de  classes  distinctes  renfermant  chacune  un  nombre  illi- 
mité de  courbes  individuelles  dent  les  arcs  représentent 
des  intégrales  elliptiques  de  modules  différents.  La  dis- 
cussion ultérieure  des  résultats  obtenus  a  mis  en  évidence 
deux  propriétés  géométriques  remarquables  communes 
à  toutes  les  courbes  de  la  première  classe,  et  qui  peuvent 
servir  aies  définir;  la  théorie  de  ces  courbes  devient  dès 
lors  indépendante  des  considérations  analytiques  qui 
m'ont  servi  à  les  découvrir. 

569.  Théorème  I.  —  Soit  n  un  nombre  entier,  ou 
fractionnaire,  ou  même  incommensurable,  et  construi- 
sons le  triangle  OM P  tel  que 


OP  =  v^«     et     MP  =  v/''  "•-  '  » 

puis  imaginons  que,  le  sommet  O  restant  fixe,  le  triangle 
varie  de  telle  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  tù formé  par 
le  seul  côté  variable  OM  avec  une  droite  fixe  soit  con- 
stamment égal  au  cosinus  de  l'angle 

/iMOP  —  (/î-t-i)OMP; 

le  point  M  engendrera  une  courbe  [algébrique  si  n  est 
commensurable)  dont  l'arc  sera  exprimable  en  fonction 
du  rayon  vecteur,  par  une  intégrale  elliptique  réduc^ 


tible  au  module 


V  n-f-  I 


a66  CALCUL    INTÉGHAL. 

Soient,  en  effet,  MOP  =  a,  OMP  =  (3  ;  Téquatîon  de 
la  courbe  résultera  de  l'élimination  de  ot  et  /3  entre 

COSw  =  cos[/ïa  —  ['*  -H  Ol^]' 

COSa  =r  ' -y       COSp  =  — ^ — ==• 


2py«  2p\//l-+-I 

De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 

R  .   ^  R 

sina=: -y      sinpr= 


2p  ^n  2p  ^/i  -f- 1 

en  faisant,  pour  abréger, 


Gela  posé,  on  trouve,  par  la  différentiation, 

zh  lira  :=  n  doL  —  (  /i  -h  l  )  r/p, 


d'où 


p«—  f2«-f-  l)  ^p 


R  p 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  la  différentielle  de  l'arc, 

dp 


±ds=.2Jn[n-{-i)-^ 

R 

Des  équations  précédentes  on  déduit  encore  les  formules 
suivantes,  qu'il  convient  de  remarquer  ! 

/—    d(x,  dQ 

Zizds=^n  —  _ >     zn:ds=  \n-\-  i • 

^^  cos/3       ^^  cosot 

On  a  d'aiUeurs,  en  posant  k=  i/ > 


in(3  =:  it  sina,     cosp  =  ^i  —  A'sin'a; 


sin 
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donc,  en  supposant  que  dp  ait  e  signe  de  daf 

y  I  —  /^sin*« 

et  l'arc  y  compté  à  partir  du  point  de  l'axe  polaire  qui 

correspond  à  a  =  o,  ou  p  =  y^«  -+- 1  db  y//2 ,  sera  exprimé 
par  l'intégrale  elliptique  de  module  k  et  d'amplitude  a. 


V'/i  /    — ="-^^ 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de  n  =  i ,  la  courbe 
dont  nous  parlons  se  confond  avec  la  lemniscate. 

L'aire  du  triangle  générateur  OMP  est  y  9   et  l'on 

trouve,  d'ailleurs,  aisément 


/ 


-  û*ata=  y  H-  coiist.y 
1  '  4 


d'où  Ton  conclut  que  l'aire  du  secteur  de  courbe,  comptée 
à  partir  de  l'axe  polaire^  est  toujours  égale  à  l'aire  du 
triangle  générateur. 

570.  Je  passe  maintenant  à  l'examen  de  la  seconde 
propriété  de  ces  courbes  remarquables.  On  a,  dans  le 
triangle  OMP, 


p«=:  a/1  H-i  -t-  a  v'/i  [n  -hijcos  (a-f-^), 

d'où 

/  o\  p*—  (2/2-hl)  _.     P^M 

sm(«  +  P)=         Jl  =±^> 


1 
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d^où  Ton  conclut  que  l'inclinaison  de  la  normale  sur  le 
rayon  vecteur  est  précisément  égale  à  a  -H  ^  ou  à 
son  supplément;  si  donc  on  fait  au  point  M  un  angle 
PMN  =  MOP,  en  supposant  d'abord  le  premier  cas,  MN 
sera  la  normale  au  point  M  de  la  courbe,  lequel  corres- 
pond à  la  position  OMPdu  triangle  générateur  ;  d'ailleurs 
le  point  O  se  trouve  nécessairement  sur  le  segment  ca- 
pable de  l'angle  PMN,  que  l'on  décrirait  sur  MP,  ce  qui 


montre  que  MN  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  générateur,  et,  si  C  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, le , rayon  MC  sera  précisément  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  est  d'ailleurs  évident  que,  quand  le  sommet  M 
du  triangle  décrira  la  courbe  d'un  mouvement  continu, 
cette  propriété  se  conservera  pour  toutes  les  positions  de 
ce  triangle. 

On  pourrait  supposer  que  l'inclinaison  de  la  normale 
sur  le  rayon  vecteur  fût  égale  au  supplément  de  a  -H  (3  ; 
dans  ce  cas,  on  ferait  tourner  le  triangle  OMP  autour  de 
OM,  on  aurait  un  second  triangle,  qu'on  pourrait  substi- 
tuer au  premier,  pour  engendrer  la  courbe,  et  la  pro- 
priété précédente  serait  alors  relative  à  ce  nouveau 
triangle. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  mode  de  génération  sui- 
vant. 

Théorème  II.  —  Si  le  triangle  OMP  varie  de  telle 


^ 
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manière  que  le  sommet  O  reste  fixe,  et  que  les  côtés  mo- 
biles OP  et  MP  soient  constamment  égaux,  le  premier 
à  sfn ,  le  second  à  ^/i  -î-  i ,  qu'en  outre  le  déplace- 
ment infiniment  petit  MM'  du  point  M  ait  lieu  à  chaque 
instant  suivant  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  générateur,  le  point  M 
engendrera  la  courbe  elliptique  quirépondau  nombre n. 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  DE  LA  QUADRATURE  DES 
SURFACES  COURBES.  —  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


Volume  d'un  cylindre  à  base  quelconque* 

571 .  La  base  d'un  cylindre  peut  être  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  soit  par  des  parallèles  à  une 
direction  donnée,  soit  par  des  rayons  issus  d'un  point 
intérieur.  Considérons  le  premier  mode  de  décomposi- 
tion ;  chacun  des  éléments  sera  compris  entre  deux  paral- 
lélogrammes qu'il  est  facile  de  construire,  entre  deux 
rectangles  si  l'on  veut,  dont  le  rapport  aura  pour  limite 
l'unité.  La  base  B  du  cylindre  sera  donc  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  intérieurs  ou  de  la  somme  des 
rectangles  extérieurs.  D'un  autre  côté,  le  volume  V  du 
cylindre,  dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  H,  est 
compris  entre  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  hau- 
teur H  et  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  même 
hauteur;  d'ailleurs  ces  deux  sommes  de  prismes  tendent 
l'une  et  l'autre  vers  une  limite  égale  au  produit  BH; 
donc  on  a  V  =s  BH. 

Expression  du  volume  de  la  portion  d'un  corps  quel- 
conque  comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

872.  Soient  O  j:,  Oj^  Oz  trois  axes  de  coordonnées 
rectilignes  ;  désignons  par  Vie  volume  d'un  segment  d'un 
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corps  quelconque,  compris  entre  deux  plans  M^No,  MN 
parallèles  au  plan  j^2  et  répondant  aux  abscisses  Xq  etx. 


z 


Si  l'on  suppose  Xq  constante  et  x  variable,  le  volume  V 
sera  une  fonction  de  x  dont  il  est  aisé  d'avoir  la  diiOfé- 
rentielle.  A  cel  effet,  considérons  les  sections  faites  dans 
le  corps  par  les  deux  plans  MN,  M'N',  parallèles  kyOz, 
et  qui  correspondent  aux  abscisses  x  et  x  -h  Ax  ; 
ces  deux  plans  comprennent  entre  eux  le  volume  AV; 
nous  représenterons  par  u  Taire  de  la  section  déter- 
minée par  le  plan  MN.  Prenons  un  point  i  à  l'intérieur 
de  l'aire  u,  menons  lï'  parallèle  à  l'axe  OX,  et  par  if 
faisons  passer  un  demi-plan  quelconque  miï W,  qui  ren- 
contre les  plans  MN,  M'N'  suivant  im,  iW,  et  la  surface 
du  solide  suivant  la  courbe  mn^.  Menons  par  tous 
les  points  de  l'arc  mm'  des  parallèles  à  mi,  terminées 
à  la  droite  îi  ;  soient  /|  la  plus  petite  de  ces  droites, 
I2  la  plus  grande.  Concevons  que  l'on  porte  sur  im  les 
longueurs  i/;^ ,  1^2  égales  respectivement  à /|  et  I2»  Si  l'on 
fait  tourner  le  demi-plan  mii^rn!  autour  de  la  droite 
fixe  ii'f  les  deux  points  p^  et  p^  décriront  dans  le  plan 
MN  deux  courbes  fermées  dont  nous  représenterons  les 
aires  par  U|  et  u^  • 

La  surface  du  corps  étant  une  surface  continue,  il 
est  évident  que  les  aires  U|  et  u^  tendent  vers  u  quand 
ùiX  tend  vers  zéro.  Soit  a  l'angle  que  fait  Taxe  Ox 
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avec  le  plan  j-O^,  la  distance  des  plans  MN,  M'N'  sera 
Ax  sina.  Construisons  le  cylindre  qui  a  pour  l'une  de 
ses  bases  le  contour  de  u^y  dont  Tautre  base  est  dans  le 
plan  M'N^  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  Oo:; 
construisons  de  même  un  deuxième  cylindre  avec  le 
contour  de  Mq.  Le  volume  AV  est  compris  entre  les  vo- 
lumes de  ces  deux  cylindres,  qui  ont  pour  mesures 

if|SÎQaAXy     ifisinaAXy 

le  rapport  —  est  donc  compris  entre  U|  sma  et  U2  sina, 
et  Ton  a,  en  conséquence^ 

-— =Msma,     ou     aV=sinatf.r. 
aas 

D'après  cela,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  détermi- 
née X,  le  volume  V  cki  segment  que  nous  considérons 
aura  pour  expression 


r 

sina  I      udxy 


u  étant,  nous  devons  le  répéter,  l'aire  de  la  section  faite 
dans  le  corps  par  le  plan  parallèle  au  planj^^,  qui  ré- 
pond à  l'abscisse  x;  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
on  a  plus  simplement 


=/;- 


dx. 


Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  suppose  l'aire  u 
connue  en  fonction  de  x  ;  la  détermination  de  cette  aire 
exige  elle-même  une  intégration  ;  mais  il  y  a  des  cas  où 
cette  intégration  peut  être  effectuée  immédiatement. 
Nous  allons  en  présenter  quelques  exemples. 


chàpithe  V.  nyi 

application  à  quelques  exemples. 

873.  Exemple  I.  —  Trouuer  le  volume  d'un  cône 
à  base  quelconque. 

Prenons  le  sommet  O  du  cône  pour  origine  de  trois 
coordonnées  rectangulaires,  et  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  sommet  sur  la  base  pour  axe  des  x. 


m 

0 

y^~^^          ^'^ -^WL,* 

^ 

Si  l'on  désigne  par  B  la  base  du  cône,  par  H  sa  hauteur. 

on  aura,  comme  on  sait, 

«       x«                B    , 

B""H*               H*     * 

et  le  volume  V  sera 

U«J,                 H«'^  3 

on 

v  =  iBn.       _ 

574.  Exemple  II.  —  Trouver  le  volume  du  segment 
d'un  ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

Rapportons  Tellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués 
Ox,  O^f  Oz  dont  les  deux  derniers  soient  parallèles  aux 
bases  du  segment;  l'équation  de  la  surface  du  corps  sera 

^  +  ^+7.  =  '     ou     .^-—-+— —=^, 
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a',  Vy  cf  étant  les  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. L^aire  u  est  ici  celle  d'une  ellipse  dans  laquelle 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  longueurs  les  doubles 
des  expressions 


V  — î^'  '^V^--5fî 


en  outre,  Tangle  de  ces  diamètres  est  égal  à  Tangle  d  que 
forment  les  demi-diamètres  b*y  d  de  Tellipsoïde.  On  a 
donc 

u  =:=7r6Vsia5  (  I —  -^1 9 

et,  par  conséquent,  si  Xo,  X  désignent  les  valeurs  de  x 
qui  répondent  aux  bases  du  segment,  et  que  a  soit  l'angle 
formé  par  l'axe  des  x  avec  le  planj^z,  on  aura 

V=7r^'c'8in6sina  /     (i ri)^ 

ou 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde,  il  faudra 
faire  x©  =  —  c'y  X  =  H-  a',  et  il  viendra 

y  =  ^  Tra'^'c'sinOsina; 

si  l'on  prend  pour  ci  y  b\  d  les  demi-axes  a,  J,  c,  on 
aura  6  =^  90**,  a  =  90®,  et 

La  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 

a'  b*  d  sin  9  sin  oc  =  abc^ 
ce  qui  exprime  le  théorème  connu,  d'après  lequel  le 
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parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués 
de  l'ellipsoïde  a  un  volume  constant. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra,  par  un  calcul  analogue^ 
le  volume  d'un  segment  d'hyperboloïde  à  une  ou  deux 
nappes,  ou  celui  d'un  segment  de  paraboloïde  elliptique. 

575.  Exemple  III.  —  Etant  donnés  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  on  demande  de  déterminer 
le  "volume  compris  dans  l'angle  des  coordonnées  posi~ 
tisses  et  limité  par  le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l'équation  xy  =  az,  a  étant  une  constante, 
par  le  plan  ABC  qui  a  pour  équation  x  -r-y  -^  z=af 
et  par  le  plan  des  x  ety. 


Le  paraboloïde  est  coupé  par  le  plan  ABC  suivant  une 
hyperbole  AMB,  et  il  passe  par  l'axe  des  Xy  ainsi  que 
par  celui  desy.  Le  plan  PMQ,  parallèle  au  planez,  qui 
répond  à  l'abscisse  x,  coupe  cette  surface  suivant  une 
droite  MP,  et  le  plan  ABC  suivant  une  droite  MQ  pa- 
rallèle à  BC,  trace  du  même  plan  ABC  sur  le  planez; 
enfin  il  coupe  le  plan  ay  suivant  la  droite  PQ  parallèle 
à  O^.  L'aire  désignée  par  u  au  n^  572  est  donc  ici  celle 
du  triangle  PMQ  par  lequel  est  engendré  le  volume 
qu'on  demande  d'évaluer. 

La  base  PQ  de  ce  triangle  est  l'ordonnée  y,  relative  à 

i8. 
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Tabscisse  x,  de  la  ligne  AB  trace  du  plan  ABC  sur  le 
plan  xy  ;  on  a  donc 

la  hauteur  MH  du  triangle  PMQ  est  le  z,  relatif  à  l'ab- 
scisse Xy  de  l'intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  ABC; 
l'élimination  de  jr  entre  les  équations  des  deux  surfaces 

donne 

x[a  —  js  —  z)  =az; 

ainsi  l'on  a 

a  -r-  .r 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  u  est 

l  X  (a  —  .r)' 

u  =: i Î-» 

a      a  -+-  X 

D'ailleurs  le  volume  demandé  V  est  limité  par  les  plans 
qui  répondent  aux  abscisses  o  et  a  ;  donc  on  a 

et,  en  effectuant,  on  trouve 

V  =  (il  -  iog4)  «». 

application  aiix  solides  de  réi^olution. 

576.  L'aire  désignée  par  u  au  n°  572  s'obtient  immé- 
diatement dans  le  cas  très-étendu  des  solides  de  révolu- 
tion autour  de  Taxe  des  x,  puisque  cette  aire  est  celle 
d'un  cercle  ou  de  l'espace  compris  entre  des  cercles  con- 
centriques. 

Soit  Mo  M  une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des 
xy  et  considérons  le  solide  qu'engendre  en  tournant  au- 


^ 
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tour  de  Taxe  des  x  l'aire  MoPqPM  comprise  entre  la 
courbe  MqM,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  MoPo,  MF. 


o 


Dans  ce  cas,  Taire  u  sera  celle  d'un  cercle  de  rayon  jr  ; 
on  aura  donc 


Xo  et  X  désignant  les  abscisses  qui  répondent  aux  ordon- 
nées xMoPo,  MF. 

Supposons  qu'on  demande  le  volume  V  engendré  par 
Taire  MoNoNM  comprise  entre  deux  courbes  données 
MoM,  NqN  et  les  ordonnées  MqFq,  MF.  Soient  j^  eij' 
les  ordonnées  des  deux  courbes;  Taire  u  sera  celle  de 
l'espace  compris  entre  les  cercles  concentriques  de  rayons 
y  et  y';  on  aura  donc 

577.  Exemple  I.  —  Déterminer  le  volume  du  tore. 

Le  tore  est  le  solide  engendré  par  un  cercle  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 


V 


M 


N 


N 


y.      f 


^' 


Rapportons  le  cercle  générateur  à  deux  axes  rectangu- 
laires dont  l'un,  celui  des  x,  coïncide  avec  Taxe  de  révo  • 


r 
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lution;  soient  a  le  rayon  du  cercle,  6  Tordonnée  du 
centre,  y^  y*  les  ordonnées  des  points  M,  N  qui  ré- 
pondent à  la  même  abscisse  x\  on  aura 


puis,  en  supposant  Taxe  de  rotation  extérieur  au  cercle, 

Or,  si  Ton  désigne  par  v  Taire  de  la  portion  du  cercle 
comprise  entre  les  ordonnées  Mo  Po,MP,  qui  répondent 
aux  abscisses  Xo,  X,  on  a  évidemment 

[y — y^dx:=:^i   I      ^a*  —  x^dx\ 
donc  le  segment  de  tore  sera 

Si  Ton  veut  avoir  le  volume  total  du  solide,  on  fera 
i^  =  Tra*,  et  Ton  aura 

578.  Exemple  IL  —  Déterminer  le  volume  engendré 
par  la  surface  de  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  base  de  la  cycloïde  et  pour 
axe  des  j^  la  perpendiculaire  menée  par  Tune  des  extré- 
mités de  cette  base;  la  courbe  sera  définie  (n°230)  par 
les  équations 

x-~^a[tf  —  sin^),     ^==«(1 — cosy), 

d'où  l'on  tire 

dv  =z  a(i  —  cosy  ) df. 

Soit  V  le  volume  engendré  par  l'aire  comprise  entre  la 
courbe,  la  base  et  l'ordonnée  j^  qui  répond  à  l'abscisse  x 
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on  à  l'angle  f  ;  on  aura 

\=zn  j     jr*dx=:ira^   j     (1  —  cOStp^df; 


'0 

or 


5       ,5  3  i 

(i  —  C08y)'= y  cosy  H —  COS29  —  7  cos3p; 


donc 

ir  3/5  l5      .  3      .  I         .       O      \ 

V  rt:  irrt^l  -y ^Sin^  -f-  jSin2ç> sin3ç>  ). 

Si  Ton  veut  le  volume  total  du  corps  engendré  par  la 
cycloïde,  on  fera  cf  =  atr,  et  Ton  aura 

579.  Exemple  III.  —  Déterminer  le  volume  engen-» 
dré  par  la  surface  de  la  cjcloïde  tournant  autour  de  la 
tangente  au  sommet, 

La  courbe  étant  rapportée  aux  mêmes  axes  que  dans 
l'exemple  précédent,  soit  V  le  volume  engendré  par  la 
surface  comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  au  sommet 
et  la  perpendiculaire  ia  — y  à  cette  tangente  correspon- 
dant à  l'angle  cf  ;  on  aura 


V=:Tr   /       [la — ^)*cir=:ira'   /     (i -h  COS9)  sin'< 


or 


donc 


%m^(fcuf  = -f-  const.y 

I  cciSf  sin*f  ^f  =  ^  sin'ç  H-  const.  : 


(TT  —  o       sinocoso       I    .  .    \ 


en  faisant  c^  =  0y  on  aura  le  volume  engendré  par  la 
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surface  comprise  entre  la  demi-cycloïde  et  la  tangente  ;  si 
ron  double  le  résultat,  on  obtiendra  le  volume  total,  savoir 


V=r7r«rt». 


V  est  ainsi  le  cinquième   du  volume  considéré  dans 
l'exemple  précédent. 


Considérations  nouvelles  relativ^es  à  la  détermination 
du  volume  des  corps  terminés  par  des  surjaces  quel' 
conques. 


580.  Revenons  à  la  formule 


(-) 


dx 


que  nous  avons  établie  au  n**  572,  pour  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  et  où  V  représente  la  portion  du 
volume  d'un  corps  comprise  entre  les  plans  parallèles  au 
plan  jz  qui  répondent  aux  abscisses  Xq  et  X.  On  peut 
toujours  supposer  que  la  surface,  dont  u  désigne  Taire, 
est  terminée  par  un  contour  qui  n'est  rencontré  qu'en 
deux  points  par  les  droites  parallèles  à  Taxe  des  z;  s'il 
en  était  autrement,  on  décomposerait  le  volume  V  en 


"1 


m 


y        ^ 


plusieurs  parties  satisfaisant  chacune  à  cette  condition. 
Alors,  si  l'on  désigne  par  Z  et  z©  les  ordonnées  M  P,  ///qP 
parallèles  aux  z  et  qui  répondent  à  une  valeur  OP  =  r  de 
l'ordonnée  parallèle  aux^',  que  l'on  représente  en  même 
temps  par  j-q  et  Y  les  valeurs  de  j^  qui  répondent  aux 
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Ilmiles  du  contour  de  Taire  u,  cette  aire  aura  pour  ex- 
pression 

(2)  U=:  (Z^Zo)djr, 

et  la  formule  (i)  pourra  être  écrite  comme  il  suit  : 

X  Y 

(3)  Y=   C   dx  f   (Z-3o)r/>% 

Dans  cette  formule  (3),  Z  et  Zq  sont  des  fonctions 
données  de  a:  et  dej;  elles  représentent  les  ordonnées  z 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  qui  répondent  aux 
coordonnées  x,  y^yo  et  Y  sont  des  fonctions  de  la  va- 
riables; elles  représentent  des  ordonnées  parallèles  auxj 
et  répondent  à  l'abscisse  x  du  contour  qui  limite  la  pro- 
jection du  volume  V  sur  le  plan  des  xj;  enfin  Xo  et  X 
désignent  des  constantes  données. 

La  formule  (2)  exprime,  comme  on  sait,  que  Ton  a 

Il  =  limN  (Z  —  5o)  A^-, 

X  étant  regardée  comme  constante  etj^  variant  de^o  à  Y 
par  intervalles  infiniment  petits  égaux  à  ùtj;  on  a  de 
même,  par  la  formule  (i), 

V=^  lim  \  aAx, 

X  variant  ici  de  jtq  ^  X  par  intervalles  égaux  à  ùx.  On 
peut  donc  écrire 

V=limVA.rlim  VfZ  — 3o)  Ar 
ou 
{\)  V=limVV(Z— 3o)  AxA/. 

L'expression  (3)  est  dite  une  intégrale  double;  l'ex- 
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pression  (4)»  qui  en  est  une  conséquence,  montre  que 
V  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
infiniment  petits  (Z — Zq)  ^a:A^,  dont  les  bases  ùa^  ùy^ 
forment  une  somme  qui  a  pour  limite  l'aire  suivant  la- 
quelle se  projette  le  volume  V  sur  le  plan  xj, 

581 .  On  peut  arriver  aux  résultats  qui  précèdent  par 
d'autres  considérations  qui  permettront  en  même  temps 
d'introduire  plus  de  généralité.  Désignons  par  V  le  vo- 
lume d'une  portion  quelconque  d'un  corps  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires,  et  supposons,  comme  précédem- 
ment, ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser,  que  la  surface 
du  solide  à  évaluer  ne  soit  rencontrée  qu'en  deux  points 
parles  droites  parallèles  aux  z.  Soient,  comme  au n^ 580, 
Z  et  Zq  les  valeurs  de  z  relatives  à  cette  surface.  Nom- 
mons P  l'aire  suivant  laquelle  le  volume  V  se  projette  sur 
le  plan  des  xjj  et  décomposons  cette  aire  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  tous  les  sens,  d'après  une  loi  quel- 
conque. La  décomposition  dont  je  parle  pourra  être  réa- 
lisée au  moyen  de  deux  familles  de  lignes  dépendant 
chacune  d'un  paramètre  variable  ;  deux  courbes  infini- 
ment voisines  MN,  M|N|  de  l'une  des  familles  déter- 
mineront, avec  deux  courbes  infiniment  voisines  PQ> 


PiQi  de  Tautre  famille,  un  quadrilatère  ABB1A4  =sa 
qui  sera  l'un  des  éléments  que  nous  avons  à  considérer; 
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on  aura 


"■^S*-^!-"'' 


a*  désig^nant  un  élément  infiniment  petit  limité  en  partie 
par  le  contour  de  P. 

Mais,  les  éléments  a'  étant  compris  entre  deux  courbes 
infiniment  voisines  du  contour  de  P,  la  somme  £  :Iz  a'  a 
pour  limite  zéro,  il  en  résulte 

P reliai  \  a; 

ety  conformément  au  principe  du  n^9y  on  pourra  encore 
négliger  dans  ol  toute  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  élément. 

Cela  posé,  le  cylindre  qui  a  ce  pour  base  et  dont  les  are  te  s 
sont  parallèles  à  Taxe  des  z  intercepte,  dans  le  volume  V, 
un  élément  qu'on  peut  représenter  par  a  (Z  —  z©  -f-  c)  en 
désignant  par  e  un  infiniment  petit;  il  en  est  de  même 
des  cylindres  qui  répondent  aux  éléments  excédants  a'  et 
auxquels  répondent  des  éléments  solides  a'  { Z  ' —  ^^^  -^  e  '  ) . 
On  a  ainsi 

la  deuxième  somme  a  zéro  pour  limite,  puisque  \  a' 

tend  vers  zéro  ;  la  somme  N  ae  a  aussi  zéro  pour  limite 
(n«9),  et  Ton  a 

(5)  .V  =  limy«(Z-Zo). 

582.  Supposons  que  les  éléments  a  soient  déterminés 
par  une  série  de  lignes  parallèles  à  Taxe  des  x  et  par  une 
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deuxième  série  de  lignes  parallèles  à  Taxe  des^;  on 
aura 

et  par  conséquent 

V=lim\  (Z  — 3o)^^Ar« 

Pour  avoir  V,  d'après  cette  formule,  on  peut  commen- 
cer par  prendre  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
(Z  —  Zo)  ùxAy,  en  supposant  x et  ùx constants.  Cette 

limite  sera  égale  à  Ax   /    (Z — zo)dj,  si  l'on  suppose 

que  le  contour  de  l'aire  P  ne  soit  rencontré  qu'en  deux 
points  niot  M  par  les  parallèles  auxjv',  et  que  l'on  désigne 
par  yof  Y  les  ordonnées  de  ces  deux  points.  On  a  ainsi 


l'élément  du  volume  V  qui  se  projette  sur  la  partie 
Mmo/n^M'  de  l'aire  P,  partie  qui  est  comprise  entre 
deux  parallèles  à  l'axe  des  y  répondant  aux  abscisses  x 
et  a:  +  Ax.  Maintenant  soient  Xo  et  X  les  abscisses  cor- 
respondant  aux  ordonnées  julo,  v^,  auxquelles  se  termine 
le  contour  de  l'aire  P;  il  restera  à  prendre  la  limite  de  la 
somme  des  éléments  que  nous  venons  de  déterminer 
quand  x  varie  de  Xo  à  X  par  intervalles  égaux  à  ùx  ;  on 
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aura  ainsi  cette  expression  de  V 

(6)  V=  f   da:  f    (Z-^Zo)<r. 

Au  lien  d'opérer  comme  nous  l'avons  fait,  on  peut  com- 
mencer par  faire  la  somme  des  éléments  (Z  —  ^o  )  £^^y 
en   supposant  jr  et    ùjr    constants;    on    obtient  ainsi 

Aj-  /     (Z  —  Zo)dxy  les  limites  x'^  et  X' étant  les  ab- 

scisses  des  points  du  contour  de  Taire  P  qui  répondent  à 
l'ordonnée  j-;  ensuite,  en  désignant  pary^  et  Y' les  or- 
données correspondant  aux  abscisses  auxquelles  se  ter- 
mine le  contour  de  l'aire  P,  on  aura,  pour  le  volume  V, 

Y'  X' 

(7)  ^=  f    dx  f    [Z^z,)dx. 

Si  l'aire  P  est  celle  d'un  rectangle  dont  les  cAtés  soient 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y^  il  est  évident  que 
Ton  aura 

x^  =  Xq,     X  :^  X,    y^  =^»     Y^  =  Y, 
et  conséquemment 

Ç    dxÇ   {Z^z,)dy=  f  djr  f  [Z-z,)dx, 

d'où  l'on  conclut  ce  théorème,  déjà  établi  (n^  "(81), 
savoir  : 

Lorsqu  'il  s' agit  d  *  intégrer  l'expression  (Z — z^)  dx  dj 
entre  les  limites  x^j^de  x  et  entre  les  limites  y^ ,  Y  de  y, 
on  peut  exécuter  les  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, pourvu  que  les  limites  relatives  à  chaque  inté- 
gration soient  indépendantes  de  la  variable  à  laquelle 
se  rapporte  l'autre  intégration. 
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583.    DéTERMINATION  DU  VOLUME  TOTAL  d'uN  COUPS. 

Nous  supposerons  que  la  surface  du  corps  ne  soit  rencon- 
trée par  une  droite  qu'en  deux  points  ;  le  cas  contraire 
peut  facilement  se  ramener  à  cette  hypothèse.  L'aire  P  esl 
évidemment  ici  la  trace  sur  le  plan  xy  du  cylindre  pa- 
rallèle aux  z  et  circonscrit  à  la  surface  du  corps  ;  c'est 
aussi  ce  que  l'on  nomme  le  contour  apparent  du  corps 
sur  le  plan  xy.  Les  ordonnées  z^,  Z  seront  données  par 
l'équation 

qui  appartient  à  la  surface  du  corps  ;  les  points  de  cette 
surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  z 
satisfont  à  l'équation 

dY 

et  l'élimination  de  z  entre  les  deux  précédentes  équations 
fera  connaître  l'équation 

f[x,x]z=o 

du  contour  de  l'aire  P;  c'est  de  cette  dernière  équation 
qu'on  tirera  les  valeurs  de  y^  et  de  Y.  Quant  aux  limites  x© 
et  X  de  l'intégration  relative  à  Xy  elles  sont  les  abscisses 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  plan  yzj  et  l'on  a,  pour  ces  points,  les 
trois  équations 

F(.r,^,3)  =  0,       -  =  0,      -=0. 

584.  Supposons  que  les  éléments  a  du  n°  581  soient 
déterminés  par  une  famille  de  circonférences  ayant  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées  et  par  les  rayons  issus 
de  cette  origine.  Soient  /9  et  |0  +  AjO  les  rayons  de  deux 
circonférences  infiniment  voisines,  u,  a>4-  Au  les  angles 
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de  deux  rayons  infiniment  voisins  ;  on  aura 

et  Ton  peut  écrire,  en  négligeant  Ap^, 

V  =  lim  \  (Z  —  Zq )  P Ap A». 

Commençons  par  prendre  la  limite  de  la  somme  des 
éléments  (Z  —  «o)  P^p^^>  en  supposant  «  et  Aco  con- 
stants.  Si  l'origine  des  coordonnées  est  extérieure  à 


l'aire  P,  et  que  les  rayons  issus  de  cette  origine  ne  ren- 
contrent le  contour  qu'en  deux  points,  le  résultat  sera 

Ao)  /     (Z  —  Zq)  pdpf  et  il  exprimera  l'élément  du  vo- 

lume  V  projeté  sur  la  partie  moMM'm'^  que  déterminent 
dans  l'aire  P  les  rayons  correspondants  aux  angles  co, 
(ù  +  A(ù,  Il  reste  à  prendre  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  de  ces  éléments  quand  co  varie  par  degrés  égaux 
à  Aoi>  entre  leslimites  a>o,  Q  qui  répondent  aux  rayons  Oju, 
Ov  auxquels  se  termine  l'aire  P.  On  a  ainsi 

V=  f    doi  f     (Z  — «o)p^p. 

Si  l'origine  des  coordonnées  est  dans  l'intérieur  de 
l'aire  P,  il  est  évident  que  la  première  intégration  devra 
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être  faite  à  partir  de  zéro  jusqu'à  la  valeur  R  qui  con- 
vient au  contour  de  P,  et  que  les  limites  de  la  deuxième 
intégration  seront  o  et  2  tt.  On  a  ainsi 


585.  Exemple  I.  —  Je  prendrai  pour  premier  exemple 
de  la  théorie  qui  précède  le  problème  que  nous  avons 
déjà  résolu  au  n°575.  Il  s'agit  de  déterminer  le  volume  V 
compris  entre  les  surfaces  dont  les  équations  sont,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

L'aire  P  est  évidemment  ici  celle  du  triangle  rectangle 
formé  par  l'axe  des  Xy  l'axe  des  j'  et  la  trace  du  plan 
X  -h y  -h  z  =  a  sur  le  plan  xy  ;  cette  trace  a  pour  équa- 
tion X  4- j  =  a,  et  l'on  a 

L'ordonnée  Zq  est  nulle,  c'est  la  valeur  fournie  par  la 
troisième  des  équations  précédentes;  les  deux  autres 
donnent 

z= — >     z^=:a  —  X — r, 
a 

et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs  de  z  doit  évidemment 
être  prise  pour  Z  dans  la  formule 


=r^x 


a— X  I 


Zdy. 


Ainsi  l'on  a  Z  =  —  tant  que 


—-<«  — •^— r     ou    jr<;_l_^ [, 
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et,  au  contraire,  Z=  a  —  x — j  tant  que 


par  conséquent, 

a(a— x) 

r 

fl-f-X 

2      {a-h.r^*           1     (a-Hx)* 

I  X  (  fl  —  .r)* 

'j       a  -h  X 

et 

__,/-.rf«       ■'•^».__/.7        ,      A. 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  au  n'*  57o.  On  voit  que  le  vo- 
lume Y  se  compose  de  deux  parties,  dont  l'une  est  limitée 
par  le  paraboloïde  donné,  l'autre  par  le  plan  donné. 

586.  Exemple  IL  —  Etant  donné  le  cjlindrc  dont 
l'équation  est  y^-r-x^ — Ra:=  o  en  coordonnées  rec- 
tangidaires,  on  demande  le  volume  de  la  partie  com- 
prise entre  le  plan  xy  et  la  sphère  dont  l'équation  est 

Si  l'on  introduit  les  coordonnées  polaires  p  etco  au  lieu 
de  X  et  j^,  la  sphère  aura  pour  équation 

et  l'équation  de  la  trace  du  cylindre  sera 

p  =  R  cosa». 
L'expression  du  volume  demandé  sera  donc,  en  n'en 
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prenant  d'abord  que  la  moitié  et  en  doublant  ensuite^ 


l'intégrale  /  v^R^ — P^P^P  ^^t  égale  à 

I  i 

—  ^  (R*— p")*  -f-const.; 

donc 

Y=|r»  I     (i  — 8in»»)A> 


o 


=  -R'l«  (i  —  sinoj  +  sînucos*»)^^»; 


on  a 


I  (1  — 8in6>-h8inMCOs'w)</w  =  w-f-cosw  —  xcos'u+const.; 


donc 


3  Q 


L'excès  de  la  demi-sphère  ^ttR'  sur  la  partie  a  V  du 

cylindre  indéfini  comprise  dans  son  intérieur  est  donc 

égale  à?R». 
^  9 

Sur  l'application  des  formules  précédentes  à  des 

questions  diverses. 

587 .  La  considération  des  volumes  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  la  solution  de  questions  diverses  ;  on 
en  a  vu  un  exemple  au  n^  582,  où  nous  avons  rencontré 
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naturellement  une  démonstration  nouvelle  et  fort  simple 
de  la  règle  de  l'intégration  sous  le  signe  1  ,  déjà  précé- 
demment établie;  nous  présenterons  ici  deux  autres 
exemples. 

Comme  premier  exemple,  nous  indiquerons  le  pro- 
cédé dont  Poisson  a  fait  usage  pour  déterminer  la  valeur 
de  rintégrale  déGnie 


L 


dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n^  497,  et  qui 
n'est  autre  chose  que  l'intégrale  eulérienne  F  [  - 
Si  l'on  multiplie  la  précédente  intégrale  par 


£ 


e-y*dy. 


on  aura  un  produit  égal  à  F^  (  - 1 9  qui  ne  sera  autre 
chose  que  l'intégrale  double 


/>/.: 


c-('*+r  )  rij-. 


Cette  intégrale  double  exprime  le  volume  indéfini  com- 
pris entre  la  surface  dont  l'équation  est  en  coordonnées 
rectangulaires  z  =  e"^'"^'  et  le  plan  xjr.  Or,  si  l'on  sub- 
stitue aux  coordonnées  x  ^  les  coordonnées  polaires  p ,  gi>, 
l'équation  de  la  surface  sera  z  =  c^* ,  et  le  volume  que 
nous  considérons  aura  pour  expression 


'^fâ=p-X''"'^''''- 


L'intégrale  relative  à  p  étant  indépendante  de  o),  on  peut 

ï9« 
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écrire 

le  premier  facteur  a  pour  valeur  an,  le  second  est  égal 
à  -;  on  a  donc 

comme  on  Ta  déjà  trouvé  par  d'autres  considérations. 

588.  Comme  deuxième  exemple,  nous  nous  propo- 
serons de  démontrer  une  formule  curieuse,  dont  Lejeune- 
Dirichlet  a  fait  usage  dans  un  de  ses  Mémoires  ;  cette  for- 
mule est  la  suivante  : 

f  dr  f  f{.T,y)dx=^  f  dy  f  /U,})rix; 

*/o  *^o  ^o  ^ y 

f{xj  y)  y  désigne  une  fonction  quelconque  qui  reste 
finie  entre  les  limites  des  intégrations.  Il  s'agit  donc  ici 
d'une  intégrale  double  dans  laquelle  l'intégration  relative 
ky  doit  être  effectuée  entre  des  limites  qui  ne  sont  pas 
toutes  deux  indépendantes  de  l'autre  variable,  et  où  Ton 
peut  cependant  intervertir  l'ordre  des  deux  intégrations. 
Pour  démontrer  la  formule  de  Dirichlet,  il  suffit  de  con- 
sidérer j:,j^  eif[Xyj)  comme  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires d'une  surface  ;  alors  on  voit  de  suite  que  cha- 
cune des  deux  intégrales  doubles  exprime  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  le  plan 
des  xj  et  les  trois  plans  perpendiculaires  à  ce  dernier, 
dont  les  équations  sont  j^  =  o,  x  =  a,  ^  =  x. 

De  l'aire  des  surfaces  courbes. 

589.  On  ne  peut  comparer  à  une  ligne  droite  qu'une 
autre  ligne  droite  ou  une  somme  de  telles  lignes  ;  aussi 
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nous  avons  dû  définir  avec  précision,  dans  le  Calcul  dif- 
férentiel, la  longueur  rectiligne  qu'on  nomme  longueur 
d'un  arc  de  courbe.  Nous  emploierons  ici  des  considé- 
rations analogues  pour  définir  ce  que  nous  entendons  par 
aire  d  une  portion  déterminée  de  surface  courbe. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  portion  de  surface 
courbe  dont  il  s*agit  soit  limitée  par  un  contour,  car, 
si  le  contraire  avait  lieu,  et  qu'il  fût  question  de  la  sur- 
face totale  d'un  corps,  on  serait  dans  le  cas  d'un  con- 
tour infiniment  petit;  d'ailleurs  rien  n'empêcherait  de 
décomposer  la  surface  en  deux  ou  en  un  plus  grand 
nombre  de  parties  ;  ce  que  nous  allons  dire  de  chaque 
partie  s'appliquera  alors  naturellement  à  l'aire  totale, 
qui  sera  la  somme  de  ces  parties. 

Soit  une  portion  de  surface  courbe  terminée  par  un 
contour  C;  nous  nommerons  aire  de  cette  surface  la 
limite  S  vers  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface  pofyé^ 
drale  inscrite  formée  de  faces  triangulaires  et  terminée 
par  un  contour  polygonal  F  ayant  pour  limite  le  con- 
tour C. 

Il  faut  démontrer  que  la  limite  S  existe  et  qu'elle  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  décroissent  les 
faces  de  la  surface  polyédrale  inscrite. 

Nous  rapporterons  la  surface  à  trois  axes  rectangu- 
laires, et  nous  choisirons  le  plan  xj  de  manière  qu'il  ne 
soit  perpendiculaire  à  aucun  des  plans  tangents  menés 
à  la  surface  par  les  points  situés  sur  le  contour  C  ou 
dans  l'intérieur  de  ce  contour;  on  peut  toujours  pro- 
céder ainsi  en  décomposant,  s'il  est  nécessaire,  la  portion 
de  surface  considérée  en  plusieurs  parties,  et  en  regardant 
l'aire  totale  comme  égale  à  la  somme  des  aires  des  parties. 
Cela  posé,  soit  C  la  projection  du  contour  C  sur  le  plan 
dcsx/  ;  inscrivons  dans  le  contour  C  un  polygone  F' dont 
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les  côtés  soient  tous  infiniment  petits,  et  décomposons  ce 
polygone  P  en  éléments  triangulaires  a  dont  les  trois 
côtés  soient  infiniment  petits.  Les  arêtes  du  prisme 
triangulaire  qui  a  pour  base  a,  et  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  à  Taxe  des  z,  rencontreront  la  surface  courbe 
en  trois  points,  et,  si  Ton  joint  ces  points  deux  à  deux, 
on  obtiendra  un  triangle  qui  sera  Tune  des  faces  de 
la  surface  polyédrale  que  nous  voulons  inscrire;  Taire 

de  ce  triangle  sera  égale  à  — ri  0  étant  l'angle   que 

forme  le  plan  du  triangle  avec  le  plan  xy^.  D'après  cela, 
si  Ton  désigne  par  P  Taire  totale  de  la  surface  polyé- 
drale inscrite,  on  aura 


=s 


a 

CCS  9 


Mais,  si  Ton  nomme  ^  l'angle  que  forme  avec  le  plan  xy 
le  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  l'un  des  sommets 

du  triangle  inscrit  dont  l'aire  est  — t>  il  est  évident  que 
l'on  aura 


I 


=  ::::7?(ï -+-')• 


cosO      cosi; 
c  désignant  un  infiniment  petit  ;  on  peut  donc  écrire 


*  '  ^  cosÇ      ^ 


oc 

cosC 


L'ordonnée  z  de  notre  surface  est  une  fonction  déter- 
minée des  variables  x  eiy;  cos^*  est  aussi  une  fonction 
des  deux  mêmes  variables.  Considérons  alors  la  surface 
dont  l'ordonnée  Z  a  pour  valeur 


Z=-^' 


cosÇ' 
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désignons,  en  outre,  par  Y  le  volume  limité  par  cette  sur- 
face et  par  le  plan  xy  dans  le  cylindre  parallèle  à  Tas^e 
des  z  et  qui  a  pour  base  C^  on  aura  (n°  581) 

(ï)  V—  limV  Z«  =  lira  V  -^. 

^    '  ^  ^  cosÇ 

Donc  la  première  des  sommes  de  la  formule  (i)  a  pour 
limite  V;  il  s'ensuit  (n^  9)  que  la  deuxième  somme  a 
zéro  pour  limite,  et  Ton  a,  en  conséquence, 

(3)  iimP  =  V    ou     S  =  V, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

590.  Mais  la  formule  (a)  subsiste  ( n^ 581  )  quelle  que 
soit  la  figure  des  aires  infiniment  petites  a  ;  on  aura  donc, 
pour  toute  décomposition  de  Taire  C^  en  éléments  a  infi- 
niment petits  dans  tous  les  sens, 


(4)  Sr^liniV-" 

^    '  ^  cos 


Soient  ^o  6t  ^i  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  ^  pour  les  différents  points  situés  dans  Tinté- 
rieur  du  contour  C;  la  formule  précédente  donnera 

s  =  — ^'1^°™  7  «  =  -— :7» 

cos  ^         ^^  cos  V 

en  désignant  par  ^'  un  angle  compris  entre  {^o  et  ^i,  et 
par  A  Taire  limitée  par  le  contour  C.  Supposons  que 
Taire  A  se  réduise,  à  un  élément  a  infiniment  petit  dans 
tous  les  sens  ;  S  se  réduira  aussi  à  un  élément  infiniment 
petit  a,  et  Ton  aura 


<osÇ' 
Soit  (^  Tangk  formé  avec  le  plan  des  xy  par  le  plan  tan- 
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gent  en  un  point  quelconque  de  Télément  g;  on  aura 


cosÇ        cosÇ 
Y}  étant  un  infiniment  petit  ;  donc 

(5)  o.:=_!L(,-f-^). 
^    '  cosÇ  ^  ' 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  (4)  subsiste  lors 
même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  proposée  serait,  en 
quelquespoîntsducontourC, perpendiculaire  au  plan  j:^  ; 
en  effet;  cette  circonstance  n'aura  plus  lieu  si  Ton  substitue 
au  contour  C  un  autre  contour  Co  infiniment  voisin,  con- 
venablement choisi  ;  désignant  alors  par  So  Taire  com- 
prise dans  le  nouveau  contour  et  par  V^  le  volume  déter- 
miné comme  on  Ta  expliqué  au  n^  589,  on  aura 

cette  égalité  subsiste  quand  le  contour  Co  varie  et  tend 
vers  la  limite  C  ;  d'ailleurs  S©  tend  alors  vers  la  limite  S  ; 
on  obtient  donc  l'égalité  (3)  en  passant  à  la  limite.  Quelle 
que  soit  l'aire  terminée  par  le  contourC,  on  peut  toujours 
la  décomposer  en  parties  telles  que  le  plan  tangent  delà 
surface  ne  soit  perpendiculaire  au  plan  xy  que  pour 
des  points  situés  sur  les  contours  partiels;  il  en  résulte 
que  la  formule  (4)  convient  à  tous  les  cas, 

591 .  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  d'une  surface 
définie  par  son  équation  entre  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires x,yy  z.  Soit 

(6)  dz=zpdx  -h  qdy, 

p  et  q  étant  des  fonctions  données  de  x  et  ^  ;  on  aura 

'(n«254) 

cosÇ  ^ 
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Supposons,  ce  qu'il  est  toujours  possiJble  de  réaliser, 
que  le  contour  C  de  la  projection  de  Taire  S  à  évaluer 
ne  soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  les  parallèles 
aux  y  ;  alors  l'aire  S ,  égale  au  volume  V,  aura  pour 
expression  (n°  882) 

(7)  S=  r  dxÇ    ^7T>~'4^rfr; 

y^  et  Y  désignent  les  ordonnées  y  du  contour  G'  qui 
répondent  à  l'abscisse  x  ;  x^  et  X  sont  les  abscisses  cor- 
respondant aux  ordonnées  qui  limitent  le  contour.  On 
peut  écrire  aussi 

(8)  S==  f    d^r   f    ^T-hp^'hq^dx; 

mais  ici  Xo  et  X  désignent  les  abscisses  des  deux  points 
du  contour  qui  répondent  à  un  même  y,  tandis  que  yo 
cl  Y  sont  les  ordonnées  correspondant  aux  deux  ab- 
scisses qui  limitent  le  contour  C. 

392.  11  est  quelquefois  avantageux  de  substituer  aux 
coordonnées  x^y  les  coordonnées  polaires  p,  o).  On  a 

et  Ton  peut  prendre  pùp^tù  pour  l'élément  a  (n°  584). 
Alors,  si  l'origine  des  coordonnées  est  extérieure  au  con- 
tour C,  et  que  chaque  rayon  p  ne  rencontre  le  contour 
qu*en  deux  points,  on  aura 

<="       ^ =f'-"f'& 

po  et  R  étant  les  rayons  des  points  du  contour  C  qui 
répondent  à  une  même  valeur  de  o),  et  coo,  Q  désignant 
les  valeurs  de  co  qui  répondent  aux  rayons  limites  du 
contour.  Cette  formule  est  encore  applicable  au  cas  où  le 
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contour  C  serait  formé  de  deux  contours  partiels  inté- 
rieurs Tun  à  l'autre,  l'origine  étant  dans  Tintérieur  du 
plus  petit  contour  et  la  surface  S  à  évaluer  ayant  pour 
projection  l'espace  compris  entre  les  deux  contours; 
dans  ce  caS|  on  a  évidemment  ci)o=  o,  Il  =  2ir  et 

»a«         ^R      , 


(lo)  ^—  I     ^"  / 


cosÇ 

Si  le  plus  petit  des  deux  contours  dont  on  vient  de 
parler  se  réduit  à  l'origine  des  coordonnées,  on  a  jOo  =  o, 
et  la  formule  (lo)  devient 

pdp 


(il)  s= f  rf»r 


cosC 


Le  cosinus  de  l'angle  1^  s'exprime  facilement  en  fonc- 
tion des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  p  et  a>. 
On  a 

dx  =  dp  cos&>  —  p  sin fii>^&>,     dy  zn  dp  sinca  -+-  p  cosw d(ù\ 

la  formule  (6)  donne  alors 

dz  ,  i  dz 

-<-  =  p  cosw  -^  q  smw,      -  -—  •=.  —  p  smeA  -f-  n  cosu; 

Op  p  0(ù 

élevant  au. carré  et  ajoutant,  il  vient 


par  suite 


cosÇ 

On  a  donc 


=\A-'-(^;)'-(ër 


en  se  dispensant  d'indiquer  les  limites  des  intégrales^ 
afin  d'embrasser  tous  les  cas. 
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Cas  des  surfaces  de  résolution. 

593.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution^  Tîntégrale 
double  qui  exprime  Taire  de  la  zone  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  se  réduit  immédiatement  à 
une  intégrale  simple. 

Soit  CM D  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy  situés  dans  un  plan,  et  supposons  que  Ton 
demande  l'aire  S  de  la  zone  engendrée  par  Tare  CD 
tournant  autour  de  l'axedesx.  Considérons  d'abord  le  cas 


u 


B 


OÙ  Pordonnée  j^  de  la  courbe  est  constamment  croissante 
ou  décroissante  quand  on  passe  d'une  extrémité  à  l'autre 
de  l'arc  CD  ;  l'aire  demandée  S  aura  pour  projection,  sur 
le  plan  perpendiculaire  à  Oa?,  l'espace  compris  entre  les 
deux  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  avec  les 
ordonnées  CA  =  roi  DB  =  Y  des  extrémités  de  l'arc.  On 
peut  donc  appliquer  ici  la  formule  (lo)  du  n^592  en  écri- 
vante^ au  lieu  de  p  et  en  prenant  pour  ^  l'angle  du  plan 
tangent  à  la  surface  avec  le  plan  perpendiculaire  à  Ox  ; 
on  a  ainsi 


cos( 


Or,  par  la  nature  de  la  surface,  X^  ne  dépend  pas  de  w; 
on  peut  donc  faire  sortir  le  facteur  \     — -^  du  si^ne  | 
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relatif  à  &>,  et  Ton  a 


H>xf/^.-£ 


cosÇ 


Y9  •'r« 

le  plan  tangent  d'une  surface  de  révolution  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  méridienne,  ^  est  l'angle 
formé  par  la  tangente  de  celte  méridienne  avec  Taxe  des  j  ; 


=z  -'-  "^^ 
Tare  de  la  courbe.  On  a  ainsi 


par  conséquent)  cos^=:  z!z  -'->  cf^étantla  différentielle  de 


'^     ds 


±:27r  /    y^dx. 


le  signe  ±i  devant  être  remplacé  par  le  signe  de  Y — Jq  ; 
si  :ro  et  X^oTo  désignent  les  abscisses  qui  répondent 
aux  ordonnées  yof  Y,  on  pourra  écrire  aussi 


s  =  27r  (      y  ---dx. 


Il  est  évident  que  cette  dernière  formule  subsistera 
quel  que  soit  Tare  de  courbe  CD,  car  on  peut  toujours 
décomposer  l'arc  CD  en  parties  telles  que  de  l'une  des 
extrémités  à  l'autre  de  chaque  partie  l'ordonnée  varie 
dans  le  même  sens.  Notre  formule  s'appliquant  à  chaque 
partie,  elle  s'applique  aussi  à  leur  somme. 

594.  On  peut  établir  directement  la  formule  que  nous 
venons  d'obtenir.  Effectivement,  inscrivons  dans  l'arc  CD 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  soient  infiniment 
petits.  Chacun  de  ces  côtés  MM'  engendrera  un  tronc  de 
cône  ;  inscrivons  dans  chaque  tronc  de  cône  une  surface 
polyédrale  formée  de  faces  quadrangulaires  dont  deux 
côtés  soient  des  arêtes  infiniment  voisines  du  tronc  de 
cône  ;  chacune  de  ces  faces  étant  ensuite  décomposée  en 
triangles  par  une  diagonale,  nous  aurons  une  surface  po- 
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lyédrale  qui  sera  inscrite  à  la  fois  dans  la  surface  de 
révolution  proposée  et  dans  la  surface  composée  des  troncs 
de  cône  inscrits.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  demandée  S 
est  égale  à  la  limite  de  la  somme  des  surfaces  des  troncs 
de  cône.  Or,  si  x^y  désignent  les  coordonnées  du  point  M, 
X  H-  Ax,  y  -H  ^y  celles  du  point  M',  la  surface  engen- 
drée par  MM'  sera 

ir  f  ^  4-  —  j  v/Ax*  -h  A7* 

ds        ,  , 

aîTj--  A.r  i4-«), 

u.r. 

en  désignant  par  s  Tare  de  la  courbe  et  par  z  un  infini- 
ment petit.  D'après  cela,  on  a 


2 
ou 


ou 


S  :=  lim  \  27r  r  -7-  Ao? 
Z^      '^  dx 


ds    . 

895.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution. — Cher- 
chons Faire  d'une  zone  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Soit 

a»  "'"  ^  ^  ' 

l'équation  de  l'ellipse  qui  engendre  la  surface  en  tour- 
nant autour  de  l'axe  des  x  ;  on  a 

ds         b z 

-^  dx        a^^  ^  ' 

L'aire  engendrée  par  l'arc  compris  entre  l'extrémitâ 
du  demi-axe  i  et  le  point  qui  répond  à  l'abscisse  x  sera 

S=27r—    /      sjià—[u^^  b*).r^tlx', 

il  convient  de  distinguer  les  cas  de  a >  è  et  de  a<^b. 
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Sia'^b,  Felllpsoïde  est  de  révolution  autour  du  grand 
axe  ;  on  a 

1 


i    y^«'  — (a*  — ^»«)j:Vx 


donc 


«*  y/g*— (fl*— 6«).rg  ^ 


arccos  , 

a' 


1 > i ! ^  ^—  arc  coa ^— r ^ — . 


S  = 1 ' 1 — arccos 


a 


t  '     /"";; 7Z  ^« 


v/a*  -  6«  «' 


Si  Ton  veut  l'aire  totale  de  Tellipsoïde,  il  faut  faire  x=a 
et  doubler  ensuite  le  résultat-,  il  vient  ainsi 

S  =  aTTÔ'  -i -^  arccos  -> 


ou,  en  posant  b  =  a  cos  -» 


• 


Si  b  =  a^  7  =  Oy  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère, 
et  l'on  retrouve  la  formule  connue  S  =  4^û*» 

Supposons  en  second  lieu  a<^b]  dans  ce  cas  l'ellipsoïde 
est  de  révolution  autour  du  petit  axe,  et  l'expression 
de  S  est 

Srr:^    r    ^a*  +  (  6* -^  a»  )  x«  ^ir 
OU 


S  = ï ^ ^ h     ^  log  — ï j î^ £ —  1 

faisant  x  =  a  dans  cette  formule,  et  multipliant  ensuite 
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par  2,  on  obtient  l'aire  totale  de  Tellipsoïcle,  savoir 


Jb^  —  «« 


si  l'on  pose 


la  formule  précédente  deviendra 

S  =  27rô«ri-+-7-7-— ^ — -ri, 

ce  qui,  pour  i  =  a  ou  y  =  o,  se  réduit  à  Jittà^j  expres- 
sion relative  à  la  sphère. 


jipplications  de  la  méthode  pour  la  détermination  de 
Voire  des  surfaces  courbes  quelconques. 

596.  Problème  L  —  Trouver  l'aire  d*un  triangle 
sphérique. 

Un  triangle  sphérique  pouvant  se  décomposer  en  deux 
triangled  rectangles  par  un  arc  de  grand  cercle  abaissé 


d'un  sommet  perpendiculairement  sur  le  côté  opposé,  il 
nous  sufïira  d'examiner  le  cas  du  triangle  rectangle. 
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Soit  le  triangle  sphérique  ABC,  rectangle  en  A,  que 
nous  rapporterons  à  trois  axes  rectangulaires  passant  par 
le  centre  de  la  sphère  ;  nous  prendrons  pour  plan  des  xy 
le  plan  du  côté  AC,  et  nous  ferons  passer  l'axe  des  x  par 
le  sommet  C.  La  ligne  OA  est  la  trace  du  plan  du  côté  AB 
sur  le  plan  xy^  et,  si  Ton  abaisse  du  sommet  B  la  perpen- 
diculaire BP  sur  OA,  l'arc  de  cercle  BC  se  projettera  sui- 
vant un  arc  d'ellipse  CP  ;  il  s'agit  donc  de  trouver  l'aire 
de  la  portion  de  sphère  qui  se  projette  à  l'intérieur  du 
triangle  curviligne  ACP. 

L'équation  de  la  sphère  est 

a 

et  celle  du  plan  du  côté  BC  est 

a  — jtangC, 

C  étant  l'angle  au  sommet  du  même  nom  dans  le  triangle. 
En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  précédentes,  on 
a  l'équation  de  l'ellipse  GP,  savoir 

cos^C 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  x  et  y  par  les  valeurs 
pocosci),  i^osinco, 

RcosC 

V^  1  —  sin*  C  cos*  w 

Le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  de  la 

sphère  avec  le  plan  xy  est  —  ou  - — - — ^  9  et  l'élément  de 

la  surface  sphérique  est      ^  '  L'intégration  relative 

à  p  doit  être  faite  depuis  la  valeur /^o»  qui  convient  à  Tel- 
lipsCy  jusqu'à  jo  =  R  ;  celle  relative  à  &>  doit  être  faite 
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depuis  w  =  o  jusqu'à  w  =  —  >  J  étant  la  longueur  du 
côté  AC;  ainsi  l'expression  de  Taire  demandée  S  est 


Oaa 


R'sînCsinci) 


sin'Ccos'«>> 


donc 


Jo     VI  —  sin*  C  ces*  M 


L'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  sous  le  signe  /  est 
•— R^arcsin  (sinC  cosco)  -H  const.  ;  on  a  donc 

S  =  R*  j  C  —  arcsin  (  sinCcos  ^  )  h 

mais,  par  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique, 
sinGcos^estégalàcosBouàsinf Bjj  et,  par  suite, 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

597.  Problème  II.  —  Etant  donnée  la  sphère  qui  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

s.  —  Cale,  inc.  ao 
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trouver  l'aire  de  la  portion  de  cette  sphère  gui  se  projette 
sur  le  plan  xy^  dans  l'intérieur  de  la  courbe  dont  V équa- 
tion en  coordonnées  polaires  est 


P— y-(ï-taiig«M). 


L'élément  de  la  surface  sphérique  est,  comme  dans  le 
problème  précédent,  et  à  cause  de  R  =  i, 


fydpdi 


fù 


v/.-p' 


La  courbe  donnée  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 
des  X  et  des^;  il  suffit  donc  de  déterminer  Taire  sphé- 
rique qui  se  projette  sur  l'un  de  ses  quadrants,  celui  qui 

répond  aux  valeurs  de  w  comprises  entre  o  et  j  •  Le  rayon 
vecteur  de  cette  courbe  est  plus  grand  que  i  pour  les  va- 
leurs de  0)  comprises  entre  o  et  ^9  mais  il  est  inférieur  à 

I  pour  les  valeurs  de  o)  comprises  entre  r^  et  -7  ^  donc  Taire 

que  nous  avons  à  évaluer  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir celle  qui  se  projette  sur  le  secteur  circulaire  dont 

Tangle  est  ^9  et  celle  qui  se  projette  sur  le  segment  de  la 

courbe  donnée  dont  la  corde  fait,  avec  Taxe  des  Xy  Tangle 

?T*  Pour  la  première  partie,  les  intégrations  devront  être 

faites  dep  =  o  à|0  =  i  et  de  ti)  =  oàa)=^-,  pour  la 
deuxième  partie,  Tintégration  relative  à  p  doit  être  faite 

de  p  =  o  à  p  =  i /-  (1  —  tangue»))  et  celle  relative  à  ci)  de 
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cd  =  ^  a  w  =  -7  •  Un  a  ainsi 
6  4 


ic  X  13 

J/»ï  /»!  •  /»-  r*\-{i  — tantôt») 

0  Jo      VI  — P"  ./tî  «/p 


^i-p^ 


"i'/V^'*"^'"""^^"' 


or 


/^       3     ddi 
2  COS*»  /*       2COS6)^(U 


La  première  intégrale  a  pour  valeur 


i/ -  log (  tangu  -h  i/ tang*&»  —  0  )  -*-  const., 


et  la  seconde 


^logl  sino)  -h  i /sin'w  —  7  )  ^-  const.; 


on  conclut  de  là 


S=  ^  4.  ^2log(v/i  + i)  -  y/|log(v/3 -l-v/ï). 


Formule  générale  pour  la  détermination  de    l'aire 

des  surfaces. 

598.  Considérons  d^abord  le  cas  d^une  aire  plane 
limitée  par  un  contour  C,  et  supposons  que  les  équa-* 
lions  ^ 

(i)  a  =  «,     9=zp, 

ao. 


1 


3o8  CALCUL    INTÉGBÀL. 

dans  lesquelles  uets^  désignent  deux  fonctions  des  coor- 
données X  et  ^,  a  et  j3  deux  paramètres  variablesy  repré- 
sentent deux  séries  de  lignes  telles  que  par  chaque 
point  de  Tintérieur  du  contour  G  on  puisse  mener  une 
ligne  de  chaque  système;  nous  admettrons  que  ces 
lignes  ne  rencontrent  le  contour  G  qu'en  deux  points. 
Les  équations (i),  résolues  par  rapport  à  x  ety^  donnent 

(a)  *=/(«,  p),     r=/i(«>l3). 

On  obtient  une  ligne  de  la  première  série  en  faisant 
varier  dans  ces  formules  le  paramètre  |3,  après  ayoir  at- 
tribué à  a  une  valeur  déterminée  ;  de  même  la  variation 
de  a,  le  paramètre  |3  demeurant  fixe,  donne  une  ligne  de 
la  seconde  série.  Divisons^  comme  au  n*'  SSl,  Taire  S  en 


parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
des  lignes  a  et  (3;  Taire  S  sera  la  limite  de  la  somme  def 
quadrilatères  ABA|B|  déterminés  par  les  lignes  qui 
correspondent  aux  valeurs  «,«-+-  A«,  j3,  |3  -H  ^|3  des 
deux  paramètres.  Pour  évaluer  Taire  du  quadrilatère 
ABA|6|,  nous  supposerons  d'abord  que  les  accroisse- 
ments Aa,  A{ï  ne  sont  pas  indépendants  Tun  de  l'autre, 
mais  que  leur  rapport  reste  voisin  d'un  nombre  fixe,  de 
Tunilé  par  exemple;  alors,  Aa  étant  pris  pour  infini- 
ment petit  principal,  A(3  sera  du  premier  ordre.  Menons 
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au  point  A  la  tangente  à  la  courbe  AA| ,  que  Ton  obtient 
par  la  variation  du  paramètre  a  ;  la  distance  de  chaque 
point  de  cet  arc  à  la  tangente  en  A  est  une  quantité  du 
second  ordre,  et  l'arc  est  compris  entre  deux  parallèles 
à  la  tangente,  dont  la  distance  est  du  second  ordre. 
Pareillement,  Tare  BB|  est  compris  entre  deux  paral- 
lèles à  la  tangente  en  B  à  cet  arc,  et  dont  la  distance  est 
aussi  du  second  ordre.  Remarquons  maintenant  que 
l'angle  des  tangentes  en  A  et  B,  étant  du  premier  ordre 
par  rapport  à  Aj3,  est  encore  du  premier  ordre  par 
rapport  à  ùx.  En  opérant  de  même  pour  les  arcs  AB, 
A|B|,  on  obtiendra  deux  parallélogrammes  entre  les- 
quels sera  comprise  l'aire  o)  du  quadrilatère  ABA|B|. 
Les  sommets  des  deux  parallélogrammes  sont  distants 
respectivement  des  points  A,  B,  A| ,  B|  de  quantités  du 
second  ordre  :  leurs  côtés  ne  différent  donc  des  cordes 
AA|,  AB  ou  des  arcs  AAi,  BB|  que  de  quantités  du  se- 
cond ordre.  Représentons  par  s^  et  52  les  arcs  des 
courbes  comptés  à  partir  de  deux  origines  fixes,  par  1 
l'angle  des  tangentes  à  ces  deux  courbes  au  point  A; 
Taire  du  quadrilatère  ABAjBi  pourra  être  représentée 
par  la  formule 

dans  laquelle  e  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec 
ùa  et  Ap. 

Revenons  au  cas  où  Aa  et  A^  sont  des  quantités  infi- 
niment petites  indépendantes.  Pour  chaque  système  de 
valeurs  de  A«  et  de  A(3,  on  pourra  déterminer  deux 
nombres  entiers  p  et  q  tels  que  la  différence  des  rap- 
ports --^>  -  soit  moindre  qu'un  nombre  donné,  et,  si 

l'on  fait  Aa  =  pA'a,  A(3==^A'(3,  le  rapport  -7^  sera 
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voisin  de  Tunité.  A  l'aide  des  lignes  des  deux  systèmes, 
qui  correspondent  à  des  variations  égales  à  A'a  ou  ù!^ 
des  deux  paramètres,  divisons  le  quadrilatère  ABA|B| 
en  pq  quadrilatères,  à  chacun  desquels  on  pourra  appli- 
quer la  formule  (3).  Lorsque  Aa  et  A|3  sont  petits,  les 

valeurs  de  -—  -;^  sini  relatives  aux  nouveaux  quadrila- 
do:   dp  * 

tères  diffèrent  peu  de  celle  qui  correspond  au  point  A^ 

la  formule  (3)    est    donc   applicable   au    quadrilatère 

ABAfBo  et  Ton  a 

et,  par  conséquent, 

en  se  dispensant  d'écrire  les  limites.  Si  Ton  veut  com- 
mencer rintégration  par  rapport  à  |3,  il  faudra  prendre 
pour  limites  les  valeurs  [3o  et  B  qui  répondent  aux 
points  où  la  courbe  u  =  a  rencontre  le  contour;  on  in- 
tégrera ensuite  par  rapport  à  a  enti*e  les  valeurs  a^,  A 
relatives  à  celles  des  courbes  a  qui  limitent  le  contour. 
Ainsi  Ton  aura 

La  formule  précédente  se  simpliGe  lorsque  les  deux 
familles  de  courbes  employées  forment  un  système 
double  orthogonal.  On  a  effectivement  sini  =  i,  dans 
ce  cas. 

599.  Considérons  maintenant  une  portion  S'de  surface 
courbe  limitée  par  un  contour  G.  Divisons  l'aire  S'  en 
parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
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des  lignes  définies  par  les  équations 

(5)  «  =  «,     i'  =  p, 

dans  lesquelles  u  et  i^  sont  des  fonctions  des  coordon- 
nées X,  j,  z,  et  a,  /3  deux  paramètres  variables.  Les 
équations  (5),  jointes  à  celle  de  la  surface,  permettent 
d'exprimer  X,  y  y  z  en  fonction  de  a  et  j3;  soit 

(6)  X=:/(«,P),      J^=/,[«,P),      Z  =/,[«,  P). 

Projetons  le  contour  C  et  les  lignes  qui  divisent 
l'aire  S'  sur  le  plan  des  xy.  Supposons  que  la  figure 
dont  nous  venons  de  nous  servir  pour  le  cas  des  aires 
planes  représente  celte  projection,  et  désignons  par  A', 
A'j,  M',  M'j,  ...  les  points  de  l'espace  qui  se  projettent 
en  A,  Af,  M,  Mf,  ....  Le  quadrilatère  ABAfBi  est  la 
projection  d'un  élément  w'  de  la  surface,  et,  si  l'on  re- 
présente par  Ç  l'angle  du  plan  tangent  en  A  avec  le  plan 
des  xy,  on  a 

cosÇ  ^  '        cosÇ  da    dp         ^  '        ^ 

n  devenant  nul  avec  dcc  et  r/{3.  Représentons  par  /,  s\ 

les  arcs  qui  se  projettent  suivant  St  et  ^2,  portons  sur 

les  tangentes  en  A'  à  ces  deux  arcs  des  longueurs  égales 

//y      ds 
à  -7-*  9  ~9  et  achevons  le  parallélogramme  ayant  comme 
du      dp  1  o  V 

côtés  adjacents  ces  deux  droites.  Le  parallélogramme  de 
l'espace  se  projette  sur  le  plan  des  xj  suivant  un  paral- 
lélogramme dont  deux  côtés  adjacents  sont  les  tan- 
gentes en  A  aux  arcs  5|,  s\  ;  d'ailleurs,  les  projections  des 

,  ds.     ds^  ,     ,       ,   dst     ds,     • 

longueurs  -^j  —  -  sont  égales  à  —  j  -rr-*  La  projection 

du  parallélogramme  du  plan  tangent  a  donc  pour  mesure 

ds*  ds^    .  I      ds*  dsq    .     .  ,  ,  , 

-7^  —  sini,  et -- — ;^sini  est  la  mesure  du  parai- 

doc.  dp  cosÇ  da  dp  '■ 
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lélogramme  du  plan  tangent.  Mais  ce  dernier  parallélo- 
gramme a  aussi  pour  mesure  -^  -^sini';  il  en  résulte 
que  l'on  a 

(')  »'=^^sini'(.+,)rfa^P, 

et,  par  conséquent,  comme  au  numéro  précédent, 


=//â 


-~  sin  idad^. 


S  désignant  maintenant  Taire  de  la  surface  courbe,  ^i,  ^3 
les  arcs  des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  i 
Fangle  des  courbes. 

Formule  générale  pour  la  détermination-  des  volumes. 

600.  La  formule  par  laquelle  nous  avons  déterminé 
le  volume  des  corps  au  n^  582  est,  dans  Thypothèse  des 
coordonnées  rectangulaires. 


xo        ^yo 


comme  Z  —  Zq  est   l'intégrale  de  la  diflTérentielIe  dz 
entre  les  limites  Zq  et  Z,  on  peut  écrire  aussi 


\  /*T  /iZ 


I     dx  j     dy  j    dz, 


'0        •'y»       ^  «0 
ou  simplement 

Y=  f  f  Cdxdjrdz, 

quand  on  juge  inutile  de  mettre  en  évidence  les  limites 
de  l'intégration.  L'expression  précédente  de  V  est  une 
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intégrale  triple  ;  elle  équivaut  à  celle-ci 

V  =  lim  \  Aa?  A/  A«, 

qui  indiqua  que  le  volume  V  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  parallélépipèdes  rectangles  infiniment 
petits  ùx  Aj  AZf  contenus  dans  le  corps,  et  détermi- 
nés par  trois  familles  de  plans  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. 

Si  au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  on  veut  em- 
ployer des  coordonnées  recti lignes  obliques,  soient  a,  i,  c 
les  angles  des  axes  Oj  et  Oz,  Oz  et  Ox,  Ox  et  Oy  ; 
posons  en  outre 

X-  =  ^i —  cos'a  —  ces* 6  —  cos*c  H-  ^cosacos^cosc; 

le  parallélépipède  oblique  dont  les  arêtes  contiguës  sont 
Ax,  Ay,  Az  aura  pour  volume  kAxAyAz^  et,  au  lieu 
des  formules  précédentes,  on  aura 


^XliraV 


Ax  A/  Az 

et 

n  r  / 

dxtfydz^ 


=^ni' 


601 .  Considérons  généralement  un  système  de  trois 
familles  de  surfaces  ayant  pour  équations 

Uy  Vy  w  désignant  des  fonctions  données  de  trois  coor- 
données rectangulaires  et  a,  (3,  y  étant  des  paramètres 
variables. 

Si  Ton  prend  dans  chaque  système  deux  surfaces  indi- 
viduelles répondant  respectivement  aux  paramètres  a  et 
of-f-Aa,  ]3  et  /3  -hAp,  7  et  y  -h  Ay,  on  déterminera  un 
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corps  que  l'on  peut  appeler  un  parallélépipède  înfi- 
nimenl  petit,  car  deux  plans  tangents  à  une  même  face 
ou  à  deux  faces  opposées  font  entre  eux  un  angle  infi- 
niment petit. 

Représentons  par  s^,  52,  s^  les  arcs  des  arêtes  curvi- 
lignes qui  passent  au  point  de  rencontre  des  surfaces 
a,  j3,  y,  l'arc  ^i  étant  mesuré  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  (3  et  y,  l'arc  s^  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  y  et  a,  l'arc  53  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  a  et  |3;  soient  enfin  a^  by  c  les  angles 
formés  par  les  tangentes  à  deux  de  ces  courbes.  La 
considération  des  distances  des  points  d'une  face  courbe 
du  parallélépipède  au  plan  tangent  en  l'un  des  points 
de  cette  face  permet  d'établir  aisément,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  à  évaluer 
Taire  d'un  quadrilatère  curviligne  infiniment  petit,  que  la 
mesure  du  parallélépipède  infiniment  petit  considéré  est 

_  ds*  fis»  ds%  ,  V    ,     ,^   , 

X---î---^--i  (i  -he]dadQdy, 
</«  d^  dy   ^  '  ^    '' 

€  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  les  trois 
accroissements  rfa,  r/(3,  dy. 

Cela  posé,  soitV  un  volume  déterminé  quelconque  ;  il 
est  évident  que  ce  volume  sera  égal  à  la  limite  de  la 
somme  des  parallélépipèdes  curvilignes  infiniment  petits 
contenus  dans  ce  corps  et  déterminés  par  les  trois  sj^s- 
tèmes  de  surfaces  dont  nous  avons  parlé.  Ainsi  l'on  aura 

^      doL  d^  dy  ^    ' 

ou 

Les  limites  des  intégrations  se  détermineront  sans  diflî- 
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culte,  comme  dans  les  cas  examinés  précédemment,  si 
la  surface  du  corps  considéré  n*est  rencontrée  qu'en  deux 
points  par  les  courbes  intersections  des  surfaces  coordon- 
nées ;  quand  le  contraire  aura  lieu,  il  sera  nécessaire  de 
décomposer  le  corps  en  plusieurs  parties  que  Ton  évaluera 
séparément. 

La  formi|le  précédente  se  simplifie  quand  les  surfaces 
coordonnées  sont  orthogonales,  car  la  quantité  A",  qui 
est  en  général  une  fonction  des  variables  or,  |3,  y,  se 
réduit  alors  à  l'unité. 

Cas  particulier  des  coordonnées  polaires. 

602.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  les  points 
de  l'espace  sont  déterminés  par  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales.  Construisons  préalablementtrois  axes  rec- 
tangulaires Ox,  O^,  Oz  ;  la  première  famille  se  com- 
posera des  sphères  qui  ont  pour  centre  l'origine  et  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  r  ;  la  deuxième  sera  formée 
par  des  cônes  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  dont 
l'angle  générateur  sera  représenté  par  0  ^  enfin  la  troi- 
sième famille  se  composera  de  plans  passant  par  Taxe 
des  z  et  faisant,  avec  le  plan  zXy  un  angle  <fi. 

Le  rayon  r  varie  de  o  à  +  oo  ;  l'angle  0  qui  est  formé 
par  la  direction  du  rayon  r  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
des  z  varie  de  o  à  i8o  degrés  ;  enfin  l'angle  tp  est  égal  à 
celui  que  forme  la  projection  du  rayon  r  sur  le  plan  xj 
avec  l'axe  des  or  ;  il  se  compte  en  marchant  de  la  partie 
positive  de  l'axe  des  x  vers  la  partie  positive  de  l'axe 
des  7,  et  il  varie  de  o  à  36o  degrés. 

Chaque  sphère  est  coupée  par  les  surfaces  coordonnées 
des  deux  autres  familles,  suivant  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  savoir  un  système  de  parallèles  et  un  sys- 
tème de  méridiens,  et  elle  est  alors  décomposée  en  reo- 


_ï 
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4;angles  infiniment  petits,  qui  ont  pour  côtés  des  arcs  de 
cercle  répondant  à  des  angles  au  centre  égaux  à  dO  et 
df^\  les  rayons  de  ces  arcs  sont  d'ailleurs  égaux  à  /*  et  à 
rsinO  respectivement,  d'où  il  suit  que  les  côtés  de  notre 
rectangle  sont  rd9,  rsmOd^,  Ce  rectangle  est  la  base  de 
l'un  des  parallélépipèdes  curvilignes  que  déterminent 
les  trois  surfaces  considérées  ;  quant  à  la  troisième 
dimension  de  cet  élément,  elle  est  évidemment  dr. 
D'après  cela,  le  volume  des  corps  sera  déterminé  par  la 
formule  suivante  : 


-ffi'- 


(irsmQdOd^. 


Supposons  que  l'origine  soit  extérieure  au  corps,  et  dé- 
signons par  To,  R  les  valeurs  de  r  à  l'entrée  et  à  la  sortie 
du  corps;  l'intégration  relative  à  /•  devra  être  exécutée 

entre  les  limites  ro,  R  ;  or  on  a  1  r^  dr  =  -^  r'  -4-  const.; 
donc 

.V  =  ~   C  C{K^^rl)smOded^. 

L'intégration  relative  à  9  doit  être  faite  entre  les 
valeurs  Oq,  0  qui  répondent  aux  limites  du  corps  et  qui 
sont  des  fonctions  de  ^  ;  enfin  l'intégration  relative  à  ^ 
doit  être  faite  entre  les  valeurs  <po>  ^  qui  répondent  aux 
deux  plans  entre  lesquels  le  corps  est  renfermé;  ainsi 
l'on  peut  écrire 

V  =  ^  f    d^  f    (R'  —  rj)  sinô  dO, 

Supposons  maintenant  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  à  l'intérieur  du  corps.  Dans  ce  cas,  l'intégrale 
relative  à  r  doit  commencer  à  zéro,  et  les  intégrales 
relatives  k  6  ei^  doivent  être  prises,  la  première  entre 
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o  et  TT,  la  seconde  entre  o  et  2ir.  On  a  donc 


817 


"iX""*/"""" 


sinQdB 


603.  Nous  venons  de  voir  que  chaque  sphère  de 
rayon  r  est  décomposée  en  rectangles  infiniment  petits  qi> 
dont  les  côtés  sont  égaux  à  rd9,  rsinOd^  ;  on  a  donc 

fa  =  y^sinOd$d^[i  -+-  c), 

e  étant  un  infiniment  petit,  et  l'aire  d'une  portion  de 
sphère  pourra  être  déterminée  par  la  formule 


S  =  f^  C  CsinedOd^. 


Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  trouver  l'aire 
d^un  triangle  sphérique  au  moyen  de  la  formule  précé- 
dente. Soient  Â,  B,  C  les  angles  de  ce  triangle,  dont  les 


sommets  seront  désignés  parles  mêmes  lettres  ;  je  pren- 
drai pour  axe  des  z  le  rayon  OA  de  la  sphère  ;  puis, 
menant  un  grand  cercle  perpendiculaire  à  OA  qui  coupe 
en  deux  points  I  et  J  le  grand  cercle  auquel  appartient 
le  côté  BG,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des  j^  ;  Taxe 
des  X  doit  être  perpendiculaire  à  OA  et  à  01:  je  choisirai 
la  direction,  qui  est  telle  que  la  valeur  (j;  relative  à  C  sur* 
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passe  celle  qui  se  rapporte  à  B,  en  supposant  que  ^ 
croisse  quand  on  marche  de  Taxe  des  x  vers  l'axe  des^. 
Cela  posé,  considérons  un  point  M  se  mouvant  sur  le 
côté  BC  de  B  vers  C,  et  menons  l'arc  de  grand  cercle  AM 
qui,  prolongé  s'il  le  faut,  coupera  en  N  le  grand  cercle 
situé  dans  le  plan  xy.  Si  l'on  désigne  par  ^o  ^^  valeur 
de  ^  qui  se  rapporte  au  point  B,  et  que  l'on  prenne 
pour  unité  le  rayon  de  la  sphère^  l'aire  T  du  triangle 
sphérique  sera  donnée  par  la  formule 


d^  j       sïnedd=  I  (i— cosAM)^Ô, 


ou,  à  cause  de  cosAM  =  sinMN, 

'  ^+—   /  sinMN^^fi  =  A—  /  sinMNrftp. 

Mais  on  a,  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  MNI^ 

•   nMKi       sinlcos^f»  •  T  •    I 

sm  MN  =  — .   ^,    ?      CCS  M  =  smi  sinu», 
smM  ^ 

et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  difFéren- 
tiation 

d^  =  -^   .^"^^  ,  dM,     d'où    sinMNrf4»  =  — é/Mi 
^  smicosy 

on  aura  donc 


enfin,  comme  on  a  M  =  tt  —  B  pour  (p  =  «po  et  M  n=  C 
pour  ij^  =  (j/o  ■+- A,  on  aura 

ce  qui  est  la  formule  connue. 
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604.  Considérons  maintenant  une  surface  courbe 
quelconque  dont  un  point  M  ait  pour  coordonnées  r, 
9,  ^^  et  construisons  la  sphère  de  rayon  r  qui  a  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées.  Le  cône  qui  a  pour 
sommet  cette  origine  et  pour  base  Félément  &>  de  la 
sphère  déterminera  sur  la  surface  courbe  un  élément  a 
dont  tt>  sera  la  projection  conique  sur  la  sphère  r. 
Soient  a ,  w'ies  projections  orthogonales  des  éléments  o-, 
Ce)  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  sphère.  Faisons  tourner 
un  plan  autour  de  OM  ;  la  trace  de  &>  placé  sur  le  plan 
tangent  déterminera  deux  rayons  .vecteurs,  issus  du 
point  fixe  M,  des  contours  de  </  et  o)'.  On  voit  aisément 
que  le  rapport  de  ces  rayons  vecteurs  tend  vers  Tunité 
lorsque  Télément  c  devient  infiniment  petit  dans  tous 
les  sens;  il  en  résulte  que  la  projection  de  c  sur  le  plan 
tangent  en  M  ne  diffère  de  o)  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  cette  projection,  et  l'on 
peut  prendre 

cos2;  cosC 

f  étant  Tangle  formé  par  le  rayon  r  avec  la  normale  de 
la  surface. 

Les  tangentes  des  côtésr^det  r  sind^vj^de  l'élément ^o) 
forment  avec  le  rayon  r  un  système  d'axes  rectangulaires 
auxquels  on  peut  rapporter  la  surface  que  nous  consi- 
dérons. Pour  le  point  M  les  trois  coordonnées  sont 
nulles  ;  en  outre,  quand  les  deux  premières  coordonnées 
croissent  successivement  de  rdO  et  de  rsinOd^^  la  troi- 

dr 
sième    coordonnée    prend    les    accroissements  —  dO , 

dr 

-^rfvp.  En  désignant  par;?  et  q  les  rapports  de  ces  der- 
niers accroissements  à  ceux  des  coordonnées   qui  les 
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produisent,  on  a 

__  I  ^         là? 

Mais,  d'après  les  formules  en  coordonnées  rectangu- 
laires, relatives  aux  normales,  Tangle  X^  a  pour 
cosinus 

I 

on  a  donc 

rsinO 


COSÇzr: 


v^fâO"-J--(èT 


et  Taire  S  d'une  portion  de  la  surface  sera  déterminée 
par  la  formule 


Du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 

multiples, 

60S.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  sur- 
faces courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se 
ramènent,  comme  on  l'a  vu,  à  la  détermination  d'inté- 
grales doubles  qui,  dans  le  système  des  coordonnées 
rectangulaires,  ont  pour  expressions  générales 

D'autres  questions  conduisent  aussi  à  des  intégrales 
triples,  quadruples,  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l'intégra- 
tion doit  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  des  variables  qui 
satisfont  à  certaines  conditions  exprimables  par  une  ou 
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plusieurs  inégalités.  Lorsqu'on  peut  effectuer  l'intégra- 
tion relative  à  Tune  des  variables,  l'intégrale  multiple 
se  réduit  à  une  intégrale  d'ordre  inférieur  d'une  unité, 
et,  quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  quelquefois 
opérer  la  i^éduction  par  un  changement  de  variables. 
Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  double 


I"        "=// 


dans  laquelle  V  désigne  une  fonction  donnée  de  x  et  dej^, 
►  et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  jr  et/ 
deux  nouvelles  variables  u  eX  v  liées  aux  premières  par 
deux  relations  données.  Quelle  que  soit  la  portion  du 
plan  des  xj  qui  comprend  les  points  (a:,j)  auxquels  l'in- 
tégration doit  s'étendre,  l'intégrale  U  se  composera 
d'un  ou  plusieurs  termes  de  la  forme 

\     d.r.  l     v./r, 

J9  et  j'^  désignant  deux  fonctions  données  de  x,  et  Xo,  X\ 
étant  deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer 
quej^  et  x  croissent  constamment  de  la  limite  inférieure 
à  la  limite  supérieure,  ce  qui  revient  à  dire  que  dx  et  dj 
sont  positifs.  Cela  posé,  des  équations  données  entre  x, 
y^  M,  V  on  peut  tirer  la  valeur  Aej  en  fonction  de  x  et 
de  V  ;  soit 

et  considérons  l'intégrale  I      Vf/^  ,  où xpeut  être  regardé 

■^* 
comme  un  paramètre  constant.  Si  l'on  y  remplace  j^  par 

/(x,i^),c/7  par -^j^rfi',  elle  deviendra  1     V ^-^rf^', 

Vo  et  Vi  étant  les  valeurs  de  v  qui  répondent  à  y  -^  j^o> 
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y  =j^|.  Nous  supposons  îci  que  ^^  varie  toujours  dans  le 
même  sens,  quand  j^  varie  àç,y^  à  y^  ;  s'il  en  était  autre- 
ment, on  rentrerait  dans  cette  hypothèse  en  décomposant 
rintégrale  relative  à  j  en  plusieurs  parties.  Comme  dy 

df{x  (•) 
est  supposé  positif,  ds^  a  le  signe  de  -: — j-^  :  si  cette  dé- 

■ 

rivée  est  négative,  on  peut  ramener  dv  à  être  positif  en 
changeant  les  limites  de  l'intégration,  en  sorte  que  Ton 
aura 

±:  —^'~ —  désignant  la  valeur  absolue  de  -J->-f~J. ,    et 

Ov  "  Ov 

l'intégrale  relative  à  t^  étant  prise  entre  les  limites  v^  et  K^i 
ou  V\  et  f^o»  D'après  cela,  la  valeur  de  Z  sera 

Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d'achever  la  substi- 
tution que  nous  avons  en  vue  ;  car  soit 

a:=  F(«,  v] 

la  valeur  de  a:  en  u  et  f'  :  il  suffira  de  remplacer  dx  par 

,    âF(n.  v)  j  ,, 

:t2 _- —  du^  et  1  on  aura 

l//v[±^)][^-i^)].... 

formule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux 
mêmes  points  que  dans  la  formule  (a). 

Mais  si  l'on  différentie   l'équation  j^  =y(x,  v)y  en 
considérant  x  ely  comme  fonctions  de  u  et  i^,  on  a 

---  dtt  -h  ~-  dvz=z  ---^r —  du -^  -x- dv  ]  A '- dv 

Ou  ov  ox       \i)u  ov       I  dv 


Z  — 


d'où 
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dy 

_  àf[.r,  p)  dx 

du~ 

dx       ôu^ 

âr 

_à/{'ry(^)  dx    ,    df{x,v) 

3a3 


ôp  dx       dv  àv 

.  j    dx       d¥{u,v] 

et  par  suite,  à  cause  de  -r  = ^ ^j 

r  ^  du  du 

àf[x,  v)  dY(u,v)  __  dx  dy       dx  dx 
ÔP  du  du  ÔP        dv  du 

La  valeur  de  z  devient,  en  conséquence, 

la  fonction  V  étant  exprimée  en  u  et  ^. 

606.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède 
en  faisant  usage  des  considérations  développées  au 
n°  598.  L'intégrale  Z  peut  être  regardée  comme  repré- 
sentant un  volume  composé  de  prismes  élémentaires 
Ydxdj  dont  les  bases  dxdj  remplissent  une  portion 
du  plan  xj.  Or  deux  équations  telles  que 

où  II  et  V  désignent  deux  paramètres  variables,  représen- 
tent deux  systèmes  de  courbes,  et  deux  courbes  infini- 
ment voisines  de  l'un  des  systèmes  détermineront  avec 
deux  courbes  infiniment  voisines  de  l'autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit,  dont  Taire  sera  ds^ds^smiy 
dsi  et  ds2  étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes 
u  et  u,  et  i  l'angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  repré- 
sente Z  sera  évidemment  la  somme  des  volumes  élémen- 
taires Ydsi  ds2  sini,  et  l'on  aura 


=// 


YdsidSfSmi. 
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Mais  X  et  j  sont  fonctions  de  m  et  i^  ;  si  Ton  demeure 
sur  la  courbe  m,  v  variera  seul  et  Ton  aura 


,        dx  dr  ^ 

dv  Ov 


d'où 


-'=\jm-m*' 


si,  au  contraire,  on  marche  sur  la  courbe  ^^,  u  sera  seul 
variable  et  l'on  aura 


dx^=-T-  du^     dy  z=  —  du, 
ou  ou 


d'où 


*.=\/(Ë)*-(l)*^- 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  dsi  et  par  ds^  avec  les 
axes  des  j:  et  desj^  étant  proportionnels  respectivement  à 


dx      ôr    àx      dy 

-T-  et  -/-  »  -T-  et  .-  ï  on  a 

àv      ov    ou      ou 


COSf  = 


dx  dx       dy  dy 
du  dv       du  dv 


8ini  = 


v/ir:)"*(l)V(ë)"-(-l)' 

(dx  dy       â.r  dy\ 
\  du  dv       ôp  du  I 


d'où 


\/i%)'-m'\/^ii-^i)' 


et  par  conséquent 
comme  on  Ta  déjà  trouvé. 


CHAPITRE    y.  itlS 

Par  exemple ,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires 
X  elj  aux  coordonnées  polaires  p  et  o),  liées  à  x  et  j^  par 
les  équations 

X  =  p  ces  fil),    X  ^^  p  sin  cj, 

conduira  à  la  formule 

les  éléments  pdpdtù  sont  ici  des  rectangles  dont  les 
côtés  dpy  pd(ù  sont  les  éléments  respectifs  de  ligries 
droites  menées  par  Torigine  et  de  circonférences  ayant 
cette  origine  pour  centre. 

607.  En  général,  si  Ton  a  une  intégrale  multiple 
d'ordre  n,  telle  que 


//•••/ 


Ydxdjr ..  •dz^ 


et  qu'aux  n  variables  x,jr,...,zonen  substitue  n  au- 
tres u,y,...ySVf  liées  aux  premières  par  des  relations 
données,  on  aura 

f  f^-.  Çvdxdy...dz=  f  f'..  C[±Ty)ydudç...dM', 

D  désignant  le  déterminant 


D== 


dx 

dx 

dx 

du 

di     " 

dw 

àx 
du 

àx 

dx 

*  m    .      — — 

•   •  ••  •••  t 


ôz     dz 
du     ôv 


m  •  • 


As 


Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans 
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le  cas  de  deux  variables  xely  :  il  suffît  donc  de  l'établir 
pour  n  -h  I  variables,  en  admettant  qu'il  ait  lieu  pour 
n  variables. 

Soit  donc  l'intégrale  d'ordre  /i  -I- 1 


U 


//•■■// 


Ydxdjr ,  .  .  eizels, 


et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  x, 
y^  . . . ,  z^  s  les  /z  -7-  I  variables  ix,  ^^  . . . ,  çv,  i.  On  peut 
commencer  par  exprimer  les  n  variables  x,  j,  . . . ,  -s  en 
fonction  de  s  et  des  n  variables  nouvelles  UyV^  .  .  . ,  w, 
l'intégration  relative  à  s  devant  alors  être  effectuée  la 
dernière.  Par  ce  changement  de  n  variables,  on  aura> 
d'après  ce  que  nous  admettons, 

A  désignant  le  déterminant 


An: 


^x 

Sx 

âx 

Tu 

$(V 

^r 

^r 

Ir 

au 

au 

t  •      — 

•   • 

•   •            • 

$z 

•  •            •   • 

$z 

au 

—          • 

^u 

$w 

nous  employons  ici  la  lettre  d  pour  exprimer  les  dérivées 
partielles  prises  dans  l'hypothèse  où  les  variables  indé- 
pendantes sont  s  el  Uy  v^  .  .  . ,  w,  tandis  que  nous  réser- 
vons la  lettre  à  pour  le  cas  où  les  variables  indépen- 
dantes sont  Uy  i*,  . . . ,  w,  t.  Or,  en  différentiant  Tune 
des  variablesa?^  7  ,  . . . ,  z  dans  cette  dernière  hypothèse, 
d'abord  par  rapport  à  l'une  des  variables  iiy  v^  . . . ,  w. 
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puis  par  rapport  kt,  on  a 


dx 


Sx        â.r  ds 


IX 


Sxds 


Su'^Ssdu'     dt^'âsôt' 


d'où 


dx 


Sx 


au 


du 

dt  ds 
ds  du 

di 

et  Ton  aura  des  expressions  semblables  pour  chacune 
des  dérivées  qui  figurent  dans  la  valeur  du  détermi- 
nant A. 

Cela  posé,  dans  l'évaluation  de  U,  Tintégration  relative 
à  s  peut  être  efTectuée  la  première,  après  la  substitution 
dont  nous  venons  de  parler,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  en 
commençant,  si  Ton  exprime  5  en  fonction  de  t  et  de  u, 

f , . . . ,  çv,  on  devra  remplacer  ds  par  --  dt]  on  aura  donc 
et  l'expression  de  A  pourra  se  déduire  de  la  suivante  : 


D,= 


du: 

dx 

dx 

du 

■  —     •  < 
dv 

t  •         ■ 

àx 
du 

dx 

■ •  t 

dv 

Ox 

#      tt      S 

Ôz 

d* 

ôz 

du 

—         •  • 

d9 

Ôii^ 

dx 

,  dx  dx       ôt  du 

en  remplaçant  --  ?  •  •  •  par  ^ .  -  .  -  0  •  •  • 

^    ^       Ou  ^     au       ds  du 

dt 
Désignons  par  D^,  D^,  . .  • ,  D^  les  résultats  que  Ton 
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obtient  en  exécutant  sur  D,  une,  deux,  trois,  . .  .  fois 
la  substitution  circulaire  qui  consiste  à  remplacer  x, 
r,  . . . ,  z,  s  respectivement  par  j-,  .  . . ,  z,  5,  x.  Comme 
un  déterminant  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  on 
change  Tune  en  Tautre  deux  lignes  parallèles,  il  est  facile 
de  voir  que  la  substitution  de  s  k  x,yy  . .  . ,  z  changera 
D,  en  —  D;r>  —  D/»  ...»  —  D,  si  le  nombre  n  des  va- 
riables Xy  j'f  .  . . ,  Z  est  pair,  et  en  4-  D^,  —  D^,  . . . ,  D, 
si  le  nombre  n  est  impair,  les  signes  étant  alternative- 
ment -4-  et  —  dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,   remplaçons   dans  l'expression  de  D,  les 

dérivées  de  x,  savoir  :  -  - ,   . . . ,  par  les  valeurs 

ou  ^ 

dx 
djr.       dt  ds 

5  •••\ 

OU        US  ou 

Tt 

on  obtiendra,  d'après  ce  qui  vient  d*étre  dit,  le  résultat 

ùt 
Si  dans  cette  expression  on  remplace  les  dérivées  de^, 

.    dr  ,  ,         dy       ôt  ds  ^ 

savoir -f-?  •••»  par  les  valeurs -r r-  x- »  •••»  l^x  ^^ 

ou  *  du       os  ou 

Tt 
changera  pas,  car  ce  déterminant  s'annule  quand  on  y 

met  s  au  lieu  de  j^  ;  on  aura  donc  le  résultat 


d.r  dy 

IJi  ^  dt 

ds  ds 

'ôt  "dt 


Df       \^  ui  ^         ut  ^ 
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et  Ton  voit  facilement  que,  si  Ton  remplace  les  dérivées 
des  autres  variables,  jusqu'à  celles  de  z  inclusivement, 
par  les  valeurs  indiquées,  Texpression  de  Dj  deviendra 
définitivement 

dx  dy  dz 


dt 


dt 


ds 
dt 


en  sorte  que  l'on  aura 


ds       ^  ds  ,    ^   dx 

^^  =^s■:^^^x'T■ 
dt         *  dt         '  dt 


dr 


dz 


^  dt  *  dt 


Or,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  formule 
est  précisément  égal  au  déterminant 


dx 

dx 

dx 

dx 

du 

dp 

•  •  • 

dtv 

dt 

dr 

dr 

dj_ 

dy 

du 

àv 

•  •  • 

dtv 

dt 

D  = 

m     m     A 

dz 

ds 

B     s     ft     • 

■  •  ■  #  • 

dz 

•      •      • 

âz 

du 

dv 

•  f  • 

dw 

• 

dt 

du 

ds 

ds 

ds 

• 

ds 

dv 

•  •  • 

(Iw 

dt 

on  a  donc 

dt 

=  D. 

et  par  conséquent 

V=  f  f...  j   j{7tD)Ydudv...d(vdt, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

608*  Considérons  en  particulier  les  intégrales  mul- 
tiples qui  se  rapportent  à  l'évaluation  des  volumes  et 
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des   surfaces   courbes.    On   a,   pour   Pexpression   des 
volumes  en  coordonnées  rectangulaires, 


-/// 


dxdydz^ 


et,  si  Ton  substitue  à  x,  j^,  ^  les  trois  variables  m,  Çy  çv, 
il  viendra 


"=///• 


A  du  dv  dr-j 
J  J  J 

avec 


A 


^/d.râr      dxôj\  dz      (dy  àz      ârâz\âx      /dz  dr      dzdxS.  dy  ^ 
\du  ôv       dv  du)  dw'^Xôu  dv      au  ou)  Oi*'  ^  \du  Oi*      du  du)  dt^ 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  u,  i^,  w  les  coordon- 
nées polaires  r,  6,  tj/,  liées  kxjjy  z  par  les  formules 

a:=r:rsinOcosA!/,    ^  r=^sin6sin^p,     z  =  rcosô, 

on  aura 

dx       .   ^       ,      àx  ^       »       àx  .   /i  .    I 

—  =:sinOcosi}>,     —  =:  rcosOcosy,     ;rî"  =  —  rsmesim};, 

^X        •   /v  .    .       dr  ^  .    ,       àjr  .    ,       . 

-^-  =  smô  sinij,     -'    =  r  cosO  smif,      -77  =  rsmd  coso, 
dr  ^'     dô  C^iJ' 

d-  «  d3  .   «  d^ 

---  =  cosO,  T7  =  —  rsmO,  -~-  =0, 

dr  '  dO  *  dz         ^ 

ce  qui  donne 

A  =  r'sînO  ; 

on  aura  donc,  pour  l'expression  du  volume  U  en  coor- 
données polaires. 


"=///'*•' 


sin  0  drdQ  d-^^ 


et,  si  r  croît  constamment  entre  les  limites  r©  et  R  fonc- 
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tîons  données  de  6  et  ^y  on  pourra  écrire 

U  =  i  C ÇiR^-- ri)  sine d$d'i,, 

comme  on  Ta  déjà  trouvé  (n*'  602). 

609.  Passons  maintenant  aux  aires  des  surfaces  courbes; 
quand  on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  a:  et;^, 
la  détermination  de  ces  aires  dépend  de  l'intégrale 
double 


-// 


OU  p  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  t-  et  -r--  Si 

l'on  substitue  les  nouvelles  variables  u^v  kx  ei  j,  oa 
aura 


J  J       \dudv       dv  ôuj^ 


i  -{-  p--\-  q^  du  tlv  5 


mais  on  a 


dz  dx         dr       àz  dv         dy 

ou  ou  ou        o\>  Ov        ^  Ou 


d'où 


fda?  ÔY       dx  dx\ /dz  dy       àz  dy^ 

^  \du  ôp        dv  du)       \ou  dv       âc  du)  ' 

/  dx  df       dx  dv \ /  dx  dz       dx  dz  \ 

\  du  dv       dv  du  J       \  du  dv       dv  du  ) 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p  et  g,  il  vient 


J  J  \    \du  dv       dvdu)        \dudv      dvduj   ~^\àudv      dvdû/ 

Supposons  qu'on  prenne  pour  u  et  i/  les  coordonnées 

,  .        û     •       t       J.  •    '      dx    dx   dx    ày   dz    dz  J 
polaires  6,  <|,  ;   les  d«"vees  ^^  ,  ^, -^--, -^^, -,  ^  de- 
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vront  être  prises  ici  en  considérant  le  rayon  r  comme 
fonction  de  6  et  ^\  alors  on  aura 

d.r      dr  .  ^       .  .        . 

-rr-  =:  -r^  sin5 cosy  -+-  rcosô  cosif, 
do       ÔQ  ^ 

ày      àr  ,   ^   ,    ,  «   .    I       ^^       ^^      «         .   * 

r^  =  -r:  sinô  smy  +  /"cosO  smif,      -tt  =  -r;,  cosô  —  rsmO, 
ÔO        09  ^  06       dS 

dx       àr   ,  •    /i    •    # 

-r-  =  -^-r  sm9cos>p  —  r  sm6  sm^f», 
dy       o^ 

ày       àr   ,   ^   ,    .    ^       .    .        ,        dz        dr 
dy       »;y  ay        ay 

d'où 

T«  il  —  :n  jiV  ='*smô    3-sm5-f.rcosô  ), 

ày  àz      dy  dz  (  dr        .         ,     \         dr    ,    . 

dB  d-^      d^âO  \àe  )         d^       ^ 

dz  dx      dz  dx  .   ^  .    ,  /dr       ^  ,     \         dr        . 

06  d^      dif  dô  ^  \  ÔB  )         d^        ^ 

La  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  for^ 
mules  est  égale  à 

on  retrouve  donc  la  formule  déjà  donnée  au  n^GO^  pour 
la  détermination  des  aires  en  coordonnées  polaires, 
savoir 
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Sur  une  généralisation   d*une  Jormule  relatwe  à  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes.  ^applications, 

610.  Nous  présenterons  ici  un  exemple  remarquable 
de  réduction  d'une  intégrale  multiple.  Cette  intégrale 
est  la  suivante  : 

où  les  exposants  p^  p^j  p2j  •  •  *  f  pn  sont  positifs  ;  l'inté- 
gration doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives 
des  n  variables  X| ,  Xo,  • . . ,  Xn^  qui  satisfont  à  l'inégalité 

X,  -H  .r,  -h  .  .  .  -h  a-n  <  I  • 

Commençons  par  intégrer,  relativement  à  j:;,,  la  diffé- 
rentielle j:5''~*(i — Xi — Xa  — .. .  —  x,t)P'* dXfi,  dans  la- 
quelle il  faut  regarder  Xj ,  Xa,  . . . ,  x„_i  comme  des  con- 
stantes. Les  limites  de  cette  intégration  sont  o  et 
I — X|  —  X2 — - . .  —  x,/_i  ]  posons 

t  étant  une  nouvelle  variable;  les  limites  de  l'intégration 
relative  à  t  seront  o  et  i,  et  l'on  aura  le  résultat 

(,  _.r,  —  X,  — ...  — ar„_,)/'-^/'»-*    /     fP"-^  (l  ^  ty^'^  dt. 

L'intégrale  relative  à  t  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
eulérienne  de  première  espèce  B(p;„  p);  par  consé- 
quent, la  formule  (i)  est  réduite  à 

\<^^^=B{p,^p) 

Wi  r    r  ^ 
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l'intégration  devant  être  étendue  aux  valeurs  positives 
des  n  —  1  variables  .rj,Xa,  ...,  ^«-i  qui  satisfont  à 
l'inégalité 

J?j  -T-  JP^  -T~  •  •    •  —H  «^p 1   ^^  I  • 

D'après  cela,  la  formule  (2)  n'est  autre  chose  que  celle-ci: 

(3)  v2"=B{/,,,p)v^Y"'. 

Lorsque  tz  =  i ,  la  formule  (i)  se  réduit  à  une  intégrale 

simple /...-«(.-x)-^^  étendue   aux  valeurs  de  x 

comprises  entre  o  et  i  ;  cette  intégrale  n'est  autre  chose 
que  B{pi^p).  Il  suit  de  là  que  la  formule  (3)  subsiste 
pour  /i  =  ï ,  pourvu  que  le  symbole  V  soit  réduit  à  l'unité, 
quand  l'indice  inférieur  est  nul.  Cela  étant,  remplaçons  n 
par  I,  2 y  3,  . . .,  n  dans  la  formule  (3)  et  multiplions 
ensuite  les  formules  résultantes  ;  il  viendra 

V|f »=  B  (/?„,/?)  B  (  ^„_„/^ -f- /?„)...  B  (/^i, />-+-;?„ -f- .., -4-/7,), 

ou,  en  remplaçant  les  fonctions  B  par  leurs  valeurs 
exprimées  en  F  et  réduisant  ensuite, 

rM  YP)_  T{p]r{p^)r{p,]...r{p„)  ^ 

Dans. le  cas  de  p  =  i ,  l'intégrale  (i)  se  réduit  à 
;  5  )   Vj,»  =ff.  . .  Jxf  •-»  xf -• .  .  .  x^--'  .te,  dx,...  dr„, 

et  elle  s'étend  toujours  aux  valeurs  positives  des  variables 
qui  satisfont  à  l'inégalité  X|  -h  Xa  -f- .  • .  -f-  a*,,  <^  i  ;  la 
formule  (4)  devient  alors,  à  cause  de  F  (i)  =  i, 

(3)  V^*^=       ^t/'J^^f^ïl-'-^f^"' 


rt/^i-h /?»-*-... -h /^«  -t-i) 
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611 .  On  ramène  au  cas  précédent  celuî  de  l'intégrale 
(7  )   T  =  fJJ. . .  Jxf-  xf-*  . .  .  x^-'dr.ir,.  . .  ,/^„ 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x< ,  Xo,  ...,07;, 
qui  satisfont  à  l'inégalité 

(5M2)---fâ)-<" 

ai,a3,  ...,a„,ai,  ot^,  •..,  a^  étant  des  quantités  positives 
données.  En  effet,  si  l'on  pose 

■.rA«i 

d'où 


X 

1 


la  formule  (7)  deviendra 

T= I    I  ,  .  .    I  z'I'      2?»      ...  2!"     cfsi  dzm  . . .  di„ 

eif  en  appliquant  la  formule  (6), 

Considérons  en  particulier  l'intégrale  triple 

étendue  à  tous  les  éléments  situés  dans  l'angle  que  for- 
ment les  directions  positives  de  trois  axes  rectangu- 
laires et  contenus  dans  l'ellipsoïde  dont  la  surface  a  pour 
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équation 


û«        6«        c 


La  formule  (8),  appliquée  au  cas  actuel,  donnera 
(9)  T=i4il^M^„.6,^. 

Si  Ton  fait  pz=zq  =  r  =  iy  la  formule  (9)  donnera 
le  volume  de  l'ellipsoïde  ;  si  Ton  suppose  deux  des  trois 
exposants  p,  q^  r  égal  à  i  et  le  troisième  égal  à  2,  elle 
permettra  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  la  huitième  partie  d'un  ellipsoïde  homogène  ; 
enGn,  on  en  conclut  aussi  les  quantités  que  Ton  nomme 
moments  d'inertie,  en  Mécanique,  dans  le  cas  d'un  ellip- 
soïde homogène. 

Aire  de  F  ellipsoïde. 

612.  Si  l'on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires^ 
la  surface  de  l'ellipsoïde  aura  pour  équation 

/  \  X*       r'        z' 

et  la  formule  propre  à  donner  la  surface  sera 


J    J  \/-?-S 

Le  résultat  de  l'intégration  relative  kx  oxxkj  dépend 
des  fonctions  elliptiques;  l'emploi  des  coordonnées 
polaires  offrirait  le  même  inconvénient  ;  mais  on  peut 
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efTectuer  la  réduction  de  i^intégrale  en  prenant  pour 
variables  les  angles  0,  ^  tels  que 

qui  vérifient  l'équation  de  l'ellipsoïde.  On  trouve,  par 
les  formules  du  n®  609, 

S=  I  îsla^ b* cos* 0 4- c« sin* 6 (a* sin*  +  +  ^»* cos'ip) sin BdOd^, 

les  intégrations  s'étendant  ded  =  oàd  =  7retde^=::o 
à^  =  27r.  L'intégration  relative  à  0  peut  être  effectuée, 
et  l'expression  de  S  est  alors  réduite  à  une  intégrale 
simple;  mais  l'intégration  dont  nous  venons  de  parler 
introduit  des  arcs  de  cercle,  et  le  résultat  qu'on  obtient 
par  cette  voie  n'a  pas  la  forme  simple  dont  il  est  sus- 
ceptible. C'est  pourquoi  nous  n'entreprendrons  point  le 
calcul,  et  nous  emploierons  une  autre  méthode  pour 
résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue.  Le  procédé 
que  nous  allons  exposer  est  très-remarquable,  et  il  peut 
être  employé  avec  avantage  dans  des  cas  assez  étendus. 

613.  Désignons  par  u  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le 
plan  tangent  au  point  (a:,  j^,  z)  ;   avec  le  plan  xjr  on 

aura 

z 

2i:= 


ou 


Sil'on  considère  u  comme  une  constante,  l'équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (  i  ) 
et  (a) ,  prises  simultanément,  appartiendront  à  une  courbe 
qui  sera  le  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le 

S.  —  Cale,  ini,  22 
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plan  tangent  fait  avec  le  plan  xy  un  même  angle  ayant  u 
pour  cosinus.  On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur 
le  plan  des  xy  en  éliminant  z  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  ;  on  trouve  ainsi 

équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respecti- 
vement pour  valeurs 


^^_(a*  — c*)i/» '      y/6»— (A*— c«)a*  ' 
et  dont  Taire  totale  E  sera,  en  conséquence, 

(4)        E=  -'^M--') 


Cela  posé,  soit  dE  Paccroissement  que  prend  E  quand  u 
augmente  de  du,  la.  partie  de  l'ellipsoïde  située  d'un  côté 
quelconque  du  plan  xy  et  qui  se  projette  sur  l'espace 

annulaire  </E  a  pour  valeur  — 9  et,  pour  obtenir  l'aire 
totale  S  de  l'ellipsoïde,  il  suffît  d'intégrer  l'expression  — 

ou  — -  —  depuis  u  =  i  jusqu'à  zi  =  o  et  de  doubler  le 

résultat  ;  on  obtient  ainsi,  en  renversant  les  limites  et 
en  changeant  le  signe  de  l'intégrale. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  cette  formule  la 
valeur  de  E  tirée  de  l'équation  (4),  et  l'on  aura  Taire  de 
l'ellipsoïde  exprimée  par  une  intégrale  simple  ;  mais  il 
convient  de  transformer  cette  expression.  A  cet  effeti 
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nous  supposerons  a>  b^Cy  rinégalîté  n^excluant  pas 
régallléy  et  nous  ferons,  pour  abréger, 

d'où 

^a*  —  c*  =  a  sin f*,     c=z  b  ^i  —  Ar*sin*fA, 

fi  étant  un  angle  compris  entre  o  et-;  enfin,  nous  pren- 

(Irons  pour  variable,  au  lieu  de  u,  Tangle  cp  déterminé 
par  la  formule 

a  sin  9 

et,  comme  u  varie  entre  les  limites  o  et  i,  Tangle  <f 
variera  de  o  à  /ui. 

D'après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


(6) 
et 

„                           \             «*  — C»              ^/ 

ces  y  ^i  —  X*sin*y 

(7) 

S  —  ■              "f       1      •' 

ce  ^  ffV     31UV 

Or  on  trouve,  au  moyen  de  Téquation  (6), 

rfE         ,   F.         Ecos<p  ,         ,    K  ,  c?» 

sin))         m\^       siu*î»  siuf  sin'yy^i— X*siii* 


—  'Kob 


«'  — c'  v/»  — ^**">'?' 


d  ailleurs,  si  1  on  dillerentie  1  expression  — 


2i4 
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on  obtient 


,cos®V^i  — Â:*sin'<p  y ,.  .  .     .     ,  <h 

^ -^^r. =  -  V^  '-^'sin'y^/y  H-  -j -— — 

siny  ^i  —  A*sm'y 


df^ 


* 

et,  si  Ton  tire  de  cette  équation  la  valeur  de 

sin*f  v^i  — A:'sin*y 

pour  la  substituer  dans  la  formule  précédente,  il  viendra, 
en  ayant  égard  à  la  valeur  de  E, 


1  y/ a'  —  c'  É^E     T      , 
a  dtf  siny 


.  ,(  tanff©i/i— - /••sin*)xr        «•(«>•  —  <:')  ,  .  ,  .  ,    ."l  ) 

(  tang  tA^  *  —  A-  sin*  y  L  ^  J  i 

Intégrant  entre  les  limites  ç  ==  o  et  y  =  fx,  on  a 


(8)       ' 


(9) 


Si  Ton  fait,  conformément  à  la  notation  de  Legendre, 

Jo    V^i-X*smV  Jo 

on  retrouvera  la  formule  donnée  par  cet  illustre  géo- 
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mètre,  savoir 

(10)     S  =  a7rc«-t.  -:^i[(a«-  c«)E(p,  k)  -hc«F(p,  k)\. 

Si    l'on  veut    introduire    Tintégrale    elliptique    de 

deuxième  espèce  /  =■  ?  Tidentité 

^      J^    ^i-X*8inV 

J^  Jo    v'i  — A*sid'ç  Jo    v/i  — ^*8in*y 

permettra  d'écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit: 


S  =  -i7rc?*-4- 


Dans  le  cas  dec=i,  Tellipsoïde  est  de  révolution 

b 
autour  du  petit  axe,  on  a  A  =  o  e  t  fx  =  arc  cos  -  >  et  la  for- 
mule précédente  devient  (n®  595) 

a*b  b 

fi2)  S  =  a7r6*-{-  îTT  arc  cos -* 

Si,  au  contraire,  a=  b,  l'ellipsoïde  est  de  révolution 
autour  du  grand  axe,  on  a  /r=:i,  et  la  formule  (8) 
donne  (n«»  595) 

(l3)  S  ==  2TC  ^*-4-      ^  log  7; \ 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIR  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIEUJES 

ORDINAIRES* 


Des  équations  différentielles. 

614.  Toute  équation  qui  renferme  plusieurs  variables 
et  dans  laquelle  figurent  en  outre  des  difTérentielles  ou 
des  dérivées  d^ordres  quelconques  est  dite  généralement 
une  équation  différentielle. 

Si  les  variables  qui  entrent  dans  une  équation  diiTé- 
rentielle  dépendent  d'une  seule  d'entre  elles ,  Téquation 
est  une  équation  différentielle  ordinaire. 

Au  contraire  y  lorsque  les  variables  d'une  équation  dif- 
férentielle dépendent  de  plusieurs  d'entre  elles,  l'équa- 
tion est  dite  aux  dérivées  partielles  ou  aux  différent 
tielles  totales,  selon  qu'elle  renferme,  avec  les  variables, 
des  dérivées  partielles  ou  des  différentielles  totales  de 
celles  de  ces  variables  qui  sont  regardées  comme  dépen- 
dantes. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  Une  telle  équation 
peut  renfermer,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  une 
variable  indépendante,  une  ou  plusieurs  variables  dépen- 
dantes et  certaines  dérivées  de  ces  dernières  variables. 
L'ordre  le  plus  élevé  de  ces  dérivées  est  Vordre  de 
l'équation  différentielle. 

Les  équations  différentielles  qu'il  y  a  lieu  de  considérer 
sont  généralement  en  même  nombre  que  les  variables 
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dépendantes.  Lorsque  ce  nombre  est  supérieur  à  i,  elles 
constituent  ce  que  l'on  nomme  (n**  53)  un  système 
d'équations  différentielles  simultanées, 

615.  Étant  donnée  une  équation  difTérentielle  d'ordre 
quelconque  ou  un  système  de  telles  équations,  on  peut 
toujours  lui  substituer  un  système  d'équations  difTéren- 
tielles  du  premier  ordre  en  introduisant  des  variables 
nouvelles  et  en  augmentant  le  nombre  des  équations, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  au  n®  70.  Effectivement, 
si  l'on  désigne  par  x  la  variable  indépendante,  par  y 
l'une  des  autres  variables  et  par  m  l'ordre  de  la  plus 
haute  des  dérivées  de  y  qui  figurent  dans  l'équation 
proposée  ou  dans  le  système  proposé,  on  posera 

S--^'       dx  ""-^  '    •••'         dx       ""-^ 

et  l'on  joindra  ces  équations  différentielles  aux  pro- 
posées, après  avoir  écrit  dans  celles-ci 

au  lieu  de 

df     ePr  d'"-'\r     d"*x 

dJc^   Z?'    *"'    ^x'"-» '    dx^* 

Pareillement,  si  n  est  l'ordre  de  la  plus  haute  des  déri- 
vées d'une  autre  variable  z  qui  figurent  dans  le  système, 
on  introduira  dans  ce  système  les  nouvelles  équations 


dx        ^'      dx        ^  ' 

dx 

après  avoir  écrit 

,    „    rfî(»-» 

z  ,  z  ,   .  . . , 

^"-"'  d. 

au  lieu  de 

• 

dz     d^z 

rf^-^z      </»« 

dx     €ix* 

^   dx''-^^    dx'^* 
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et  ainsi  de  suite.  II  est  évident  qu'en  opérant  de  cette 
manière  on  obtiendra  un  système  équivalent  au  proposé 
et  dans  lequel  il  n'y  aura  aucune  équation  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

616.  Cela  posé,  considérons  un  système  de  n  équations 
difTérentielles  distinctes  du  premier  ordre  où  figurent, 
avec  une  variable  indépendante  a:,  n  autres  variables  j^, 

z^. .  .,Uy  \^  el les  dérivées  -r->  -—)  •  •  •  »  -7- j  -;- •  Deux  cas 

€ix    dx  dx    dx 

peuvent  se  présenter:  ou  bien  les  n  équations  proposées 

détermineront  les  valeurs  des /ï  dérivées  -p-»  — »•••?  -7-» 

dx    tix  dx 

-j-i  qui  seront  ainsi  des  fonctions  données  des  variables 

x^jj  Zy. ,  <,yUyif\  OU  bien  l'on  pourra,  par  la  combinai- 
son des  équations  proposées,  former  un  certain  nombre  i 
d'équations  qui  ne  renfermeront  que  les  seules  variables 
X,  ^,  z,. .  .yUj  V  et  qui  pourront  tenir  lieu  de  1  équa- 
tions du  système.  Le  second  cas  est,  comme  on  voit,  celui 
d'un  système  composé  de  /z — i  équations  différentielles 
jointes  à  1  équations  entre  les  seules  variables,  et  il  peut 
être  ramené  au  premier  cas  par  l'élimination  de  1  varia- 
bles. Effectivement,  les  i  équations  entre  Xy  j^  Zy,,,y  Uy 
\^  déterminent  i  des  variables j^,  z,  . . . ,  u,  v  en  fonction 
des  autres,  et,  si  l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  les 
n  —  I  équations  restantes,  on  obtiendra  un  système  de 
n  —  i  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
la  variable  x  qI  n  —  /  autres  variables. 

II  résulte  de  là  que  tous  les  cas  des  équations  différen- 
tielles ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  certain  nom- 
bre n  d'équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
n  4-  I  variables,  qui  déterminent  les  valeurs  des  dérivées 
des  n  variables  dépendantes  en  fonction  de  toutes  les  va- 
riables. Et,  si  l'on  fait  ici  abstraction  des  difficultés  de 
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rélimination,  les  équations  du  système  auront  la  forme 


/iyî»  •  •  •  >  /"n-ï  étant  des  fonctions  déterminées  de  x^  y^ 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  ^variables  est  a,  le  sys- 
tème se  réduit  à  une  équation  différentielle  unique 

|=/(-'^)- 

•Des  équations  intégrales, 
617.  Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les 
variables  j:  etj^.  Il  sera  démontré  plus  loin  que,  si  la  fonc- 
tiony(j:,  y)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  a:  et  de  j 
comprises  entre  certaines  limites  et  que  0:0,  ^0  désignent 
des  valeurs  choisies  à  volonté  entre  les  limites  respec- 
tives dont  nous  venons  de  parler,  il  existe  une  fonction 

F(j:,  a:o,j^o)  q^i  se  réduit  à  j^o  pour  a:  ==  Xo  et  qui  est 
telle,  que  Féquation  (i)  est  satisfaite  quand  on  pose 

on  verra,  en  outre,  qu'il  n'existe  qu'une  seule  fonction 
F  (xj  OToy^T^o)  jouissant  de  cette  propriété. 
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L^équation  (2)  est  dite  V intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i);  on  peut  y  regarder  jtq  comme  une  valeur  déter- 
minée quelconque  etj^'o  comme  une  constante  arbitraire. 

Si  Ton  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  une  équa- 
tion 

(3)  «(jT,  .r,C)=o 

entre  les  variables  a:, j^  et  une  constante  arbitraire  C  telle 
qu'on  puisse  en  tirer  une  valeur  de  y  qui  satisfasse  à 
Téquation  (1),  Téquation  (3)  coïncidera  avec  Fintégrale 
générale,  car  on  pourra  déterminer  la  constante  C  de 
manière  que  Ton  ait 

et,  par  conséquent,  la  valeur  Aej  tirée  de  Téquation  (3) 
se  réduira  kjo  pour  x  =  Xo. 

L'équation  (  i  )  devenant  identique  quand  ony  remplace 

^  et  —  par  les  valeurs  tirées  des  équations 

<}♦       ()♦  dr 
ox       ojr  dx 

il  est  évident  qu'elle  résulte  de  l'élimination  de  la  con- 
stante C  entre  les  mêmes  équations,  d'où  il  suit  que  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  ont  toutes  la 
même  origine  (n®  51  ). 

618.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 
de  n  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
Ti-h  1  variables  j:,  j^,  if, . . . ,  i/,  Vy  savoir 


^  =/i»-i  [^y  r»  «1  .  •  •  >  ">  ï'). 
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Si  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  des  fonc- 
tions continues,  lorsque  les  variables  sont  comprises 
entre  certaines  limites  et  que  Xo,  yo,  Zq,  ...,  iio>  ^0 
désignent  des  quantités  arbitraires  respectivement  com- 
prises entre  les  mêmes  limites,  il  existe,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  un  système  de  fonctions  F,  F|, ...,  F„_j 
de  la  variable  x  et  des  quantités  Xof  yof  Zo,  '..,  Uq,  i^o 
qui  se  réduisent  respectivement  kyo,  Zq,  ,..,  Uo,  i'o  pour 
x  =  Xo  et  qui  sont  telles,  que  les  équations  du  sys- 
tème (i)  sont  vérifiées  quand  on  fait 

^  =  F  (x,  Xo,  Xùi  8o. .  . .  >  «0>  ^o)f 

,    \                  ;    *  ^^  Fifx,  jtq,  jr^f  ^oi  •  •  •  »  ''•»  •'0)1 
I    •••••••••  •• •••« 

en  outre,  le  système  des  fonctions  F,  Fi,...,  F^.i  est 
unique. 

Le  sj'Stème  (a)  constitue  le  système  des  intégrales 
générales  des  équations  (i)  ouïe  système  intégral  du 
système  (1)  ;  on  peut  prendre  pour  Xo  une  valeur  déter- 
minée choisie  à  volonté;  j'q,  Zq,  . . . ,  i/q,  u^  sont  n  con- 
stantes arbitraires. 

Si  Ton  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  un  système 
de  n  équations  entre  les  variables  x,y,  z,,,, ,  u,  s^  et 
n  constantes  arbitraires  C..  C^ ,  C29 . . . ,  C^.o  savoir 

♦  (^»  r>  «'  •  •  •  t  «»  ^9  C,  C,, . . . ,  C„-i)  =  o, 

i   » 

♦/i-i  («a?» 7.  «»  •  •  •  >  «>  <*»  C,  C,, . . . ,  C„-|)  =  o, 

et  qu'on  puisse  tirer  de  ces  équations  des  valeurs  de  y^ 
Zy..  .y  Uf  ^  propres  à  vérifier  les  équations  (i),  le  sys- 
tème (3)  coïncidera  avec  le  système  intégral,  pourvu 
ccpendantqu*on  puisse  attribuerauxconstantesCyCf,... y 
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C;,_i  des  valeurs  telles  que  y^  z,  ...,  w,  i^  se  réduisent 
respectivement  aux  valeurs  arbitraires ^o>  ^o>  •••>  "o>  ^o 
quand  on  fait  x  =  Xq, 

Il  est  évident  que  cette  dernière  condition  sera  remplie 
si  les  équations  (3)  déûnissent  pour  C,  C^  -«m  C^n-i  àes 
valeurs  déterminées  fonctions  des  variables  Xjjj  z, . . . , 
u,  V,  savoir 

(4) 

\   C„_i=Y,»_j(.r,^,  «,...,  Il,  p). 

Le  système  des  équations  (  4  )  n*est  autre  que  le  système 
intégral  mis  sous  une  forme  particulière  ;  les  équations 
qui  le  composent  ne  renferment  qu'une  seule  constante 
arbitraire  ;  chacune  de  ces  équations  est  dite  une  i/i£e- 
grale  du  système  (i). 

Cauchy  a  établi  le  premier  d'une  manière  rigoureuse 
l'existence  des  équations  intégrales,  mais  la  démonstra- 
tion qu'il  a  donnée  de  ce  théorème  fondamental  est  d'une 
complication  excessive.  Le  même  théorème  a  été  ensuite 
démontré  d'une  manière  fort  simple  et  au  moyen  de  consi- 
dérations très-différentes  par  MM.  Briot  et  Bouquet.  Nous 
exposerons  ici  l'analyse  que  ces  géomètres  ont  publiée 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXVP  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique;  cette  analyse  repose 
sur  quelques  lemmes  dus  à  Cauchy  et  que  nous  allons 
établir. 


Propositions  préliminaires. 

619.  Lemme  L — Soient  Xq  une  constante  déterminée^ 
a:  =  j:o-Hp^"^~*  une  variable,  f[x)  une  fonction  bien 
déterminée  de  cette  variable  qui  reste  continue  et  qui 
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ait  une  dériuée  déterminée  tant  que  le  module  p  n  est  pas 
supérieur  à  la  limite  R  ;  si  M  désigne  le  maximum  des 
-valeurs  que  prend  le  module  de  J[x)  quand  on  fait 
varier  p  de  o  àK  et  (ù  de  o  à  2i:y  on  aura 


„odr^i<..,.3...«  M, 


,  l^      j  désignant  la  valeur  que  prend  la  n'*'**  déri- 
s^ée  dej[x)  pour  x  =  x^. 
Eneffet,  oiia(n«500) 

le  module  de  rélément  diflTérentiel 

n'étant  pas  supérieur  à  Mdtù,  il   est   évident  que    le 

/lis 
Md(M>j  c'est- 
à-dire  27rM,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

620.  Lemme  II.  —  Soient  Xo^yo^  ^ov  ^  constantes 
déterminées,      x  =  Xq  -h  p  e"  v^~  * ,     y  =  j  j,  -h  /&'  e^V-  * , 

z  =  ZQ-h  p^'e"'^"* ,  .  .  .  m  variables  f[x,  j , .-?,...) 
une  fonction  déterminée  qui  reste  continue  et  qui  ait 

une  dérix^ée  déterminée,  relativement  à  chaque  varia-- 
ble,  tant  que  les  modules  p,  p',  p", ...  ne  dex^iennent 
pas  supérieurs  aux  limites  respect ix^es  R,  R',  R'', ...  ;  si 
M  désigne  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le  module 
de  f\Xy  y,  Zy...)  quand  on  Jait  varier  p,  p',  p", . . . 
de  o  àV^y  de  o  à  R',  de  o  à  R", . . . ,  et  les  angles  w,  co'. 
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(nP, ...  de  o  à  27r,  on  aura 

l'indice  zéro  indiquant  çu  il  faut  remplacer  Xy  j  y  Zy  ... 
^ar  Xo.^oî  «o>««-  «/?''è5  /e5  différentiations. 

En  effet,  si  l'on  applique  ày(x,  j^,  z, ...),  regardé 
comme  fonction  de  la  seule  variable  Xy  la  formule  ra{>- 
pelée  dans  le  lemme  I,  on  aura 

o:  devant  être  remplacé  par  Xq.  En  différentiant  /z'  fois 
par  rapport  à^,  on  aura 

on  a  d'ailleurs,  par  la  formule  déjà  employée, 
R"»'        ()«'/(  a:  -f-  R  «-v/^,  .n  «»  •  •  •  ) 


=  ^  r     e-'»'-W=^/(.r-f-Rtf-/^,7--hR'tf-'/^,«,...)rf«', 

où  il  faut  faire  non-seulement  x=sXof  mais  encore 
y  =j'q  ;  on  aura  donc 

R'»  R'«'       d''+«'/(,r,7,  «,...) 


f . 2 .  .  ./i  I  . 2 .  .  . /i'  d.r" d/"' 

"^  J^*  f     f    ^■"^"•^"'•'^^/(•^ + R^  v^,  r  -h  R Vv^,  j, . . .)  A»^/«', 

où  l'on  doit  faire  x  =  Xq,  J'^  =/o- 

Il  est  évident  qu'en  poursuivant  la  même  marche  on 
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obtiendra  la  formule 


1.1... n  1.1,  .  ,n'  I.2..  ./i''"    L         da:"  (i[r'*' d«'»" . . .         Jo 
^(^J      J       "J      ^^''•^-'-'•*-""-"-^-^^-* 

dans  laquelle  le  second  membre  est  une  intégrale  mul- 
tiple d'ordre  m;  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que 
chaque  produit  tel  que  i.a. .  .w  doit  être  réduit  à  l'unité 
quand  tz  =  o. 

M aintenantf  chaque  élément  de  l'intégrale  multiple  a 
un  module  inférieur  ou  au  plus  égal  à  Md(ùd(ù*d(ù^'. . .  ; 
donc  le  module  du  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente ne  peut  surpasser 


)>«        /%2^  /%2lt 


c'est-à-dire  M,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

621.  Lemme  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  lemme  précédent,  toutes  les  dérwées  par- 
tielles de  la  fonction 


['-'-^){'-'^){'-'-^) 


ont,  pour  x  =  X(i,y  =y^j  «  =  z©, . . . ,  des  valeurs  res- 
pectivement égales  aux  limites  des  valeurs  assignées 
par  le  lemme  II  aux  modules  des  dériv^ées  partielles 
correspondantes  de  ta  f onction /[x^y,  z,. . ,). 

En  effet,  si  l'on  différentie  la  fonction  ^{x,j.z,...) 
n  fois  par  rapport  à  x,  puis  n'  fois  par  rapport  kj,  puis 
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72^ fols  par  rapport  à  z,  puis...,  on  aura 

^/H->l^4-/t^/-K..  y  (x,  jr,  g,  .  .  .  ) 

dx'' dy''' dz''" . . . 

=  (l  .2.  .  ./l)(l  .2,  .  ./l')(l  .2.  .  ./i")...  R-'»  R'-»'  R''-»^.. 
M 

V — '^)   y — R^j    V""î^j    ••• 

et,  en  faisant  x  =  Xo,  j^  =yof  z  ^=  Zq,,  ..^ 
L        dr«  dr "' ^is"" . . .         [ 

=  (l.2.../l)(l.2.../l^)(l.2.../2^^)...   R;.Rr;./]^//n^        / 


lo 

M 


Démonstration  de  l'existence  de  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  t^ariables, 

622.  Théorème.  —  Soient  Xq^  y^   deux  constantes 
choisies  à  volonté,  et 


.T  Xq 


-*-ûW=^,     ^=:^o-4-p'c"'v-i 


deux  variables  i  sif{x^j)  est  une  Jonction  déterminée 
de  X  et  de  y  qui  reste  continue  tant  que  p  et  p'  no 
dépassent  pas  les  limites  respectives  R,  R',  et  qu'en 

même  temps  les  dérivées  -r-y-T'  soient  déterminées,  il 

'^  dx   dj 

existe  une  fonction  y  de  x  qui  reste  continue  tant  que 
le  module  de  x  —  x^  n'est  pas  inférieur  à  une  certaine 
limite  r,  qui  se  réduit  à  y^  pour  x  =Xo  et  qui  enfin 
satisfait  à  l'équation  différentielle 
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Toute fonçtîonj^dexqui reste  continue  pourlesvaleurs 
<le  X  —  Xo  dont  le  module  est  inférieur  à  une  quantité 
donnée  r  et  qui  a  une  dérivée  déterminée  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  àe  x  —  Xo,  et  Ton  a  (n°383) 


")  —*(ê);-^- *(£?}'-'•'■ 


t)       I  \  ax*  j  Q       1.2 


quî  répondent  à  a:  =  Xq. 

Si  une  telle  fonction  j  est  susceptible  de  satisfaire  & 

l'équation  (i),  les  coefficients  f  ^  j  ,  \Z^)  '"  seront 

déterminés  en  fonction  de  Xo  et  dejo  par  l'équation  (i) 
jointe  à  celles  qu'on  en  déduit  par  la  drfférentiation, 
savoir  : 

d^r  _  df     dfiir 

(3)    {dx^  —  ô.r'^  dyTr^ 

dx^       dr»  dxôydx       dy^  \dx)        dj  dx*^ 


En  faisant  x  =  x©,  j^  =^o>  on  aura  successivement  par 
les  équations  (  3  )  les  valeurs  de  f -^  )  ,  (  — ^  \  9  •  - . ,  et  il 

en  résulte  que  la  fonction  j^,  si  elle  existe,  est  unique. 
D'après  cela,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il 

suffit  de  prouver:  i°que,lescoefficients{—)  y  [~^]  ,.•• 

ayant  été  déterminés  par  le  moyen  des  équations  (3),  la 
série  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2) 
est  convergente  tant  que  le  module  de  x — Xq  reste  infé- 


S.  —  Cale,  ine,  g3 
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rieur  à  une  certaine  quantité  r,  auquel  cas  la  série  a 
pour  somme  une  fonction  continue  (n**  475);  a°  que  la 
fonction  y  définie  par  la  même  formule  (a)  satisfait 
effectivement  à  l'équation  (i). 

A  cet  effet,  désignons  par  M  le  maximum  du  module 
des  valeurs  que  prend  f{oc^j)  quand  on  fait  varier  f 
de  o  à  R,  p'  àe  o  à  R'  et  les  angles  o),  &>'  de  o  à  a?:. 
Posons  en  outre 

et  considérons  l'équation  différentielle 


;  (5)  ii=,(x,Y). 


€ljL' 


Je  dis  qu'il  existe  une  fonction  Y  de  a:  qui  reste  con- 
tinue tant  que  le  module  de  x  —  Xq  ne  dépasse  pas  une 
certaine  limite,  qui  se  réduit  à  j^o  pour  a:  =  JCo,  et  qui 
satisfait  à  l'équation  (5).  En  effet,  l'équation  (5)  peut 
s'écrire  comme  il  suit, 


(- 


Y-jr,WY ?**_  =  o 

U'        I   (Lk  or.  —  Xq  ' 


a 

et  il  est  évident  qu'on  l'obtient  en  différentiant  l'équation 

(6)    (T-r.)-^fj^!'^'  +  MRlog(,-^»y_o. 

Cette  équation  (6)  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
à  Y — j-o>  et  ses  deuxracines  deviennent  égales  entre  elles 
lorsque  l'on  a 
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Si  donc  on  pose 

celle  des  racines  Y  de  l'équation  (6)  qui  se  réduit  à  yo 
pour  j:  =  Xo  restera  fonction  continue  de  x  tant  que  le 
module  de  x — Xq  sera  inférieur  à  r.  Ainsi  l'on  a,  pour 
de  telles  valeurs  de  x, 

Les  coefficients  l  —  J  »  (^"t)  '  *"  de  ce  développe- 
ment s'obtiendront  en  faisant  j:=^j:o,  Y  =  j^o  dans  le 
système  formé  par  l'équation  (5)  et  celles  qu'on  en  dé- 
duit par  la  différentiation,  savoir  : 

(8)     {~dx:^  ~^  di'^dXd^^ 

dx^  ~^  dx^'^'^  ôjc  OY  ^dx  "^  d'Y*  \dx)  '^ÔY  lû*^ 

En  outre,  on  a,  par  réqtmtion  (4), 
R"        R'»'      J»-^">  __  BI 


(-^■)"i-^-i^) 


le  produit  i . 2 . . . ti  ou  1.2. ,  .n' devant  être  réduit  à 
l'unité  quand  n  ou  n'  est  nul,  et  cette  formule  montre 
que  toutes  les  dérivées  partielles 

d"^"'y(a:,  Y) 

ont,  pour  X  =  a:©,  Y  =j  07  des  valeurs  positives;  il  en 

a:. 


I 
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résulte,  à  cause  des  formules  (8),  que  les  quantités 


sont  elles-mêmes  positives. 

Désignons  par  A  le  maximum  du  module  des  valeurs 
que  prend  la  fonction  Y  quand  on  fait  varier  de  o  à  r 
le  module  pde  x  —  Xq  et  de  o  à  ^ir  l'argument  oi>;  on 
aura,  d'après  le  lemme  I  (n°  619), 

Comparons  maintenant  entre  eux  les  deux  systèmes 
d'équations  (3)  et  (8),  dans  lesquels  nous  supposons 
x=Xoy  Y=y=j^o*  La  première  équation  du  sys- 
tème (3)  et  la  première  du  système  (8)  nous  montrent 
que  Ton  a 


V^jo 


n.odr^i<(g)^, 


d'après  le  lemme  II  du  n°  020.  On  voit  ensuite  (lemme  III, 
n°  621  )  que  les  modules  des  deux  termes  du  second 
membre  de  la  deuxième  équation  (3)  sont  respective- 
ment inférieurs  aux  termes  du  second  membre  de  la 
deuxième  équation  (8),  lesquels  sont  l'un  et  l'autre  po- 
sitifs; il  en  résulte  que 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'on  a  généralement 

-(£).<(S), 

et,  à  cause  de  l'inégalité  (9), 


9 

0 


<*  I  •  2  .  .  .  /î  — _ 
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OU 


»«'[(£).fe^]<*-»°^ 


x  —  x^ 


Si  le  module  de  x — Xq  est  inférieur  à  /*,  la  progression 

géométrique  dont  le  terme  général  est  A  X  m  ')d  ( \ 

est  convergente  ;  donc  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  la  série  (  2)  est  convergente,  dans  la  même 
hypothèse  (  n*»  97  )  ;  par  conséquent,  la  série  (  2  )  est  elle- 
même  convergente  (n**  363),  et  elle  a  pour  somme  une 
fonction  déterminée  et  continue  y.  Il  faut  remarquer 
que  rinégalité(io)  prouve  aussi  la  convergence  delà  série 
obtenue  en  diflTérentiant  par  rapport  à  x  les  termes  de  la 

série  (2);  cette  dernière  série  a  donc  pour  somme  -z-  • 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  la  fonction  j)^  définie 
par  la  formule  (2)  satisfait  bien  à  Téquation  (i). 
On  a  d'une  part 

et  d'autre  part 

I  1  •  ^ 

Nous  écrivonsyi)  au  lieu  de  /(xc^o)  dans  cette  formule 
et  nous  désignons  par/'Q,y^,  ...  les  valeurs  que  pren- 
nent, pourar=a:o,  y=)oj  les  quotients  y',/'',  ...  obte- 
nus  en  divisant  par  dx,   dx^,  . . .    respectivement  les 

différentielles  totales  d/,   d-J^   Les  quantités  /', 

f^\  . . .  sont  déterminées  par  les  équations 

â-r       dy  dx 

(11)   i^/_^  .  ,J!/ ^  .  ^MI'^jX ^^^ 

■'    ~  de»  ''"     ÔJn  dy  \lx  "'  dj-'  \dx)         df  dr.'' 
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Pour  avoir yj  ,  /^,  . . .,  il  faut  y  faire  x  =  a:^,  Y=.y^ 
et  remplacer  (  ^  )  >  (  -yj  )  »  •  •  •  par  les  valeurs  tirées 

des  équations  (3).  Or  on  voit  que  les  seconds  membres 
des  équations  (ii)  sont  identiques  à  ceux  des  équa- 
tions (3)  si  Ton  fait  abstraction  delà  première  équation 
du  système  (3);  on  a  donc 


A-i-jir)  •    A  = 


/      0  \**'M»         J     Q 


é  •  .9 


et,  par  conséquent,  la  fonction  (2)  satisfait  bien  à  l'équa- 
tion (i). 

Démonstration  de  V existence  du  système  intégral  d'un 
système  d' équations  différentielles  du  premier  ordre. 

623.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  étendu  leur  analyse 
au  cas  d'un  système  quelconque  d'équations  différen- 
tielles simultanées  du  premier  ordre,  et  ils  ont  démontré 
ce  nouveau  théorème  : 

Théorème.  —  Soient  Xq,  ^q,  Zo,  . . .  m-J-  i  constantes 
choisies  à  volontéy  et 

m  -h  I  variables.  Si  les  m  fonctions 

restent  continues  tant  que  p,  p',  p^\  ...  ne  dépassent 
pas  les  limites  respectives  R,  R',  R'',  . . .  et  qu'elles 
admettent  en  même  temps  des  dérivées  déterminées 
relativement  à  chaque  variable,  il  existe  m  fonctions 
yy  Zf  . . ,  de  la  variable  x  qui  restent  continues  tant 
que  le  module  de  x  —  Xq  reste  inférieur  à  une  certaine 
limite  r,  qui  se  réduisent  respectivement  à  y^,  Zqj  •  •  • 
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pour  x  =  Xq  et  qui  satisfont  aux  m  équations  différen- 
tielles simultanées 

(i)      ^  ^^^•^('^' '^^  ^'  •••)»      jZ^^f^\^>y*^'>  •••;?  •••• 

Désignons  par  M,  Mi,  ...  les  maxiina  Aes  modules 
des  valeurs  que  prennent  les  fonction sy(j:,  7^,  z,  . . .), 
fx{xjyj  Zj  ...),  ...  quand  on  fait  varier  p,  p'^p'^  ...  de  o 
à  R,  de  o  à  R',  de  o  à  R'',  . . .  respectivement,  et  les 
angles  &),  co',  Cl)'^  . . .  de  o  à  27r;  posons 

ç>(j:,  y,  Z,    ...y  = 


(-^)(--i?j(-'^)- 


et  considérons  les  m  équations  simultanées 

(2)  ^  =Mç>(x,  Y,Z,  ...),      —  =M,y(,r,  Y,  Z,  ...),.... 

On  peut  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  ...  qui  satis- 
fassent aux  équations  (a)  et  qui  se  réduisent  kj^^  Zq^  ... 
respectivement  pour  x=Xg.  En  effet,  si  Ton  pose 

(3)  Y-j^o  =  -^lS,     Z-Zo-=MiS,     ..., 

puis  que  Ton  détermine  la  fonction  S  de  manière  qu'elle 
s^annule  pour  x=Xo  et  qu'elle  vérifie  Téquation 

(4)  ~  =?{-r.Xo  -^  WS,  zo  -h  Ml  S,  . . .), 

il  est  évident  que  les  équations  (2)  deviendront  iden- 
tiques. L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante, 


R'  /  V  R"  /        da:  a-  -  .r^ 


•,  I  — 

V 
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r        /M  \„       /MM,  N^.  "I-«  I 

11 
ei  on  l'obtient  en  différentianl  la  suivante  : 

Soit  r  le  plus  petit  des  modules  qu'il  faille  attribuer  à 
X — Xf,  pour  que  l'équation  (5)  ait  deux  racines  S  égales 
entre  elles.  Tant  que  le  module  de  x — Xq  sera  inférieur 
à  r,  celle  des  racines  S  qui  s'annule  pour  jr=Xa  sera 
une  fonction  continue  de  x.  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de 
X  —  Xo!  en  outre,  si  l'on  désigne  par  A.  le  maximum  du 
module  de  cette  lonction  S  pour  les  valeurs  de  p  et  w 
respectivement  comprisf^s  entre  o  et  r,  o  et  an,  on  aura 
(n°  619} 

Enfin  il  est  évident  que  les  fonctions  Y,  Z,  ...,  qui  sout 
proportionnelles  àS,5ont  déveIoppables,cn  même  temps 
que  cette  fonction,  en  des  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de  x  —  Xo- 

Cela  posé,  d'après  le  lemme  III  du  n°621,  les  valeurs 
des  modules  que  prennent  lesfonctionsy"(x, y,  s,  ...), 
f,(x,y,  Zo.-.),  ...  pour  x  =  x,),  j  =jo,  z  =  Zb,  ■•■  sont 
respectivement  moindres  que  les  valeurs  des  dérivées 
correspondantes  des  fonctions  M(}i(x,  Y,  Z.  ...). 
M,ç{x,Y,Z,  ...)pourx  =  x„,  Y=j„  Z  =  =„,  .... 
Il  en  résulte  que,  si  l'on  compare  le  système  formé  par 
les  équations  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  la  dilTé- 
rentiation  au  système  formé  par  les  équations  (a)  et 
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celles  qui  «î'en  déduisent,  on  trouvera,  comme  au  n°  622, 
que  les  valeurs  de 


tirées  des  premières  équations,  ont  des  modules  respec- 
tivement moindres  que  les  valeurs  réelles  et  positives 


fournies  parles  équations  du  second  système.  On  a  donc, 
à  cause  des  formules  (3)  et  de  l'inégalité  (6), 

»»4(Sî).^.-7t:„^]<«.*><»-(^-^)"- 

Il  en  résulte  que  les  séries 


T^  •  •  •  f 

2 


sont  convergentes  tant  que  Ton  a  mod(j: — Xq)  <^r.  Ces 
séries  définissent  des  fonctions  j^,  z,  . . .  qui  restent  con- 
tinues pour  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit,  et  le  raisonne- 
ment déjà  employé  au  n°622  prouve  que  les  fonctions  j, 
z,  ...  satisfont  effectivement  aux  équations  différentielles. 

624.  Remarque.  —  Il  est  évidemment  permis,  dans  la 
démonstration  qui  précède,  de  remplacer  les  modules  R', 
R'^,  . . .  par  le  plus  petit  d'entre  eux  ^,  et  les  maxima  M, 
M4,  ...  par  le  plus  grand  d'entre  eux  tPd,  Les  équa- 
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tions  (4)  et  (5)  deviennent  alors 

À     J      dx  X  —  .tq         ' 

r»^,)».[-(-->)"1-'-(^-)-'"- 

La   dérivée  relative  à  S  de  cette  dernière  équation 

donne  i — S  =  o;  on  a  donc ,  dans  le  cas  de  deux 

racines  égales, 


+  Rl„g     , „-"    =0, 


x—xt 


(m  +  ijOlL  '=*\  R 

d'où 

et,  par  conséquent,  on  peut  prendre  pour  la  quantité  r 

Propriétés  des   intégrales  d'un   système  d' équations 
dijjérentielles  du  premier  ordre, 

625.  Considérons  un  système  de  n  équations  diffé- 
rentielles simultanées  entre  les  /ï  -4-  i  variables  or,  jy 

c,  ...  5  V  en  vertu  desquelles  les  dérivées  -;-?  -;^? ...,  —- 

^  rfo:    ax  <ix 

Y    Z  V 

nient  des  valeurs  déterminées.  Désignons  par  v»  ^»  '"'  V" 

ces  valeurs  ;  les  équations  différentielles  seront 
^r_Y       ^_Z  ^JL  —  Z. 

dx        X        r/j:        X  dx        X 
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et  on  pourra  les  comprendre  dans  une  formule  unique, 

savoir 

,   .  dx chr dz dv 

il)  x'^Y'^z V' 

X,  Y,  Z,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  déterminées  des  va- 
riables j:,  7,  z, . . . ,  1^,  à  l'exception  de  Tune  d'elles,  qui 
peut  être  choisie  à  volonté. 

L'existence  du  système  int<^gral  étant  établie,  suppo- 
sons, comme  au  n°6i8,  que  les  équations  de  ce  système 
soient  résolues  par  rapport  aux  n  constantes  arbitraires 
G,  Cj , . . . ,  C,î_  4  qu'elles  renferment,  et  représentons-les 
par 

(^)  / 

La  différentiation  des  équations  (2)  fait  disparaître 
IcîS  arbitraires  C,  C|,  . . . ,  C^^i,  et,  par  conséquent,  les 
équations  qui  résultent  de  cette  différentiation  forment 
un  système  équivalent  au  système  (i).  En  d'autres  termes, 
on  a  identiquement 

lorsqu'on  prend  pour  dx^  dy^  dz, . . .  des  quantités  pro- 
portionnelles à  X,  Y,  Z, ... . 

Nous  avons  dit  (n°618)  que  chacune  des  équations  (2) 
est  nommée  une  intégrale  du  système  (1)  ;  mais,  comme 
les  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  ces  équations 
sont  susceptibles  de  leur  être  substituées,  nous  appelle- 
rons généralement  intégrale  du  système  (  i  )  toute  équa- 
tion 

(4)  n(^,  j,  2 ^'l  =  r, 

dont  le  second  membre  est  une  constante  arbitraire  T  et 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  II  des  seules 
variables  x,  ;^,  z, . . . ,  telle  que  la  différentielle  dïl  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  prend,  pour  les 
différentielles  dx^  dy^  dz^ . . . ,  des  quantités  proportion- 
nelles à  X,  Y,  Z 

Il  est  évident  qu'on  formera  une  telle  équation  en 
égalant  à  une  constante  F  une  fonction  quelconque  des 
premiers  membres  des  équations  (2),  car,  si  Ton  diffé- 
rentie  Téquation 

(5)  F(H',¥,,  ...,  v„„i;  =  r, 


on  aura 


^F    ,,        à?    ^  à?       , 

et  cette  équation  est  satisfaite,  à  cause  des  formules  (3) 
qui  ont  lieu  quand  on  suppose  les  équations  (i). 

Mais  il  est  facile  de  démontrer  en  outre  que,  si  Téqua- 
tion(4)  est  une  intégrale  du  système  (i),  elle  est  nécessai- 
rement de  la  forme  (5  ).  En  effet,  supposons  que  X  ne  soit 
pasnul;  Y,Y<,  ...,Y„_,  étant  des  fonctions  des /ï-f-i  va- 
riables j:,j*,  r:,-...,v,  il  est  permis  de  regarder j',  x:,...,f 
comme  fonctions  de  x  et  de  'F,  'F< , . . . ,  Y,/«i ,  puisque, 
par  hypothèse,  le  système  (a)  coïncide  avec  le  système 
intégral.  L'équation  (4)  prendra  donc  la  forme 

la  différentiation  donne 
d¥  dF  dF  ôF 

et,  à  cause  des  équations  (  3  ),  on  a  simplement 

dF  ^  dF 

-r-  ctr  =  G    ou      —-  =  G, 

ax  ox 
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ce  quî  exprime  que  la  fonction  F  est  indépendante  dex. 
Il  n^y  a  donc,  pour  le  système  (  i),  que  n  intégrales  dis- 
tinctes. 

626.  La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que 

Téquation 

n (x,  j,  z,  . . . ,  r)  =  const. 

soit  une  intégrale  du  système  des  équations 

iLc        dr  dv 

X  ~  Y  "^    '^7 

est  que  Ton  ait  identiquement,  en  vertu  de  ces  équations, 

d\\   ,         du   ,  r)n  , 

---  dx  -h    ,  -  f //-+-...  H d\f=zO\ 

cette  condition  est  donc 

^dn      „  On  „  du 

X-T-  -^Y-T — i-...-f-V—  =o, 
ax  Oy  c/t^ 

et  Ton  a  cette  proposition  : 

Théorème  I.  —  *SÏ  II  =  const,  est  une  intégrale  des 
équations  simultanées 

dx        dy  dv 

"x  ~  Y~'  •'^  v' 

la  fonction  II  satisfait  identiquement  à  l'équation  aux 
dériwées  partielles 

^  dn      ^dn  ,  _,  an 

ax  Oy  Ov 

Réciproquement,  toute  fonction  H  qui  satisfait  iden- 
tiquement à  l'équation  aux  dérivées  partielles  donne, 
quand  on  l'égale  à  une  constante  arbitraire,  une  in- 
tégrale du  sjstème  des  équations  simultanées. 
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Et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  on 
peut  énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  l' équation  aux  dérivées  partielles 

„  ()n      „  (}n  „  on 

est  satisfaite  quand  on  prend  successivement,  pour  H, 
n  fonctions  distinctes  y,  y<,  ...,^/;_o  toute  Jonction  II 
qui  satisfait  à  la  même  équation  est  nécessairement  une 
fonction  rfe  'F,  Yi ,  . . . ,  V n-.\ • 

Réduction  des  systèmes  d'équations  différentielles  entre 
un  nombre  quelconque  de  variables  à  des  équa- 
tions différentielles  qui  ne  renferment  que  deux 
variables . 

627.  Une  équation  différentielle  d'ordre  quelconque 
entre  deux  variables  ou,  plus  généralement,  un  système 
de  n  équations  différentielles  d'ordre  quelconque  entre 
w-hi  variables  se  ramène,  comme  on  Ta  vu  (n^615), 
à  un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre. 
Il  est  facile  de  montrer  que,  réciproquement,  un  tel  sys- 
tème peut  se  ramener  à  des  équations  différentielles  qui 
ne  renferment  que  deux  variables. 

Soient  les  n  équations  différentielles 

/    \  '^'^  —  V        ^^  ^  -7  ^^'  —  V 

^   '  a.r  dx  d.r. 

OÙ  Y,  Z, . . . ,  V  désignent  des  fonctions  données  des  /i  -f- 1 
variables  a:,  j^,  z, . . . ,  i^.  Le  système  intégral  renferme /z 
constantes  arbitraires,  et  l'on  peut  concevoir  que  les 
équations  de  ce  système  soient  résolues  par  rapport  kjj 
Z;...,  V.  Considérons  en  particulier  l'équation  qui  dé- 
termine j^  en  fonction  dex  et  des  arbitraires  ;  si  les  n  arbi- 
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traîres  figurent  dans  cette  équation ,  il  faudra,  pour  les 
éliminer,  joindre  à  Téquation  dont  nous  parlons  celles 
qu'on  en  déduit  par  tz  differentiations  successives  ;  donc/ 
dépendra,  dans  ce  cas,  d'une  équation  différentielle  d'or- 
dre/i.  Mais,  si  l'expression  de  y  en  x  ne  renferme  que 
I  arbitraires,  i  étant  <C^t  i'  est  évident  que  i  différen- 
tiations  suffiront  pour  l'élimination  des  constantes,  et, 
par  conséquent,  y  ne  dépendra  que  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  i. 

628.  L'équation  différentielle  de  laquelle  y  dépend 
peut  être  obtenue  au  moyen  des  équations  proposées.  En 
effet,  on  a,  en  différentiant  la  première  des  équations  (i), 

rn  Y        ÔY       dY  dr       dY  dz  ÔY  dv 

1_     — - _J_    "        _J_ . JL.  ^    ^   ^  _1 ^ 

Ujc^         Ôx         ôj'  dx        Ôx  dx       '  '  '        ôv  dx 

ouy  à  cause  des  équations  (1), 

d^r        dY       ^ÔY       ^dY  ,àY 

dx*         dr  ôjr  az  Oi' 

nous  désignerons,  pour  abréger,  par  ¥<  le  second  membre 
de  cette  équation,  et  nous  aurons 

d'x 


dx* 


=  Y,. 


En  différentiant  cette  équation  et  en  faisant  usage  des 
équations  (i),  on  obtiendra  la  nouvelle  équation 


d. 

où  Y 2  est  une  fonction  connue  des  variables  x,  y, 
z, . . . ,  V.  En  poursuivant  cette  marche,  on  formera  le 
système  des  n  équations 
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dont  les  seconds  membres  Y,  Y| , . . . ,  Y;,_<  sont  des  fonc- 
tions connues  de  x,^,  ^>  •  •  •  >  ^'• 

Si  les  n  équations  (2)  sont  nécessaires  pour  Télimi na- 
tion des  n  —  I  variables  z, . . . ,  i^,  ces  variables  seront 
déterminées  par  les  /ï  —  i  premières  équations  en  fonc- 
tion de 

et,  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  dernière  équa- 
tion (2),  on  obtiendra  une  équation  dilTérentielle 
d'ordre  n 


=  F    .r,r 


»  •  •  •  >  ~ 


Mais  il  peut  arriver  que  les  i  premières  équations  (2) 
suffisent  pour  former  une  équation  différentielle  entre  j: 
eij\  Cette  équation  différentielle  sera,  dans  ce  cas,  de 
l'ordre  i,  et  / —  i  des  n  —  i  variables  2, . . . ,  v  seront 
connues  en  fonction  des  n  — i  autres  et  de 

dy  d^~~^  Y 


*'^'     ^'    "•'    ^/x 


/— i 


alors,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  ces  i  —  i  variables 
dans  celles  des  équations  (i)  qui  renferment  les  dérivées 
des  n — /  autres,  ces  dernières  seront  déterminées  par 
un  système  de  n  —  i  équations  différentielles  analogues 
au  système  (i),  avec  cette  seule  différence  que  les  se- 
conds membres  renfermeront  une  fonction^  déflnie  par 
une  équation  différentielle  d'ordre  r,  ainsi  que  les  / —  t 
premières  dérivées  de  cette  fonction.  En  opérant  sur  le 
système  dont  il  s'agit  comme  nous  ayons  fait  à  l'égard 
du  système  (1  ),  on  fera  dépendre  une  nouvelle  variable  :: 
d'une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre  /  égal  ou 
inférieur  kn  —  i ,  laquelle  pourra  renfermer  la  fonction  / 
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et  les  dérivées  de  cette  fonction,  jusqu'à  l'ordre  i — i  seu- 
lement, puisque  la  dérivée  d'ordre  i  s'exprime  par  les 
dérivées  des  ordres  inférieurs.  Si  le  nombre  j  est  égal  à 
n  —  i,  les  71  —  i  —  i  variables  restantes  seront  détermi- 
nées en  fonction  de 

^'    ^'     dZ'     •••'     d^'     ^*     di'     •••'     S7=ï'^ 

m  ai  s  y  dans  le  cas  contraire,  y  de  ces  variables  seulement 
pourront  être  exprimées  en  fonction  des  précédentes 
quantités  et  des  n  —  i — j  variables  restantes.  Il  est  évi- 
dent qu'en  poursuivant  la  même  marche  on  formera 
un  système  d'équations  diflférentielles  dont  les  ordres 
auront  pour  somme  n  ;  chacune  de  ces  équations  ne  ren- 
fermera qu'une  seule  variable  dépendante,  outre  celles 
qui  figurent  dans  les  équations  précédentes,  et  que  nous 
regardons  comme  déterminées  par  ces  équations.  Quant 
aux  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  équations  dif- 
férentielles dont  il  s'agit,  elles  sont  déterminées  en  fonc- 
tion des  autres  variables  et  des  dérivées  de  celles-ci. 

629.  Pour  former  l'équation  différentielle  par  laquelle 
sont  liées  entre  elles  deux  des  variables  qui  figurent  dans 
un  système  d'équations  différentielles  simultanées,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  ces  équations  soient  mises  sous 
la  forme  que  nous  leur  avons  supposée  au  numéro  pré- 
cédent. La  différentiation  et  l'élimination  conduiront 
dans  tous  les  cas  à  l'équation  demandée. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  équations  simul- 
tanées 

I'       /  dy  d'^r  dz  dPz\ 

•^r-^'    ^'•••'    d^'    ^'     .7^""'    S^j  =  ^» 
/  dy  d^r  dz  dJz\ 

S.  —  Cale*  int.  34 
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qui  renferment  trois  variables  x,j^,  r,  dont  la  première 
est  regardée  comme  indépendante.  La  première  équation 
est  de  l'ordre  m  par  rapport  à  ^  et  de  Tordre  p  par  rap- 
port à  z  ;  pour  la  seconde  équation,  l'ordre  relatif  à  j" 
est  n  et  celui  qui  se  rapporte  à  z  est  f/. 

Soit /!x  le  nombre  des  équations  différentielles  résolues 
par  rapport  aux  dérivées,  dont  se  compose  le  système  dif- 
férentiel du  premier  ordre  que  l'on  peut  substituer  au 
système  proposé  (n®  616).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
numéro  précédent,  si  les  équations  (i)  déterminent  les 

valeurs  de  la  plus  haute  dérivée  de  r,  savoir  -r-fr  ou -7-=^» 
ainsi  que  la  plus  haute  des  dérivées  de  z,  savoir 


iLeP 


ou  —  j  en  fonction  des  dérivées  des  ordres  inférieurs  et 

des  variables  x,  j^,  z,  ce  qui  exige  évidemment  que  les 
différences  m  —  n,  p  —  ç  ne  soient  pas  de  même  signe, 
le  nombre  [i  sera  égal  à  la  plus  grande  des  deux  sommes 
m  -h  Çf  n  -h  p\  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  /x  sera  inférieur  à 
cette  plus  grande  somme. 

Cela  posé,  pour  faire  l'élimination  de  z,  différentions 
les  équations  proposées,  la  première  ç  fois,  la  seconde 
p  fois  ;  en  joignant  les  équations  obtenues  aux  proposées^ 
nous  aurons  un  système  de  p  -+-  y  4-  2  équations.  Les 
dérivées  de  z  figureront  dans  ce  système  jusqu'à  celles 
de  Tordre  /?  4-  y>  et,  quant  à  Tordre  de  la  plus  haute  dé- 
rivée dé  y,  il  sera  égal  au  plus  grand  des  nombres  ni  -h  Çf 
n-h  p»  Il  s'agit  d'éliminer  les  p  -f-  y  -f-  i  quantités 

dz  dP^z 

'     dx  dxP^i 

entre  lesp  +  ^  +  a  équations  ainsi  formées.  Si  toutes  ces 
équations  sont  nécessaires  pour  l'élimination,  />  +  9  +  i 
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dz 
d'entre  elles  détermineront  les   valeurs  de  z,  -7-  ?  •  •  •  » 

-; — -^>  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  dernière 
équation  donnera  une  équation  différentielle 

dont  Tordre  i  sera  égal  à  /ui;  on  aura  en  même  temps , 
comme  nous  venons  de  le  dire, 

V  étant  une  fonction  déterminée. 

Mais,  si  les  p  -+-  y  4-  a  équations  que  nous  avons  for- 
mées ne  doivent  pas  être  toutes  employées  pour  l'élimi- 
nation, Tordre  i  de  réquation(3)  qui  résulte  de  cette 
élimination  sera  inférieur  à  [i..  Alors  il  résulte  de  ce  qui 
a  été  dit  au  numéro  précédent  que  z  ne  sera  plus  déter- 

minéy  dans  ce  cas,  en  fonction  Ae  Xy  y^  —">  "'\  mais 
elle  dépendra  d'une  équation  différentielle 

/  dz  d^-'z\ 

(5)  "^^'^'^'•••\7ïi^j==^» 

d'ordre  [i. —  i  et  dans  laquelle  figurera,  avec  ses  i  —  i 
premières  dérivées,  la  fonction  y  déterminée  par  l'équa- 
tion (3). 

Des  intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dij^- 
férentielle  d'ordre  quelconque,  à  deux  variables. 

630.  Après  avoir  montré  que  tous  les  cas  des  équations 
différentielles  ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  sys- 
tème du  premier  or4re,  dont  les  équations  déterminent 

24. 
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les  dérivées  en  fonction  des  variables ,  nous  avons  fait 
voir  qu'un  tel  système  peut  lui-même  être  remplacé  par 
une  ou  plusieurs  équations  différentielles  d'un  certain 
ordre,  qui  renferment  seulement  deux  variables ,  mais 
où  figurent  les  fonctions  définies  par  les  équations  pré- 
cédentes. Le  cas  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  n  doit  être  regardé  comme  le  plus  simple  ;  il 
nous  reste  à  présenter  quelques  considérations  impor- 
tantes sur  ce  sujet. 
Soit 

(■>  '{-r-t-^ £)  =  ■> 

une  équatioji  différentielle  d'ordre  n  entre  les  deux 
variables  x^y.  Si  Ton  pose 

l'équation  (i)  déterminera  une  valeur  de  ^-^  ou  -^ — 

en  fonction  de  x,  y,  y\...y  j^""^^  ;  soit  Y  cette  valeur, 
en  sorte  que  Ton  ait 

Supposons  que  la  fonction  Y  remplisse  les  conditions 
de  continuité  exigées  par  la  théorie  des  n^'  622  et  623  ; 
le  système  différentiel  formé  des  équations  simulta- 
nées (a)  et  (3)  admettra  un  système  intégral, et  les  équa- 
tions de  ce  système  détermineront  pour y,j\  j^, ...  ^ 
^(«-0  des  valeurs  fonctions  de  x  et  qui,  pourx  =  x©, 
se  réduiront  respectivement  à  des  constantes  arbitraires 
jo,yo>  jô'JKo'*""*^'  Si  l'on  représente  par 

(4)  jr=^[.r,jr,,Xo yi"'^) 

celle  des  équations  du  système  intégral  qui  détermine  ^, 
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il  esl  évident  que  les  n  —  1  autres  équations  de  ce  sys- 
tème s'obtiendront  en  diiTérentiant  successivement /i —  1 
fois  l'équation  (4).  Cette  équation  (4)  est  dite  V intégrale 
générale  de  l'équation  (i).  Et,  comme  le  système  inté- 
gral des  équations  simultanées  (a)  et  (3)  est  unique,  on 
voit  que  : 

Si  l'on  a  trouvé,  par  une  voie  quelconque,  une  équa^ 
tion 

(5)  /(^./iCi,  Cj,  ...,C„)=:o, 

renfermant  n  constantes  arbitraires  Qa^  ,  Cj  , . . . ,  G„,  ef  rfe 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de  j^  propre  à  vérijier 
l'équation  (1),  V équation  (5)  coïncidera  a\^ec  l'inté- 
grale générale  de  cette  équation  (  i  ) ,  pouruu  qu'on  puisse 
assigner  aux  constantes  des  valeurs  telles  que  y  et  ses 
n  —  i  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  arbi" 
traires  données  quand  on  attribue  à  x  une  valeur  quel- 
conque choisie  à  volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie  si  le  système 
formé  par  l'équation  (  5  )  et  celles  qu'on  déduit  de  celle-ci 
par/î  —  I  difTérentiations  détermine  les  valeurs  des  ar- 
bitraires C| ,  Csy  .  •  •  y  C/i  en  fonction  de 


•^.    J'    -yz^    t:t' 


—  • 


dx        dx*  </.r«-» 

631.  On  reproduit  l'équation  différentielle  (i)  quand 
on  élimine  de  l'intégrale  générale  (5)  les  arbitraires 
qu'elle  renferme  au  moyen  de  la  difliérentiation.  Mais 
supposons  qu'on  ne  veuille  éliminer  de  l'équation  (5) 
que  i  arbitraires,  savoir 

Cl»  Cj,    •  •  •  1   Q; 
il  faudra  exécuter  1  différentiations,  et  je  dis  que,  de  quel- 
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que  manière  que  Ton  combine  les  opérations  de  difTéren- 
tiation  et  d'élimination,  le  résultat  obtenu  sera  toujours 
le  même.  En  eOet,  supposons  qu*on  ait  pu  obtenir  deux 
équations  distinctes  ne  contenant  plus  les  arbitraires  G^ 
C27  • . .  y  C|.  Soient 

^  \f'^'  di^  '"'  d'jP^  ^'■^" ^'-^'^  •  •  •  >  C„ I  =  o, 


"^«(''•^'è 


■JJJ9      C/+1,     C,+J,      ,     .     .    ,    C;|    )     =    O 


ces  deux  équations.  Si  elles  ne  déterminent  pas  pour  -^ 

la  même  valeur,  on  pourra  éliminer  cette  dérivée,  et  Ton 
obtiendra  une  équation  d'ordre  / —  i  au  plus,  non  iden- 
tique et  renfermant  n  —  î  arbitraires,  savoir 

/  dy  df-^X     n  ^  \ 

En  joignant  à  cette  équation  celles  qu'on  en  déduit  par 
Ji  —  i  différentiations,  on  aura  un  système  den  —  i -h  i 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  arbi- 
traires G/^1 ,  C/^2*  •  •  •  >  Gyi,  et  le  résultat  de  celte  élimina- 
tion sera  une  équation  difTérentielle  non  identique, 
d'ordre  n  —  i  au  plus,  et  ne  renfermant  aucune  arbi- 
traire. On  aurait  donc,  en  faisant  x=  aro»  une  relation 

entre j^o>  \~r]  >  •••»  (  ."„_i  1  »  et  dès  lors  ces  quantités 
ne  seraient  plus  arbitraires  comme  elles  doivent  être. 

632.  Cela  posé,  nous  appellerons  intégrale  première  oix 
du  premier  ordre  d'une  équation  diiTérentielle  d'ordre  n 
le  résultat  obtenu  en  éliminant  de  l'intégrale  générale 
11  —  I  des  constantes  arbitraires  qu'elle  renferme.  Le 
nombre  des  intégrales  premières  est  évidemment  égal 
à  n  ;  chacune  de  ces  intégrales  est  une  équation  diflTé» 
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reniielle  d'ordre  n  —  i  renfermant  une  constante  arbi- 
traire Le  système  des  n  intégrales  premières  constitue 
le  système  intégral  du  système  différentiel  du  premier 
ordre  par  lequel  on  peut  remplacer  l'équation  diffé- 
rentielle d'ordre  n. 

Pareillement,  nous  appellerons  intégrale  deuxième 
ou  du  deuxième  ordre  le  résultat  obtenu  en  éliminant 
n —  2  des  arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  générale. 
Le  nombre  des  intégrales  du  deuxième  ordre  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  combinaisons  de  n  choses  deux 

à  deux,  c'est-à-dire  égal  à  — '  ;  chacune  de  ces  in- 
tégrales est  une  équation  différentielle  d'ordre  n — 2, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Et  généralement  nous  nommerons  intégrale  d'ordre  i 
d'une  équation  différentielle  d'ordre  n  le  résultat  ob- 
tenu en  éliminant  n  — i  des  arbitraires  contenues  dans 
l'intégrale  générale  ;  le  nombre  des  intégrales  d'ordre  i 
est  celui  des  combinaisons  de  n  choses  i  à  i,  c'est-à-dire 

n{n  —  i]...{n  —  i'hi)      ,  1  •    .x       1  . 

i :  chacune  de  ces  intésrrales  est  une 

1.2.../  ^ 

équation  différentielle  d'ordre  n  —  i  qui  renferme  i  con- 
stantes arbitraires. 

Dans  l'ordre  n  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale,  qui 
n'est  autre  chose  que  l'intégrale  générale. 

633.  Étant  donnée  l'équation  différentielle  d'ordre  n 


l  dy  rf'*r\ 


si  l'on  a  trouvé,  par  une  voie  quelconque,  une  équation 
différentielle  d'ordre  n — i 


dy  d''- 

^   '-^    (Ix  ax 
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renfermant i  constantes  arbitraires  Ci,  Cj^  ... 9  G/,  et  de 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de      ^_.  qui  satisfasse 

à  la  proposée,  on  pourra  la  regarder  comme  une  inté- 
grale d'ordre  1,  pourvu  que  cette  équation,  jointe  à  celles 
que  Ton  en  déduit  pari — i  difTérentiations,  détermine  les 

valeurs  des  arbiti*aires  en  fonction  dex,  r,  3-  »  •  •  •  »  ttzt  ' 

En  effet,  on  peut,  dans  notre  hypothèse,  déterminer 
les  constantes  de  manière  que 

dx  d^-'x 


^'^"•"^ 


n— 1 


aient,  pour  x  =  x©,  des  valeurs  arbitraires  y^y  J  o»  •  •  •  1 
j'o"""*';  ensuite  Téquation  d'ordre  n  —  i  admet  une  inté- 
grale générale,  et  les  nouvelles  constantes  que  celle-ci 

renferme  peuvent  être  choisies  de  manière  que^,  T"'"*' 

^_^_^  se  réduisent  respectivement  kjoy  J?  0  >  •  •  •  >  J  0""*"*' 

pour  x  =  aro.  L'intégrale  générale  dont  il  s'agit  sera  donc 
en  même  temps  celle  de  la  proposée. 

Il  convient  encore  d'appeler  l'attention  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui  résulte  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter  : 

Si  l'on  connaît  k  intégrales  premières  d'une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  /i,  on  obtiendra  une  intégrale 
d'ordre  k  en  éliminant  lesk  —  i  plus  hautes  dérii^ées 
de  la  fonction  inconnue  entre  les  k  intégrales  pre- 
mières. 

En  particulier  : 

Si  l'on  connaît  les  n  intégrales  premières  d'une 
équalion  différentielle  d'ordre  n,  on  obtiendra  l'inté- 
grale générale  en  éliminant  entre  ces  intégrales  les 
n  —  I  dérii^ées  qu'elles  renferment. 
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Définition  des  intégrales  particulières  et  des  solutions 
particulières  des  équations  différentielles. 

634.  Lorsqu'on  attribue  des  valeurs  déterminées  aux 
constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle  ou  d'un  système  de  telles 
équations,  on  obtient  des  résultats  auxquels  on  a  donné 
le  nom  d^ intégrales  particulières,  La  considération  des 
intégrales  particulières  est  fort  importante  dans  certaines 
questions,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage, mais  elle  ne  constitue  pas  l'objet  que  nous  avons 
actuellement  en  vue. 

Les  équations  différentielles  peuvent  admettre  des  so- 
lutions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs  intégrales  ; 
on  peut  obtenir,  en  général,  ces  solutions  par  des  pro- 
cédés purement  algébriques,  et  on  leur  a  donné  le  nom 
de  solutions  particulières. 

La  théorie  par  laquelle  nous  avons  établi  l'existence 
des  intégrales  n'a  pu  mettre  en  évidence  celle  des  solu- 
tions particulières,  car  cette  théorie  suppose  la  conti- 
nuité de  certaines  fonctions  qui  cessent  d'être  continues 
lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent  prennent  les 
valeurs  qui  conviennent  aux  solutions  particulières.  Nous 
étudierons  d'abord,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  va- 
riables ;  nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  peut  appli- 
quer les  mêmes  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 
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De  la  solution  particulière  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  fondée  sur  la  considération  de 
l'intégrale  générale. 

635.  La  solution  particulière  d^une  équation  difTé- 
rentielle  du  premier  ordre  peut  s'obtenir  facilement, 
comme  on  va  voir,  au  moyen  de  l'intégrale  générale. 

Soit  Téquation  différentielle. 

et 

l'intégrale  générale  de  cette  équation,  G  étant  la  con- 
stante arbitraire.  La  difTérentiation  de  l'équation  (a) 
donne 

L'équation  (2)  sera  l'expression  de  toutes  les  fonc- 
tions de  X  si  l'on  y  regarde  G  comme  une  fonction 
indéterminée  de  x,  DiflTércntions  (a)  dans  cette  hypo- 
thèse, on  aura 

'^^  dr"        ôx        *^        de        dx' 

I 
Mais,  comme  (2)  satisfait  à  l'équation  (i),  on  a  iden- 
tiquement, quels  que  soient  x  et  G, 

et  celte  identité  ne  sera  pas  troublée  quand  on  met  au 
lieu  de  G  une  fonction  quelconque  de  x. 
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'   Pour  que  (4)  satisfasse  aussi  à  l'équation  (i),  il  faut 
que  Ton  ait 

dx      ^      de     ^^~*^L-^'-^v^»^ii» 

C  étant  une  certaine  fonction  de  x^  et,  comme  l'équa- 
tion (5)  a  lieu  en  môme  temps,  on  doit  avoir 

âC       dx        ' 
qui  se  décompose  en  deux,  savoir 


L'équation  (6)  donne  C  =  const.  et  reproduit  l'in- 
tégrale générale.  L'équation  (7)  détermine  une  certaine 
valeur  de  C  en  fonction  de  a:,  savoir 

(8)  C  =  ^{x), 

qui  répond  en  général  à  une  solution  particulière.  Cette 
solution 

(9)  r=/[^f^i^)]* 

pourra  toutefois  être  comprise  comme  cas  exceptionnel 
dans  l'intégrale  générale  ;  cela  arrivera  particulièrement 
si^(x)  se  réduit  à  une  constante.  Il  n'y  aura  pas  de 
solution  particulière  si  l'équation  (7)  ne  contient  pas  G. 

636.  II  faut  remarquer  que  l'équation  (7)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(.0)  g^  =  0. 
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—  étant  Urée  de  Tintégrale  générale;  sî  donc  celle-cî 
n'est  pas  résolue  par  rapport  ky,  et  qu'elle  ait  la  forme 

(il)  ♦(j:,J,  C)=0, 

l'équation  (lo)  donnera 
/     ^  ^ 

(12)  -—-  =  0. 

à? 

Cette  formule  exclut  évidemment  les  solutions  parti- 
culières X  =  une  constante.  Gomme  rien  n'empêche  de 
prendre  x  pour  variable  principale,  on  peut  lui  donner' 

la  forme 

à* 

(i3  -—=0, 

dx 

et  cette  formule  exclut  les  solutions  particulières 
j  =  une  constante. 

La  solution  particulière  s'obtiendra  en  éliminant  G 
de  l'équation  (11)  au  moyen  de  (12)  ou  de  (i3). 

Si  Téquation  (11)  est  préparée  de  manière  que-r-» 

-T-  conservent  des  valeurs  finies,  on  pourra  prendre 
simplement 

(.4)  ^=0; 

mais  les  valeurs  de  G  tirées  de  cette  équation  pourront 
cesser  de  donner  des  solutions  particulières  si   elles 

annulent  t-  et  -r-» 
ôx      ôj- 
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637.  Exemple. —  Soit  Téquation  différentielle 
que  Ton  obtient  en  éliminant  C  entre  Téquation 

♦  (jT,  j,  c)  =  (3*r -+- 2x»-+- c)»- 4(j  +  .r*)3  =  o 

et  celle  qu'on  en  déduit  par  la  différcntiation  relative  à  x 
et  àj^. 
On  a  ici 

^  =2(3.rr.-f-'2x»-+-C); 
réllmination  de  C  entre  4>  r=  o,  ---  =  o  donne 

mais  cette  valeur  de  j^  ne  satisfait  pas  à  Téquation  diffé- 
rentielle ;  on  vérifie  aisément  que  les  deux  dérivées  -^t  ^- 

*  ôjc  ôjr 

s'annulent  lorsqu'on  fait  simultanément  <I>  =  o,  •^-;  =  o. 

oL 

De  la  solution  particulière  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  déduite  de  l'équation  diffé~ 
rentielle. 

638.  Soit 

(■)  |=^(-''^)' 

et 

(2)  y=f[x,C], 


son  intégrale  générale,  de  manière  que 
(3)  M^=F[,,/(,,C)] 


dx 
soit  une  identité. 
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En  diiféren liant  (3)  par  rapport  à  G,  on  a 

^^'  dx(JC     ~  d/  dC     ' 

ou  bien 

[âvif^i     py(.r,c)-i 
rc)V(x,cr|^r()/(.r,c)|- 


(5) 


à/ 


équation  nécessairement  identique;  on  peut  attribuer  à  G 
telle  valeur  fonction  de  x  que  Ton  voudra.  Donnons 
à  G  la  valeur  que  représente  l'équation  (8)  du  n°  635, 
savoir  ^(x)y  qui  convient  à  la  solution  particulière.  Le 
premier  facteur  du  premier  membre  de  (5)  conserve 
une  valeur  finie  différente   de  zéro,  car  c'est  la  valeur 

de  —  —  ou  —  ^{^)]  on  a  effectivement,  en  différen- 

tiant  Téquation  (7)  du  numéro  précédent, 

âV{:rX)       ôV{x,C)dC^ 

Quant  au  deuxième  facteur  du  premier  membre 
de  (5),  je  dis  qu'il  est  infini.  Supposons  que  le  con- 
traire ait  lieu  y  et  posons,  pour  abréger, 

^  =/'(..  C); 

le  fadeur  6  dont  nous  nous  occupons  a  pour  valeur 

<)/(x,C) 

dC       _d\og[±/'(x,C}] 

*'-  /'{x,q  ~  dc 
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Si  0  restait  fini  pour  G  =  ^{x)f  il  en  serait  de  même 

de 

.c 


ce  qui  est  absurde;  la  valeur  G  =(p (j:)  annule  le  déno- 
minateur de  cette  expression. 

Ainsi   la   valeur  C  =  ^[x)  rend  infinie  la  valeur 

de  — î= — ~ —  >  que  1  on  peut  écrire  de   la  manière 

suivante  : 

En  d'autres  termes,  les  solutions  particulières  de  (i) 
autres  que  celles  de  la  forme  x  =.  const.  doivent  satis- 
faire à  Téquation 

On  peut  donc  trouver  ces  solutions  sans  connaître  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  difTérenlielle. 
La  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d.r  I 


donc   notre  analyse  prouve  que  les  solutions  particu- 
lières autres  que  celle  de  la  forme  j"  =  const.  satisferont 

xVA       .•         P(^.j)  X        1        dF(.T.r) 

à  1  équation --L_  ==  «  ,  ou  à  p,^^-j^  --^  =  oo  , 

ou  à  — ^-^ii  =  00  ,  car  F(x,  y)  =  o  donnerait,  à  cause 
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de  (i),  ^  ==  o,  ou  y  =  const.,  forme  exclue,  ou  enfin  ^ 

dx 
639.  Les  équations  (6)  et  [y)  peuvent  s'écrire 
.o^  àr'  df 

dy 
en  mettant  y  pour  -—•  Si  donc  la  proposée  est  mise 

sous  la  forme 

^^^         "^(È' ^'•'')'^^   ^"^   Y(/,r,^)  =  o, 

Téquation  (6)  deviendra 
et  (7)  sera 

Sî  la  proposée  est  préparée  de  manière  que  "^r  et  — 

ne  puissent  être  infinis,  on  aura  simplement,  pour  les 
solutions  particulières, 

L'élimination  de  /  entre  (9)  et  (10),  ou  entre  (9) 
et  (11),  ou  entre  (9)  et(ia)  donnera  une  équation  que 
devra  vérifier  la  solution  particulière.  Dans  le  cas  où 
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Téquation  (12)  peut  être  employée,  on  voit  que  la  so- 
lution particulière  s'obtient  en  exprimant  que  Téquation 

différentielle  a  deux  racines  —  égales  entre  elles. 

640.  Mais  il  est  bien  évident  que  les  valeurs  de^ 
fonctions  de  x  pour  lesquelles  Téquation  différentielle  a 
des  racines  égales  ne  sont  pas,  en  général,  des  solutions 
de  cette  équation. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  Téquation 

Hy 
est  du  second  degré  en  ~-  9  et  supposons-la  résolue  par 

rapport  à  -j--  Soit 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  des  variables 
X  et  y.  Les  valeurs  de  y  qui  annulent  Q  ne  vérifient 

Téquation  —  =  P  que  dans  des  cas  exceptionnels  ;  cela 

arrive,  par  exemple,  en  prenant 

La  fonction  ^  =  -^  y ax  -f-  A-  qui  annule  le  radical 

vérifie  l'équation    diiTérentielle   proposée.    L'équation 
difi'érentielle,  mise  sous  forme  entière,  est 

rintégrale  générale  esl  donnée  par  Téquation 

ûC{j  — Cx)  — 6«(i-hC«)  =  o, 

dans  laquelle  G  représente  une  constante  arbitraire. 

s.  —  Caic,  tau  aS 
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641.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  permet- 
tent de  reconnaître,  en  général,  si  une  solution  donnée 
y  =z(f(^x)  d'une  équation  différentielle 

est  une  solution  particulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière. Effectivement,  désignons  par  z  une  variable  nou- 
velle et  posons 

j  =  ç,(.r)-4-«; 

Téquation  différentielle  transformée  sera  satisfaite  par 
z  =  o  ;  nous  supposerons  qu'elle  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

¥  (  X,  z  )  étant  une  fonction  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie 
pour  z  =  o,  et  II  désignant  un  exposant  positif.  La  ques- 
tion que  nous  avons  à  résoudre  est  donc  de  reconnaître  la 
nature  de  la  solution  z  =  o.  Or,  pour  qu'elle  soit  une 
solution  particulière,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée  de 
z^V{x,z)  relative  à  z  soit  infinie  pourz  =  o;  cette 
dérivée  est 

(3)  iiz^-^W(x,z]  -f-.3»'T'(.r,s), 

en  écrivant  V ( x,  z)  au  lieu  de  — J~" 

Si  l'on  a  /x>  I  ou  |x  =  I ,  le  premier  terme  a  une  valeur 
finie  pour  z  =  o,  et  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  du 
second  terme,  car  on  a,  en  nommant  6  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  i , 

(4)       {ezYr(x.ez)  =  e^zf^-^[^r(x,z)-r(x,o)], 

et  l'un  et  l'autre  membre  de  cette  formule  restent  finis  pour 
z  =  o,dans  notre  hypothèse.  Ainsi  la  solution  z  =  o  est 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  (a). 
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Si  l'on  a  /tA  <^  I ,  le  premier  terme  de  l'expression  (  3  )  est 
infini  pour  ^  =r  o,  et  son  ordre  infinitésimal  est  i — /x;  il 
peut  arriver  que  le  second  terme  soit  lui-même  infini , 
mais  d'après  la  formule  (4)  son  ordre  infinitésimal  est 
inférieur  à  i  —  i^>  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  ré- 
duction entre  les  deux  termes.  Dans  ce  cas,  la  solution 
2  =  o  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (a),  et, 
par  conséquent,  ^  =  (y  (x)  est  une  solution  particulière 
de  l'équation  (i). 

J'ajoute  que  Ton  peut  faire  disparaître  la  solution  par- 
ticulière par  un  changement  de  variable.  En  effety  si  l'on 

pose  ^  =  M*"**,  l'équation  (2)  deviendra 


(5) 


^  =  (i-^)tU  ««-•'), 


et  cette  équation  (5)  n'admet  plus  la  solution  z  =  o  ou 
u  =  o.  Cette  remarque  a  été  faite,  pour  la  première  fois, 
par  Poisson. 

642.  Il  nous  reste  encore  une  observation  fort  impor- 
tante à  présenter.  La  solution  particulière  représente 
l'enveloppe  ou,  si  l'on  veut,  le  lieu  des  intersections  suc- 
cessives des  courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante,  dans  l'intégrale  générale.  Or  il  peut 
arriver  qu'une  enveloppe  ou  l'une  des  courbes  qui  la 
composent  fasse  partie  de  la  famille  des  enveloppées. 
On  est  alors  dans  le  cas  remarquable  d'une  solution  qui 
a  le  double  caractère  de  solution  particulière  et  d'inté- 
grale particulière  ;  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  présenter 
un  exemple.  Soit 

l'équation  d'une  famille  d'enveloppées.  La  diiférentiation 
relative  à  C  donne 

(«  — C)(*-3C)  =  o; 

aô. 
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Tenveloppe  se  composera  donc  de  deux  courbes  dont  on 

aura  les  équations  en  remplaçant  C  par  r  et  par  ^  dans 
Téquation  des  enveloppées  ;  il  vient  ainsi 

4^ 


r  =  o     et    y 


27 


La  solution^'  =  o  est  un  cas  particulier  des  enveloppées, 
car  elle  répond  au  cas  de  C  =  o. 

Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur  au  premier ^  déduites  de  l'une 
quelconque  des  intégrales  premières. 

643.  Les  considérations  que  nous  venons  de  déve- 
lopper sont  applicables  aux  équations  difTérentielles  de 
tous  les  ordres. 

Posons 

et  considérons  Téquation  différentielle  d'ordre  n 

(1)  /f«5  =  F  (x,/,j%jr^..., /(''-*>  1. 
Soit 

(2)  j(«-«)=/{:r,7,/ r(«-«),C) 

Tune  quelconque  des  n  intégrales  premières  de  l'équa- 
tion (i),  G  étant  la  constante  arbitraire.  En  dîfTérentiant 
l'équation  (a),  on  obtient 

L'équation  (i)  doit  devenir  identique  si  Ton  remplace 
jr(«)  ^\, yin-\)  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2) 
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et  (3)  ;  ainsi  Féquation 

doit  avoir  lieu  identiquement,  quels  que  soient  Xy  y^ 
y, . . . ,  ^(«-2)  et  c. 

Maintenant,  si  Ton  regarde  G  comme  une  fonction  de 
a:,  ^,  y, ...,  J^^''~^^  le  deuxième  membre  de  Téqua- 
tion  (  a  )  pourra  être  regardé  comme  une  fonction  aussi 
arbitraire  des  mêmes  quantités.  Voyons  si  à  ce  point  de 
vue  Téquation  (â)  peut  satisfaire  à  (i). 

L'expression  (3)  de  ^^"^  devra  être   augmentée    de 

/)/*  fie 

—  — ï  et  l'équation  (4)  devra  persister  si  Ton  ajoute  au 

premier  membre  la  même  quantité  :  il  faut  donc  que 
cette  quantité  soit  nulle.  Le  facteur 

dx 

donnerait  C  =  const.,  ce  qui  répond  à  l'intégrale  pre- 
mière. 

On  aura  donc  pour  la  solution  particulière  l'équa- 
tion 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  G  en  fonction  des  quantités  x, 
y  y  y'  y . . . ,  7^'»""*^  Si  l'on  porte  ensuite  ces  valeurs  dans 
l'équation  (a),  on  aura  la  solution  particulière. 
On  voit  que  cette  solution  est  de  la  forme 

et  que,  si  l'intégrale  première  est  mise  sous  la  forme 

(7)  ♦(^,r,/>..-,^<"-^C)=:0, 
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la  solution  particulière  sera  donnée  par 


(8)  -^  =  o^    * 


ÔC 


dfi 


/»-i) 


644.  Il  ne  faut  pas  croire  qu'à  chaque  intégrale  pre- 
mière de  l'équation  (  i)  puisse  répondre  ainsi  une  solution 
particulière;  il  est  facile  de  démontrer,  au  contraire, 
que,  en  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d'établir  à 
chacune  des  n  intégrales  premières,  on  obtient  toujours 
la  même  solution  particulière.  En  effet,  soit 

(9)  ♦l(^,r.r^...,7^"-*^B)=o 

une  deuxième  intégrale  première  de  l'équation  (i),  B 
étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  élimine^^"""*^  entre 
les  deux  équations  (7)  et  (  9),  on  obtiendra  une  équation 
d'ordre  n  —  2, 

(10)  V(:r,^,y,  ...,7(»-*),  B,C)  =  0, 

qui  sera  une  intégrale  deuxième  de  l'équation  (i);  nous 
supposerons  que  l'on  ait  mis  cette  équation  (10)  sous  une 
forme  telle,  que  les  dérivées  partielles  de  V  ne  puissent 
être  infinies  tant  que  les  quantités  qui  figurent  dans  W 
restent  finies.  Désignons  par 

(l  i)  r{.T,jr,y\  .  .  .  ,  ;^(«-»),  B,  C)  =  O 

le  résultat  de  la  différentiation  de  l'équation  (10);  il  est 
évident  qu'on  reproduira  les  équations  (7)  et  (9)  par 
l'élimination  de  B  et  par  celle  de  C  entre  les  équa- 
tions (10)  et  (i  i).  Par  conséquent,  si  l'on  imagine  que  B 
soit  remplacé  dans  l'équation  (11)  parla  valeur  tirée 
de  l'équation  (10),  cette  équation  (11)  coïncidera  avec 
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réquation  (  7  )  ?  et  Ton  pourra  la  faire  servir  au  calcul  de  la 

dérivée  partie  lie -=^-7- — >  qu'il  faut  égaler  à  zéro  (n*  643) 

pour  avoir  la  solution  particulière  qui  répond  à  l'in- 
tégrale première  (  7  ) . 

DifTérenlions  donc  les  équations  (10)  et  (i  i),  en  y  con- 
sidérant C  comme  une  variable  arbitraire,  B  et^^'*~*^ 
comme  deux  fonctions  de  cette 'variable  ;  on  aura 

dr       dw  dB  __ 

5c"^dB  5c""°' 

dT'       dr  dB  dr      ày^"^^)  _ 

dC  "^  dB  5c  "^  dj^"-*^      dC      "~  ^* 

Éliminons  —  entre  ces  deux  équations;  on  obtient,  à 
,       dY'  dv 

dr      dY      dy<''-^'^  __  dY  dT'       dT  dV 
"■  dB  d/<«-»J      dC      ■"  dB  dC  ~  dC  dB  * 

Ainsi  la  solution  particulière,  calculée  par  Tune  des 
intégrales  premières  (7)  ou  (9),  est  définie  par  Téquation 

dT  dV       dT  dW  _ 
^""^  dB  dC  ~dC  dB""''' 

on  obtiendra  cette  solution  par  l'élimination  de  B  et 
de  C  entre  les  équations  (10),  (i  i),  (12). 


Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
d^ ordre  supérieur  au  premier,  déduites  de  l' équation 
différentielle, 

645.  La  solution  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  quelconque  peut  être  déterminée,  quand 
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elle  existe,  par  l'équation  différentielle  elle-même,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  aucune  intégrale. 
Considérons  l'équation  différentielle 

et  soit 

une  quelconque  des  n  intégrales  premières  ;  en  différen- 
tiant  l'équation  (a),  on  a 

(3)       |:+/|r-....+^»)_^_o. 

Supposons  que  l'on  tire  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  G 
en  fonction  de  x,  y  y  j\  . . . ,  y^"^  et  qu'on  la  substitue 
dans  l'équation  (a);  celle-ci  deviendra  l'équation  diffé- 
rentielle elle-même,  et  on  peut  l'employer  pour  le  calcul 
de  la  dér  ivéej'^"+*M'ordre  ti  4- 1  qu'on  obtiendrait  direc- 
tement par  l'équation  (i).  Différentiant  donc  l'équa- 
tion (a),  on  a 

Mais  la  première  partie  du  premier  membre  est  nulle 
par  l'équation  (3),  et  l'on  a  simplement 

Voilà  donc  sous  quelle  forme  on  peut  mettre  l'équation 
obtenue  en  différentiant  la  proposée  (i);  dans  le  cas  de 
la  solution  particulière,  elle  est  satisfaite  identiquementet 
elle  ne  peut  servir  à  délermîner^<«+*^  ;  effectivement  on 


u 
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a  -rp;  =  o,  pour  une  telle  solution ,  si  Ton  suppose,  ce  qui 

est  permis  y  que  Téquation  (2)  soit  résolue  par  rapport 
àj^(«-o.  U  serait  facile  au  surplus  de  démontrer  que  la 
valeur  de^^""^*^  tirée  de  l'équation  (4),  après  la  suppres- 
sion du  facteur  -^-9  ne  convient  pas,  en  général,  à  la 

solution  particulière. 

Supposons  que  l'équation  (i)  ait  été  préparée  de  ma- 
nière que  son  premier  membre  soit  une  fonction  bien 
déterminée  des  quantités  qui  y  figurent  et  dont  les 
dérivées  partielles  restent  finies;  la  différentiation 
donnera 

ety  puisque  cette  équation  ne  saurait  faire  connaître  la 
valeur  de^^"+*^  qui  convient  à  la  solution  particulière, 
on  aura  nécessairement,  pour  cette  solution, 

et 

646.  U  nous  reste  une  dernière  remarque  à  présenter 
au  sujet  de  la  théorie  des  solutions  particulières.  Soit 

(i)  n(x,7,y,  ...,7(«-»)  =  o 

la  solution  particulière  de  l'équation  d'ordre  n 

(2)  F(a:,r,y,  ...,r<''0  =  o- 

Si  cette  solution  particulière  est  effectivement  de 
l'ordre  /*  —  i,  son  intégrale  générale  renfermera  n  — i 
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constantes  arbitraires,  et  cette  intégrale  satisfera  à  la 
proposée.  La  solution  particulière  peut  elle-même  avoir 
une  solution  particulière,  mais  il  est  très-important  de 
remarquer  que  cette  solution  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à  la  proposée. 

En  effet,  par  hypothèse ,  l'équation  (  a)  est  bien  satisfaite 
quand  on  y  substitue  les  valeurs  de^^"*"*^  et  dej^^"^  tirées 
de  l'équation  (i)  et  de  celle  qu'on  en  déduit  par  la  diifé- 
renliation  ;  mais  cette  dernière  équation  est 

du        ,dn  r  ^     an 

et  elle  cesse  de  déterminer  y^"^^  comme  on  l'a  vu   au 

numéro  précédent,  quand  il  s'agit  de  la  solution  parti- 
culière de  l'équation  (i). 

jipplication  de  la  théorie  précédente 
à  un  exemple, 

647.  Je  croîs  devoir  éclaircir,  par  un  exemple,  l'im- 
portante théorie  que  nous  venons  de  présenter.  Soit 
Téquation 

(i)  jr  —  a.r^ — bx  —  4^* — ^'  =  o, 

où  a  et  5  sont  deux  constantes  arbitraires  et  que  Lagrange 
a  considérée  dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions. 
On  en  tire 

(2)  — lax  —  ^z=o. 

L'élimination  de  b  donne 
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et  Ton  a,  par  celle  de  a^ 
Ensuite  Téquation  (  2  )  donne 

d'où  fl  =  -  ^  •  En  portant  cette  valeur  de  a  dans  l'équa- 
tion (3),  il  vient 

rs       /         f\M^^V     l    '^r      ^»\r/V      [dry        dr 

L'équation  (6)  estune  équation  diflférentielle  du  deuxième 
ordre;  les  équations  (3)  et  (4)  sont  ses  intégrales  pre- 
mières, l'équation  (i)  est  son  intégrale  générale. 

En  exprimant  l'égalité  des  raciales  a  de  l'équation  (3  ) 
ou  celle  des  racines  h  de  l'équation  (4)*  on  trouve  la 
solution  particulière  de  l'équation  (6),^  savoir  : 

Si  l'on  veut  tirer  cette  équation  (7  )  de  l'équation  diffé- 
rentielle (6)1  on  différentiera  cette  dernière,  et  Ton 
trouvera 


r\ ,     .     , X  d}r         djr      x^  1 


En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  ——  »  on  a 

iQ\  t  f\  ^*^  dx        x^ 

(8)  (•-^')z?-'^-4=°' 
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enfin  l'élimination  de  -r-^  entre  les  équations  (6)  et  (8) 

donne  l'équation  (7),  que  nous  venons  d'obtenir  par  ie 
moyen  des  intégrales  premières. 

dy 

Si  l'on  résout  l'équation  (7)   par  rapport  à  ~>  on 
trouvera 


dx  4  4 

et  l'on  peut  écrire 

dr 

8  -i-  -4-4'^ -4- 2a:* 
dx 


^  —  2  ^I  -h  Jr*=  O. 


^16/  H-  4j?*-fr- 

Or  la  première  partie  du  premier  membre  est  la  dé- 
rivée du  radical  ^i6^-h4J^^-HJ:*,  tandis  que  la  seconde 
partie  2  ^i-h  x^  est  la  dérivée  de 

Xsjx  H-  jr'-f-  l0g(x  +  ^I  -H  J7*)  . 

Donc  la  solution  particulière  (7)  s'obtient  en  dilTércn- 
tiant  l'équation 

(9)      ^l6j  H-  4-*^*  H- X*  —  x^lH-x*  —  log(.r  +  y/l -+-  a*)  =  H, 

OÙ  H  désigne  une  constante  arbitraire;  en  d'autres  termes, 
l'équation  (9)  est  l'intégrale  générale  de  cette  solution 
particulière. 

L'équation  (7)  a  elle-même  une  solution  particulière, 
et  on  peut  la  tirer  de  son  intégrale  générale  (9).  Comme 
celle-ci  est  résolue  par  rapport  à  la  constante  arbitraire, 
il  suffira  d'égaler  à  l'infini  la  dérivée  de  son  premier 
membre  prise  par  rapport  \y.  On  trouve  ainsi 


r}        JT* 


i6r-+-4-^'-*--^*  =  o,     d'où    ^  = 7- -3 

4        10 
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Cette  valeur  de  y  satisfait  bien  à  Téquation  (7),  mais 
elle  ne  vérifie  pas  Téquation  (1). 

Sur  une  classe  remarquable  d'équations 

différentielles. 

648.  En  terminant  ce  Chapitre,  je  présenterai  quelques 
notions  très-sommaires  relatives  à  une  classe  d'équations 
diflerentielles  étudiées  d'abord  par  Lagrange  et  dont  j'ai 
donné  une  théorie  très-dé veloppée  dans  un  Mémoire  qui 
fait  partie  du  Tome  XVIII  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées* 

Soient  X,  y  deux  variables  ;  y  y  y", ...  les  dérivées 
successives  àe  y\  a  et  6  deux  constantes  arbitraires.  Si 
les  deux  équations 

^'^  Ui^.r.y ><''M  =  s 

sont  deux  intégrales  premières  d'une  même  équation 
différentielle  V  =  o,  et  que 

('2)  f[^^r>y r^«-'\«,e)  =  o 

en  résulte  par  l'élimination  de  J^^''^  cette  dernière  sera 
une  intégrale  deuxième  de  l'équation  V=  o.  J'ajoute 
que  la  même  équation  (â)  sera  une  intégrale  première 
de  l'équation 

(3)  F(f,-p)=o, 

OÙ  F  désigne  une  fonction  quelconque ,  pourvu  que  Tony 
considère  a  et  6  comme  des  constantes  liées  entre  elles 
par  l'équation 

(4)  F(«,6)=o. 
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Effectivement,  si  l'on  résotit  par  rapport  à  a  et  6  le 
système  formé  de  réquatiôn  (2)  et  de  celle  qu'on  en 
déduit  par  la  différentiation,  on  trouvera,  par  notre  hypo- 
thèse, «  =  9,  6=  v(^,  et,  puisqu'on  suppose  a  et  6  liés 
par  l'équation  [4)9  ^^  ^st  clair  que  l'équation  (3)  sera 
satisfaite. 

Maintenant,  pour  avoir  la  solution  particulière  de 
l'équation  (3),  on  peut  employer  son  intégrale  pre- 
mière (  2  ).  Nous  supposerons  cette  intégrale  écrite  de  telle 

manière  que  la  dérivée  ^        ^^  ne  puisse  devenir  infinie  ; 

alors  il  suffira  de  différentier  l'équation  (2)  par  rapport  à 
l'arbitraire  a,  en  regardant  6  comme  une  fonction  de  a; 
il  vient  ainsi 

da.  de 

D'ailleurs  l'équation  (4)  donne 

dF  ,        ÔF  ^^ 

da  de  ' 

et  il  en  résulte,  par  l'élimination  du  rapport  —9 

ôfôF^ôfdF^ 
^^'  da  dS         dS  da        ^' 

cette  équation  (5)  est  précisément  la  solution  parti- 
culière demandée. 

649.  Exemple  I. —  Supposons  qu'on  demande  de 
trouver  une  courbe  plane,  connaissant  la  courbe  lieu 
des  centres  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  x,j  les  coordonnées  de  la  courbe 
demandée,  para,  6  celles  du  centre  de  courbure,   on 
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aura  (n«19S) 

^   '  d^x  d*j      ' 

^  Tùr* 

si  donc 

(^)  F(«,  e)=:o 

est  l'équation  de  la  courbe  donnée,  Téquation  différen- 
tielle du  problème  sera 

elle  est  du  deuxième  ordre.  Mais,  si  Ton  regarde  a  et  S 
comme  des  constan tesarbitraires, les  équations  (i)  seront 
deux  intégrales  premières  de  la  même  équation  du  troi- 
sième ordre 

(4)         y-^d^r^jd^^-^^d^yd^j  ==^^ 

on  est  donc  ici  dans  le  cas  considéré  au  numéro  précé- 

d^X 
dent.  En  éliminant  -7-^-  entre  les  équations  (i),  on  obtient 

(5)  (a-*)  +  (e-/)g=o. 

et  cette  équation  est  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3),  a  et  6  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l'équation  (  a).  Le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est, 
à  un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de 

si  donc  on  désigne  par  R  une  nouvelle  constante  arbi-* 
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traire,  Tîntégrale  générale  de  l'équation  (3)  sera 

(^-a)»4-(r-e)«=ii», 

a  et  S  étant  liés  par  Téquation  (2).  La  solution  générale 
du  problème  proposé  est  donc  donnée  par  une  circon- 
férence de  ra^on  arbitraire  et  dont  le  centre  est  en  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  donnée.  Mais,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie,  ce  n'est  pas  là  la  vraie  solution; 
celle-ci  n'est  autre  chose  que  la  solution  particulière  de 
l'équation  (3).  Pour  l'obtenir,  il  faut  différentier  l'équa- 
tion (5  )  en  regardant  a  et  S  comme  seules  variables,  ce 
qui  donne 

le  rapport  -—  devant  être  tiré  de  l'équation  (  a  ) .  L'équa- 
tion (6),  qui  n'est  que  du  premier  ordre,  est  précisé- 
ment celle  qu'il  faut  poser  quand  on  se  propose  de  trouver 
les  développantes  de  la  courbe  donnée. 

630.  Exemple  IL  —  Proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  de  deuxième  ordre  à 
centre. 

L'équation  de  la  surface  donnée  étant 

^^'  p^  "^  "p^  —  b^  "^  p«  —  c»  ""  '' 

l'équation  dilTérentîelle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  xj  sera  (n**  341  ),  en  faisant  dj  =ydxy 

OU 

(3)  a-6-62— o^ 
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en  posant 

Or,  quand  on  regarde  aeië  comme  des  constantes  arbi- 
traires, les  précédentes  équations  s'accordent  à  donner, 
par  la  difTérentiation, 

elles  sont  donc  deux  intégrales  premières  de  cette  der- 
nière équation,  et  Ton  peut  appliquera  l'équation  (a)  le 
théorème  du  n®  648.  En  éliminant  y'  entre  les  équa- 
tions (4)î  on  trouve 

c*  .r*        c' —  h*  y' 

a  et  6  étant  liés  par  l'équation  (3),  nous  poserons  a  =  |cx', 
6= fi*  —  b^,  et  l'équation  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sera  finalement 

fx*  étant  la  constante  arbitraire. 

Comme  cette  équation  (5)  est  symétrique  par  rapport 
à  p  et|u,  si  l'on  considère  p  comme  un  paramètre  variable 
et  (JL  comme  une  quantité  déterminée,  elle  représentera 
également  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface 

et,  si  p  et  fil  ont  en  même  temps  des  valeurs  déterminées, 
l'équation  (5)  représentera  la  projection  d'une  ligne  de 
courbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (6),  laquelle  sera 
donc  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

S.  ^  Caîe,  int,  a6 
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Si  dans  l'équation  (i)  on  a  p  >  c^  i,  (x  devra  être 
compris  entre  b  et  c,  ou  inférieur  à  c,  car  autrement  les 
deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  On  conclut  de  là 
que  les  trois  équations 


x'  jr^  3* 


t'      '     u}^b^  c» 


:i=='' 


.r'  >-*  3* 


c*  —  p' 

=  I 


V 


*  ù*-~v^        c*-^v* 


dans  lesquelles  i  et  c  ^  i  sont  des  constantes  détermi- 
nées, Oy  [jLj  V  trois  paramètres  variables,  compris,  le  pre- 
mier entre  c  et  oo  ,  le  deuxième  entre  b  et  c  et  le  troi- 
sième entre  o  et  b,  représentent  un  système  de  trois 
familles  telles,  que  Tune  quelconque  des  surfaces  de  Tune 
des  familles  est  coupée,  suivant  ses  lignes  de  courbure, 
par  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles,  propriété 
que  nous  avons  déjà  démontrée  au  moyen  du  théorème 
deDupin(n°338). 

651.  Exemple  III.  —  L'équation 

sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant, 
appartient  à  la  classe  de  celles  dont  nous  nous  occupons, 
car  les  équations 

oh  a  et  ^  désignent  deux  constantes  arbitraires,  sont  les 
intégrales  premières  de  l'équation 
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En  éliminant  -:~  9  on  a 

dx 

^  —  aa:  -+•  J3, 

ce  qui  est  l'intég^rale  générale  de  la  proposée  quand  ou 
regarde  p  et  a  comme  liés  par  Téquation 

La  solution  particulière  s'obtiendra  évidemment  en 
éliminant  a  entre  les  deux  équations 

r=.QLX  4- /(a),     o  =  j:  -t-/'(a). 


^. 
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CHAPITRE  VII. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES. 


De  la  séparation  des  variables, 

652.  Après  avoir  exposé  les  principes  généraux  de  la 
théorie  des  équations  difTérentielles,  nous  devons  exa- 
miner les  cas  dans  lesquels  on  sait  trouver  les  intégrales. 
Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  du  premier  ordre  à  deux  variables. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  variables 
sont  séparées;  alors  Tintégration  de  Téquation  différen- 
tielle ne  dépend  que  des  quadratures.  Nous  disons  que 
les  variables  sont  séparées  dans  une  équation  différen- 
tielle lorsque  cette  équation  est  ramenée  à  la  forme 

dx 
OU 

(i)  yidjc^'Ydx  =  o, 

X  étant  une  fonction  donnée  de  j?  et  Y  une  fonction 
donnée  àey.  Si  Ton  désigne  par  jto  ^^Ja  des  quantités 
déterminées  quelconques,  parC  une  constante  arbitraire, 
rintégrale  générale  de  Téquation  (i)  sera  évidemment 


l^) 
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On  peut  même  prendre  pour  cette  intégrale 

(3)  r'x^.r-*-  r  Yrfr=o, 

Xq  étant  une  valeur  déterminée  quelconque  et  y^  dési- 
gnant une  constante  arbitraire;  cette  constante  est  pré- 
cisément la  valeur  que  prend  j-  quand  on  donne  à  j:  la 
valeur  Xq. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  doit  être  regardé  comme  résolu  lorsque 
les  variables  sont  séparées;  on  parvient  quelquefois  à 
effectuer  la  séparation  par  le  moyen  d'un  changement  de 
variables;  on  enverra  divers  exemples  dans  ce  Chapitre. 

Si  l'équation  :^  =  o  a  la  racine  a,  l'équation  diffé- 

rentielle  (  i  )  admettra  évidemment  la  solution  x  =  a, 
qui  sera,  suivant  les  cas  (n**  641),  une  solution  particu- 
lière ou  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  l'équa- 
tion Y  =  ^  admet  une  racine  b,  l'équation  proposée 
aura  la  solution  particulière  ou  l'intégrale  particulière 

r  =  b. 

653.  Exemples.  —  i^  Considérons  l'équation  diflié- 

rentielle 

djr       1  —  r' 

a.v        I  —  jr' 

on  peut  lui  donner  la  forme 

dx  dr 

— ^— .  =o. 


NI  —  X*        I  —  jr^        * 
et  son  intégrale  est 


rT^.^x'T^- 
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Or  on  a 
et  de  même 


— - 1 


r^    dr  ,         /i-+-  r 


Si  donc  on  écrit  logy^G  au  lieu  de  G,  Tintégrale  précé- 
dente deviendra 

L'hypothèse   G  =  o   donne  les  intégrales  particulières 
3r^=  —  I  >  J  =  —  I  ;  Thypothèse  G  =  oo  donnera  les  deux 
autres  intégrales  particulières  j:=--l-i,/=-l-i,  ce  qui 
s'accorde  avec  les  résultats  établis  au  n°  641. 
a^  Soit  en  second  lieu  l'équation 


V* 


dr       v/-  — 


on  peut  lui  donner  la  forme 


d.T  dr 

-^ =0, 


y/ 1  —  J7*       y  1  —  ^* 

et  elle  a  pour  intégrale  générale 

arc  sin  a:  ■+•  arc  sinj  =  arc  sinC, 

G  étant  kl  constante  arbitraire.  Si  l'on  prend  les  sinus 
des  deux  membres,  il  viendra 


Gomme  dans  l'exemple  précédent,  l'équation  différentielle 
proposée  est  satisfaite  en  posant  a:  =ihi,j^  =  d:i;  mais 
on  voit  que  ces  solutions  sont  ici  des  solutions  particu- 
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lières  et  non  des  intégrales  particulières,  car  l'intégrale 
générale  ne  peut  devenir  identique  pour  aucune  valeur 
de  la  constante  arbitraire  quand  on  y  suppose  x^=dzi 
ou^=  zh  I  ;  cette  conclusion  est  conforme  à  la  théorie 
du  n'^  641 . 

Intégration  des  équations  de  la  forme  -i-  =f  (  -  )  • 

65 i.  LorsquUl  s'agit  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme 


(■)  È=/(S) 


on  arrive  à  séparer  les  variables  par  le   moyen  de  la 
substitution 

{i)  r  —  zx, 

z  étant  une  nouvelle  variable. 
En  effet,  on  a 

dY 

et,  en  substituant  les  précédentes  valeurs  de  j-  et  de  -^ 
dans  l'équation  (i),  elle  devient 

dz 


(4) 

X  

dx 

-+-Z- 

-yi^). 

d'où 

dz 

dx 

yM- 

-  z 

X 

On  aura  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  G  une 
constante  arbitraire. 


ou 


(6)         •  r^ 106^=C. 
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Les  valeurs  Xq  et  Zo  peuvent  être  choisies  à  volonté  ;  si 
Ton  regarde  Zq  comme  une  constante  arbitraire,  on  peut 
écrire  plus  simplement 


/: 


ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dit  au  n^  652. 
Il  est  évident  que  l'équation 

P  +  Q-^=:0     ou     Pdlr-4- Q€/j  =  o, 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  homogènes 

d'un  même  degré  des  deux  variables  x  ely^  a  la  même 

p 

forme  que  l'équation  (i),  car  le  rapport  -  est  une  fonc- 
tion homogène  du  degré  zéro  des  variables  x,  y^  et,  par 
conséquent,  on  peut  poser 


^-^e: 


655.  Exemple  I.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectan- 
gulaires Oxf  Oy^  trouver  une  courbe  MNP  telle  que 
le  rayon  vecteur  OM  soit  égal  à  la  distance  OT  de 


l'origine  des  coordonnées  au  point  T  oîi  la  tangente 
en  M  rencontre  l'axe  des  y^ 
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L'équation  de  la  tangente  MT  au  point  M(a?,  j^)  est 

et,  si  Ton  y  fait  X=  o,  Y  =  —  \Joc^-\-y^j  on  obtiendra 
Téquation  difTérentielle  de  la  courbe  cherchée^  savoir  : 


Posons 

dy  dz 

Téquation  précédente  devient 

dz        I r  dz  dx 


ar~  =  i^i  -^  3*     ou 

dx  ^n-z* 


X 


9 


les  variables  sont  séparées,  et,  comme  on  a 

—  =:  log  x  -f-  const.,    1  —=--==  =  log(«  •+-  V^i  +  ^'j  -^  const., 

rintégrale  sera 

log  (z  -4-  ^i-h  z*  )  =  logx  —  logC, 

logC  étant  la  constante  arbitraire.  On  peut  écrire  aussi 


/ X 

«4- yi  -T-3*==  -r^-i 


et,  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres. 


X 

Retranchant  enfin  la  dernière  équation  de  la  précédente, 

il  vient 

X       C 
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OU,  en  remettant  -  au  lieu  de  z, 

X 

Cette  équation  représente  des  paraboles  qui  ont  pour 
foyer  l'origine  des  coordonnées  et  dont  Taxe  coïncide 
avec  l'axe  des  y.  En  dilTérentiant  par  rapport  à  C,  il 

vient 

j  -+-  C  r  -  o, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière  imaginaire 

^î  _|_  ^.a ._.  Q . 

l'équation  diflFérentielle  du  problème  est  effectivement 
satisfaite  quand  on  pose  y  =^x  y —  i . 

656.  Exemple  II.  —  Trouver  l'intégrale  de  V équa- 
tion différentielle 

[ax  H-  by)  dx  -i-  [a'x  -4-  b*x)dy  =  o, 

dans  laquelle  a,  b,  a',  V  désignent  des  constantes  don- 
nées. 

Par  la  substitution 

jr  zrz  xz,     dr  =  xdz  ■+-  zdxy 

l'équation  proposée  devient 

{a'-^b*z]dz  dx 

a-V-[b  -^a!)z-\-  b*z^        x 

OU 

dx  {b-ha'^-ho.b'z        ,  [a'—b] 


X        a'{-[b  -i-  a'  )z-h  ù'z*  a -h(b  -^  a' )z -h  b'z^ 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  forment  la 
différentielle  de  la  somme 

logar«-h  log[a-+-(ô  -h  a')z-i-  b'z^]  ~--  log  [aor* -f- (ô  -ha')xx  -h  b'j'*]; 
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on  a  donC;  par  rintégration, 

log[ax«-h(ô  +  fl')xr  +  A'7*]+  r (^^-^^3  const. 

'  ■■       J  a  ~\-  [b  -^^  a  )z-r-  vz* 

Si  l'on  pose 

H  étant  une  quantité  positive,  le  dernier  terme  de  la 
formule  précédente  aura  pour  valeur 

a'—  b  ,      '^b'z-hb-^-a'  —  sjTl 
• — -^—  log —  _^ 

VH  ib'z-^b-^-a'  -\-\l\l 

ou 

2(^7'—  b]                  ib'z  -h  b  ~i^  a' 
— ^—  _  —  -  arc  tanff ;=: — '■ 9 

selon  que  di  H  sera  positif  ou  négatif.  L'intégrale  de 
Téquation  proposée  sera  donc,  dans  le  premier  cas, 

,      ,       .       ,,          ,,             ^,  ,,       a'-^b.      ib'r-^  (b-^-a'  —  s/'Tl)^      ^ 
los[a.7:^-h[b^a')xX'^by*]~^—=-\og—f— l-i-  zr^C, 

^^         ^  v^u       iby~:  {b-'r-a'-i^s/n)jc 

et,  dans  le  second  cas, 

log [rtx*  -4-  (  ^  -h  fl  )  jpj  H-  ^>*]  -h  -^ — — ^  arc tang  — ^ ^ '—  =  C, 

G  désignant  la  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  H  =  o, 
le  dernier  terme  est  algébrique,  et  Ton  reconnaît  facile- 
ment qu'il  a  pour  valeur 

—  i{a^  —  ^  )  .r 


1  b'j  -r  [b  -h  a')x 

11  est  évident  que  l'intégrale  de  l'équatîon  proposée  ne 
peut  être  algébrique  que  si  la  quantité  +  H  est  positive. 
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et,  dans  ce  cas,  il  faut  en  outre  que  Ton  ait 


rt'  —  b       m 


• 


VH  « 

m  eln  étant  des  nombres  entiers. 

657.  Exemple  111.  —  Trouver  L'intégrale  de  l'équa- 
tion différentielle 

[ax  -^  bjr  -^  c]dx  -f-(a'x  -t-  b'y  -4-c')rf7=ro. 

L'équation  dont  il  s'agit  n'est  pas  homogène  par  rap- 
port aux  variables  x»  y^  mais  on  peut  la  ramener  à  la 
forme  des  équations  homogènes  par  un  changement  de 
variables.  Posons 

X  r-  Xq  4-  x\     y=y^^y', 

od  et  y  étant  les  nouvelles  variables,  et  déterminons  les 
constantes  jTq,  yo  par  les  équations 

axQ  •+-  bjTQ  -^  c=zo,     a'xQ  -4-  b'y^  +  c'  rrr  o. 

L'équation  transformée  sera 

[ax'^by)dx'  -f-  (aV  4-  b'y)dy=zo, 

et  elle  coïncide  avec  celle  de  l'exemple  précédent. 
On  peut  encore  procéder  comme  il  suit.  Posons 

ax  -h  by  -h  c  =  u,     cix  -4-  b'y  -h  c'  =  •», 

u  et  ç»  étant  de  nouvelles  variables  ;  on  aura 

___  h'[u  —  c)-  b(u-~c')  __  a(u-.c')^a'{ii^c) 

"^^  ab'  —  ba'  '      •^~"  ab'-^ba' 

et  l'équation  proposée  deviendra 

u[b' du  —  bdv]-\-  v[adv  —  adu]  =  o 

ou 

[b' u  —  a'p]du  -h{av  —  bu)dç=zo. 
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ce  qui  est  une  équation  homogène  par  rapport  aux  va- 
riables u  et  {f. 

Les  deux  transformations  que  nous  venons  d'employer 
ne  sont  pas  praticables  lorsque 

alors  on  a 

a 
et  Féquation  proposée  est 

(ax  -h  0/  H-  c)r/j--f-     —  (flj:  -f-  6j)  +  c'  I  rf/  =  o. 

Pour  séparer  les  variables,  il  suffit  de  poser 

,  , ,   ,       _         dz  —  a  dx 

ax  -^  br  =z  Zy     d  ou     rfr  = : 

b 

Téquation  devient  alors 

[a' z  -V-  ad]dz 

a  dx  -f-  77 rr- r- 77  =  O, 

[b^  a')z-^[bc  --ac') 

et  les  variables  sont  séparées.  Ce  résultat  persiste  dans 
le  cas  de  a'=  o,  y  =  o;  mais,  si  Ton  aa=o,  i=o,  il 
faudra  employer  la  transformation 

a'x  -h  b'jr  =  z. 

Intégration  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre. 

658.  Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est 
dite  linéaire  lorsqu'elle  est  du  premier  degré  relative- 
ment à  Tune  des  variables  et  à  sa  dérivée;  une  telle 
équation  est  donc  de  la  forme 

(i)  g-+.Xr-^Xi  =  o, 
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X  et  X|  étant  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

On  peut  intégrer  facilement  Téquation  (i)  en  y  exé- 
cutant la  séparation  des  variables.  A  cet  effet,  posons 

z  étant  une  nouvelle  variable  et  0  désignant  une  fonc- 
tion de  X  que  nous  nous  réservons  de  déterminer  à 
volonté.  L'équation  (2)  donne 

^    '  dx  a.r  dJf 

dr 

et,  en  substituant  les  valeurs  dej^etde  ^  dans  l'équa- 
tion (1),  on  obtient 

Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  fonction  &  par 
la  condition  qu'elle  satisfasse  à  l'équation 

de 
(5)  ^+X«  =  °' 

et  l'assujettir  en  outre  à  se  réduire  à  l'unité  pour  x= j:©. 
L'équation  (5)  est  une  équation  diiférentielle  dans  la- 
quelle on  peut  séparer  les  variables  en  l'écrivant  comme 

il  suit| 

de 

-r-  -h  X  rfa?  =  0, 

V 

et  l'on  en  conclut 

(6)  ioeo=-j  -■      - 


Xdx,     ezz^e 


'*• 
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Ensuite,    à  cause  de  Téquation  (5),  Téquation  (4)  se 
réduit  à 

B »-X,  =  o     ou     dz-\ — =0; 

les  variables  sont  encore  séparées,  et  l'intégration  donne 

Xi  dr 


h: 


e 


c, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  a  donc,  pour  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (i), 


(7) 


D'après  les  résultats  obtenus  aux  n®'  639  et  suivants,  il 
est  évident  que  les  équations  linéaires  ne  peuvent  pas 
avoir  de  solutions  particulières. 

659.  Exemple  I.  —  On  demande  d'intégrer  l'équor 
lion  dijJérentielLe 

a  étant  une  constante  donnée. 
On  a  ici 

X  = 1>     X|  = —zj 

d'où 

—  /    \dx  =  \og^i-hx*,     ô  =  v^i  -+-  «*, 

puis 

rXi   .  r      dx  —ax 
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rintégrale  demandée  est  donc 


jrz=:  ax  -\-C  ^l  -\-  J?*, 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

660.  Exemple  II.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion différentielle 


dr  y        /"'sin.r  , 

dx  X       j        X 


On  a  ici 


puis 


I     Xrfa?  =  2loga:,     0=  —  9 


ensuite 


d^ailleurs 

I  X*  — -^  éf jr  =  —  /  JF*  sin  x  ^x 

=  (  x'  —  2  )  cosx  —  2x  sînx  -h  const.; 
donc 

x'  —  2  2         . 

^ —  cosx  +  ^  X  8inâ7  -4-  oonst.; 

rintégrale  demandée  est  donc 


C       *   /*   sin.r   ,        X*  — 
X*        3  j        X  3x* 


—  2  2  smx 

cosx —  X 


3    X 
C  étant  la  constante  arbitraire. 
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D'une  classe  d' équations  différentielles  réductibles 

à  la  forme  linéaire. 

661 .  Les  équations  de  la  forme 

où  X  et  Xi  désignent  des  fonctions  données  de  Xy  se  ra- 
mènent à  la  forme  linéaire  par  la  substitution 


yl--rt 


=  «,      d*où    x-~'^df=:dz\ 


1  —  n 
effectivement,  Téquation  proposée  divisée  par^"  devient 

et,  par  notre  substitution,  on  trouve 

^^  H-(i~/i)X3-*-Xi  =  o, 

ce  qui  est  une  équation  linéaire. 

Au  reste,  il  est  inutile  d^opérer  la  réduction,  et  on 

peut  appliquer  directement  à  Téquation  (1)  le  procédé 

dUntégration  dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  658.  Si 

Ton  pose 

^X  __  Q  dz         de 

*     dx  dx  dx 

Téquation  (1)  deviendra 

dz         fdB  \ 

et  cette  équation  se  réduira  à  la  suivante  : 
(3)  ^^+X.9»-««»=o, 

S.  —  Cale,  ini,  a<^ 
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si  l'on  détermine  0  de  manière  que  Ton  ait 

(4)  2-^®^  =  °- 

L'équation  (4)  donne,  comme  au  n^  658, 

ensuite  l'équation  (3)  devient,  en  séparant  les  variables, 

--hX^Ô^-^rfr^o. 
Intégrant  et  désignant  par  C  la  constante,  il  vient 

Fintégrale  de  l'équation  (i)  est  donc 


D'une  classe  d'équations  dont  on  peut  déterminer  l'in- 
tégrale générale  quand  on  connaît  une  intégrale 
particulière. 

662.  Les  équations  différentielles  dont  je  veux  parler 
ici  ont  la  forme 

(•)  g+Xr«  +  x,r  +  x.  =  o. 

X,  X|,  X2  étant  des  fonctions  données  de  x.  Si  l'on 
satisfait  à  l'équation  (i)  en  posantj^  =  Y,  Y  étant  une 


1 
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fonction   donnée  de  x,  on  pourra  trouver  l'intégrale 
générale.  Pour  cela,  il  suilira  de  poser 

__Y  ^^—^         ^ 

*      djr        dx         cLx 

z  étant  une  nouvelle  variable.  Comme  on  a,  par  hypo- 
thèse, 

^  -hXY«H-X,Y-hX,=o, 

clx 

l'équation  transformée  en  z  sera 

[i\  ^  -h  fXi-4-2XY)3-hXz=  =  o. 

^    '  dx        " 

Cette  équation  (2)  est  comprise  dans  celle  que  nous 
avons  considérée  au  numéro  précédent^  et  elle  répond 
au  cas  de  /i  =  2;  on  pourra  donc  obtenir  son  intégrale 
générale  en  appliquant  Tun  ou  l'autre  des  procédés  que 
nous  avons  indiqués. 

Par  exemple,  Téquation 

^  -+-  Xj«  -h  Xtr-  (X.rî  >'r  X,x  -1-  l)  =^  O, 
€tx 

est  satisfaite  quand  on  posej^  =:x;  donc  la  substitution 
ramènera  cette  équation  à  la  suivante  : 

^  -h  (X,  4-2X.r)3-hX3*r=0. 
ax 

De  l'équation  de  Riccati. 

663.  L'équation  dite  de  Riccati  appartient  à  la  classe 
de  celles  dont  il  a  été  question  au  numéro  précédent  ; 
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cette  équation  est  la  suivante  : 

a  et  J  étant  des  coefficients  constants. 

Dans  le  cas  de  m  =  o,  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement; on  a 

dy  . 

-j-  aux  •=.  o, 


^■- 


d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  constante» 


r- 


/- 

Si  l'on  résout  par  rapport  à  j ,  on  trouvera 

_     a(x  —  C'\/-  — fltx— r)i/- 

lorsque  -  est  négatif,  on  peut  écrire  (n°  368) 

L'équation  (i)  est  intégrable,  dans  certains  cas,  par  le 
moyen  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  ou 
circulaires;  la  marche  que  nous  allons  suivre  dans  cette 
recherche  consiste  à  ramener  l'équation  différentielle  à 
une  autre  de  même  forme,  et  dans  laquelle  l'exposant  m 
soit  nul. 
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G64.  Nous  ferons  d'abord  la  transformation  suivante: 

y  =  M  r'  H-  N, 

Y  étant  une  nouvelle  variable  et  M,  N  désignant  des 
fonctions  de  x  que  nous  pourrons  déterminer  à  volonté  ; 
on  aura  aussi 

dr       „  dr'         ,  <fM       d^ 

;~=M  -.-+/  --  -4--:7-' 

«X  dx  tLr.  dx 

et,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il 
viendra 


/^N 


dx  1 


Posons  maintenant,  pour  déterminer  M  et  N, 

-—  -h  riN*  =  o,      -3 h  a«MN  =  o. 

o^  dx 

Dans  la  première  de'ces  équations,  les  variables  se  sépa- 
rent immédiatement  ;  on  peut  écrire 


et  il  en  résulte 


Nous  prendrons 


I 
—  —  4-  flx  =  const. 


ax^ 


Tautre  équation  devient  alors 


-7-  H =0     ou      —-  -\ =  o, 

dx         X  s\  X 
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et,  en  intégrant, 

logM  H- log^  =:  const.     ou     Mj?*  =  consl,; 
nous  prendrons 


en  sorte  que  la  transformation  employée  sera 

f    \  ri 

'  .rr         ax 

et  elle  donnera  pour  transformée 

'    '  dx        x^-^ 

Dans  le  cas  de  m  =  —  2,  cette  équation  devient 

dr'       ,  r'» 

-  -  =1  ^  —  û  • —  9 
dx  X* 

et,  comme  le  second  membre  est  une  fonction  du  seul 

y' 
rapport— 5  elle  est  intégrable  par  le  procédé  du  n°t>o4- 

Ainsi  notre  transformation  permet  d'intégrer  Téquation 
de  Riccati  lorsque  m  =  —  2. 

L'équation  (3)  n*a  plus  la  forme  de  la  proposée,  mais 
on  peut  l'y  ramener  par  un  nouveau  changement  de 
variables  ;  nous  ferons 


(4) 

y     -,    X    xi""*». 

d'où 

dy'-^ 

^yi     j_-_    ' 

9      «•*•  —              ■  x^ 

fi            /w  -h  3   * 

r/xj  ; 


si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (3),  et  qae 
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l'on  fasse,  pour  abréger, 

b  ,  a  /72  -»-  4 


-o» 


^    ^        *       «1-1-3  i/iH-  3  /n  +  3 

il  viendra 

^^)  |;+««^î  =  *«<*• 

Cette  équation  est  toute  semblable  à  Féquation  (i);  elle 
est  intégrable  lorsque  mi  =0,  ce  qui  donne  m  =  —  4î 
donc  Téquation  (i)  est  elle-même  intégrable  dans  cette 
hypothèse. 

665.  La  transformation  par  laquelle  on  passe  de  l'é- 
quation (i)  à  Téquatiôn  (6)  peut  être  appliquée  à  celle- 
ci,  et,  en  poursuivant  la  même  marche,  on  obtiendra 
une  infinité  de  transformées  successives,  qu'on  peut 
représenter  d'une  manière  générale  par 

Si  Ton  rencontre  une  transformée  dans  laquelle  mi  soit 
nul;  cette  transformée  sera  intégrable  comme  on  Ta 
VU;  et  toutes  les  transformées  qui  précèdent  le  seront 
aussi.  Il  est  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  cette 
circonstance  se  présente. 

Désignons  par  Om  la  fonction  de  m  définie  par  la  for- 
mule 


/72-h  3 

et  faisons,  pour  abréger, 
il  est  évident  que  Ton  aura 


•  •  •» 
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et  Ton  trouve  (voir  mon  Cours  d'Algèbre  supérieure, 
4'  édition,  t.  II,  p.  356) 

(  7.  /  —  T 1  m  H-  4  ' 

nti  =z  —  ^ ; 

im-\-  ^11  -\-  \] 

cette  formule  s'accorde  avec  les  formules  (5)  pour  i=  i, 
et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  elle  a  lieu  pour  un 
indice  i,  elle  subsiste  pour  Tindice  f  H- 1 . 

D'après  cela,  pour  que  l'on  trouve  m,-  =  o,  il  faut  que 
Ton  ait 


Il  —  I 


Lorsque  le  nombre  m  a  cette  forme,  i  étant  un  entier 
positif,  l'équation  de  Riccati  est  intégrable  par  le  moyen 
des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  ;  mais   il 
existe,  comme  on  va  voir,  un  autre  cas  d'intégrabilité. 
En  effet,  si  l'on  fait  la  substitution 


^.=  1,      a:=X"-* 


dans  l'équation  proposée  (i),  on  trouvera  la  transformée 


—  m 


aX        m  -h  I 

qui  a  encore  la  même  forme,  et,  d'après  ce  qui  précède, 
cette  transformée  et  la  proposée  seront  intégrables  si 
l'on  a 

—  m                Li                                 4' 
= ~ —     ou     m  = —  • 

m  -HI  21  —  I  2/  H- 1 

Donc,  en  résumé,  nous  savons  intégrer  l'équation  de 
Riccati  lorsque  le  nombre  /n  a  la  forme 

m=    ._;    » 

2/=t:i 
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i  étant  un  entier  positif;  le  cas  de  m  =  —  2  considéré 
plus  haut  répond  à  i  =  00  . 

De  r équation  h (xdj — ydx) — Mdy-h  îidx  =  o,  dans 
laquelle  Li,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires, 

666.  Uéquation  différentielle 

Pi/x  H-  Q^/x-  =  o 

s'intègre  aisément  (n°  6o7)  lorsque  P  et  Q  sont  des 
fonctions  linéaires  des  deux  variables  x  etj^.  Euler  et 
d'autres  géomètres  après  lui  ont  étudié  le  cas  où  P  et  Q 
sont  des  fonctions  entières  du  deuxième  degré,  mais  ils 
n'ont  pu  trouver  l'intégrale  qu'en  restreignant  la  géné- 
ralité des  polynômes  P  et  Q. 

Les  équations  différentielles  de  la  forme  dont  nous 
parlons,  et  que  l'on  était  parvenu  à  intégrer,  sont  com- 
prises, comme  cas  particulier,  dans  une  équation  gé- 
nérale dont  nous  allons  nous  occuper  et  pour  laquelle 
Jacobi  a  donné  le  premier  une  méthode  d'intégraliou. 
L'équation  dont  il  s'agit  est  la  suivante  : 

(l)  lj[xdx  --  ydx)  —  M^r'-l-N^/arrrtO, 

où  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires  données, 

savoir 

IL  =  A  -h  A'o:  +  AV, 
N  =  C-hC'^-4-CV, 

A,  Pl,  ...  étant  des  constantes  données.  La  méthode  que 
je  vais  exposer  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  que  Jacobi 
a  fait  connaître. 


4^6 
Soient 

(3) 
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U  =  fl  -h  bx    -»-  C/, 

V  =  a'  H-  b'.r  -+-  c'y. 


trois  fonctions  linéaires  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés ;  posons  en  outre 

{  a  ^.  b'c'  —  b"c\     €  —  c/a"  —  c''^',     7  =  «'  ô"  -  /i'' A', 

(4)  I  a'     -  h"c  -    ^c\      g'  -.  c''a  -  rrt",       7'  : -:  a'b   -  «/r-', 
(  oi! ^  bc'  —  6'c,      6"::=: ca*  —  c'a,       7"  =  ab'   --a' h 

et 

(5)  t^  —  a[b'c"—b"c[)  •^b[ea"'-c'*a')'\-c[a'b"'--a"bf]\ 

on  aura  évidemment 


(6) 


I  aa  -}-«'«' -h  a"  9^^= 

aS  -»-«' e'-h«"ê"rrr 


A, 


A. 


ca  H- c'a'  H-  <:"a"  ~  O, 
ce  4-c'ê'  -+-c"ê"  —  o, 
I  cy  -h  c'y  -h  c"7"  =  A, 


et  à  cause  de  ces  relations,  les  formules  (3)  donneront 


(7) 


A     =:«U-4-cc'U'H-a''U", 

A:r=  eu -4-  ê'o'-he*u% 

Aj=::7U-hy'U'-H7"U^ 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger  récriture, 

X  =Ax  -t-A'e  -VA" 7, 
X'=A«'-+-A'e'-hA'^/, 

.V'r=A«'^-hA'e^-t-A'^'/, 


4^7 


(8) 


(  iPo'=B«'-f-B'e' 

Ub''=B«''-hB'6" 


B-^7, 
BY% 


e  =  c«  -h  ce  -^  C'y, 

et  que  Ton  ajoute  les  équations  (7),  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  A,  A',  A''^,  puis  parB,  B',  B'', 
puis  enfin  par  C,  C,  C\  on  aura 

1   AL  =  XI]  -f-  X'ir  -4-  A/'U", 

Les  équations  (3)  donnent  par  la  diflférentîatîon 
dV=bdx-\-cdx,  d\V  —  b'dx-^e'dx,  d\}"  =1  b" dx -\- c^ dy, 
à  cause  des  formules  (4)i  on  déduit  les  suivantes  : 
\Y  d\}"  —  C^f  U'  =  a  (4:r/j  —  J^)  —  €  c(r  -H  7  ^.r, 
XJ^c/U   —  U  d\]*'  -.  a'  (j-r/j  — r^*^)  —  ^dy  -+-  7'r/x, 

u  ^13'  —  u'rfu  =  a'(xrf7  —  r^-^)  —  ^"^f  -+-  y*'^. 

et  celles-ci  donnent,  en  faisant  usage  des  formules  ((^), 
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Nous  allons  maintenant  substituer  dans  Téquation 
proposée  les  valeurs  de  L,  M,  N,  xdy — ydxy  djeidx 
tirées  des  formules  (9)  et  (10).  Le  résultat  de  cette  sub- 
stitution sera  une  équation  entre  les  variables  U,  U',  U'' 
et  leurs  différentielles;  Tune  de  ces  variables  est  expri- 
mable par  les  deux  autres  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion (7),  mais  il  vaut  mieux,  poùrnotre  objet, les  conserver 
toutes  les  trois.  Les  neuf  constantes  des  polynômes  U,  U', 
U"  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à  satisfaire 
à  six  relations,  et,  en  introduisant  trois  nouvelles  indéter- 
minées X,  X',  \" j  nous  poserons  les  neuf  équations 

fl  X  H-  ^  iftj  4-  c  G  —  A>, 
a  X'  '\-  b  Ub'  -»-  c  G'  =  o, 
a  X"-\-b  Ub"  4-  c  G"  =  o, 


(") 


a'  cl>  4-  b'  ift)  -}-  c'  G  —  o, 
/  a'  X  -h  b'  Ui,'  4-  c  G'  —  A  V , 
a' A/' ^  b' ^S)," 


c  ©  =0, 


a^X  4-  6"  1)1  4-  c^Q^  =  o, 
a"X'  4-  6"  Ub'  -4-  c"G'  ^  o, 
a^X''-^-  ^^'''UV'4-  c^G"=  Ar. 


Alors  l'équation  proposée  deviendra,  après  la  substitu- 
tion dont  nous  venons  de  parler, 

(V— X'')U'U"^U4-(X''— >)U''U^U'4-(>  — V)UUVU"=o 


ou 


(12)    (v-r)  — 4-(r-M  ur+(>-v)-^=o. 

Dans  cette  équation,  les  trois  variables  sont  séparées  ; 
en  intégrant  et  en  désignant  par  H  une  constante  arbi- 
traire, on  a 

(i3)  (V-r)logU4-{r->)logU'4.(X-V)logU''=logH, 
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et,  si  l'on  convient  de  représenter  par  IP'"^'  la  quantité 
dont  le  logarithme  est  (X' — X'')  logU,  même  dans  le  cas, 
où  X' —  X"  et  U  sont  imaginaires,  l'intégrale  de  Téquation 
proposée  sera 

(i4)  u^'-^''u'^"-^u''^-^'.-=H. 

u  reste  à  calculer  les  coeflicients  des  fonctions  U,  U', 
U'^,  ainsi  que  les  exposants  X,  X',  X".  A  cet  effet,  considé- 
rons les  trois  équations  du  premier  des  groupes  (ii); 
ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a,  ci  y  a!',  puis  par  i,  b'^  V\  puis 
par  c,  {/,  d'\  il  viendra,  à  cause  des  équations  (8)  et  (6), 

I(A— X)a-hBA  -hCc=:o. 
A'a-H(B'-X)^-+-C'c--=:o, 
K^a^'&^h^  (C"-X)c  =  o. 

Il  est  évident  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  équations  des  deux  derniers  groupes  (  ii  )  on  obtiendra 
deux  systèmes  d'équations  qui  peuvent  se  déduire  du 
système  (i5),  en  remplaçant  a,  A,  c,  Xpar  al  y  b'y  c/,  X', 
puis  par  a" y  b"y  d'y  X". 

Les  équations  (i5)  sont  homogènes  par  rapport  à  a, 
by  Cy  et,  si  l'on  élimine  entre  elles  ces  trois  quantités,  on 
obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

(i6)  F(X)=o, 

dont  le  premier  membre  aura  pour  valeur  le  déterminant 

A— X     B  C 

A'  B'  — X    a 

A"         BT  C—  X 

ainsi  Ton  aura 

(F(Xj  =  (A-X)(B'->](C'-l)-B''C'{A->) 
l'7J  I  —A'ClB'— X;  — A'B(C— X]  +  A'B''C-l-A"BC'. 
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Les  équations  (i5)  ne  peuvent  déterminer  que  les  rap- 
ports de  deux  des  trois  constantes  a,  &,  c  à  la  troisième. 
Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

B'  C"   -  B'^C  rr:  D, 

C  A"      C  A'  ^.  D\ 
^'    '  »  A'B"  — A"B'-"^D', 

B'  -i-  C"  —  E, 

on  aura,  par  les  deux  dernières  équations  (i5), 

a  b  c 


il  est  permis  de  prendre  ces  rapports  égaux  à  Tunité,  et 
alors  on  aura 

(19)     a=:D— E>H->S     *  =  D'-hA'>,     c  =  D"-hA"X. 

Il  est  évident  que  Téquation  (16)  a  pour  racines  les 
trois  quantités  X,  X',  ^1',  et  si  l'on  remplace  dans  les  for- 
mules (19)  ^  par  y  et  par  V',  ces  formules  donneront  les 
valeurs  de  a',  A',  d  et  de  a",  V\  cP.  On  a  donc  en  résumé 

{20)  I  U'=:;D-EV-i-V*;4-,D'-T-A'V)^-^(D"4-A''V)r, 

(    U"r:r;D-Er-f-X''«)H-(D'-+-A'r)x-+-(D''4-A"r;r, 

en  sorte  que,  pour  intégrer  Téqualion  différentielle 
proposée,  il  suffit  de  résoudre  Téquation  du  troisième 
degré  (16). 

687.  L'intégrale  (i3)  ou  (i4)  que  nous  avons  obtenue 
devient  illusoire  lorsque  l'équation  (16)  en  X  a  des  racines 
égales  ;  mais  il  est  facile  de  déduire  de  notre  analyse  la 
solution  de  ce  cas  particulier.  Si  l'on  pose 

logU=/(X), 
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l'intégrale  (i3)  sera 

[il)  (V— r)/(>)-f-(r~>)/(V)-h(;-V)/;r)=:const., 
ou,  en  faisant  X'=  X  +  A  et  en  divisant  par  A, 

(r-i)-^i^-tALlZii'  H./(X)  _/(x"  =const. 

Les  coefficients  A,  B,  . . .  de  Féquation  proposée  étant 
regardés  d'abord  comme  des  indéterminées,  faisons-les 
tendre  vers  certaines  valeurs  pour  lesquelles  Téquation 
correspondante  en  X  ait  deux  racines  égales.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  coefficients,  Téquation  précédente 
constitue  l'intégrale  de  la  proposée  ;  la  même  chose  sub- 
sistera donc  à  la  limite,  et  Ton  aura  pour  cette  intégrale 

(il)  (r->)/'(>)-4-/(X)-/(X")  =  const. 

ou 

(23)  (V'-X)  ^1  -f-logU-logU"r=:const., 

U|  étant  ta  dérivée  de  U  prise  par  rapport  à  X,  savoir 

(24)  U,  =  :2X  —  E)  -4-A'x  -hA^f. 

Si   l'on    pose   X"  =  X-f-A   dans   l'équation    (aa),  il 

A' 
viendra,  en  divisant  par » 

*■  1 .2 

/(i^-A)_/(x)_^/'(l) 

— =  const. 

1 .2 

Supposons  que  les  coefficients  A,  B, . . .  ne  soient  assu- 
jettis qu'à  la  seule  relation  nécessaire  pour  l'égalité  de 
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deux  racines  égales  de  réquation(i  6)^61  faisons-les  tendre 
vers  des  limites  déterminées  qui  répondent  à  une  équa- 
tion (i6)  dont  les  trois  racines  soient  égales;  à  la  limite 
l'équation  précédente  deviendra 


ou 


/^(>)=i:const., 

,^^-u     /aux»    „,^ 

ou  enfin 

(25)  HU'-f-U;  — 2U=o. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  Téqualion  (i6)  a  ses  trois  racines 
égales,  rintégrale  de  la  proposée  est  une  équation  du 
deuxième  degré. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  Téquation  (i6)  a 
trois  racines  nulles.  On  a  d'abord 

U  =  D  -^  D'x  -h  l>y,     Ui=  A-f-  A'x  H-A'^  =  L, 

puis 

DL  +  D'M-f-D''N  =  o, 

AL-hA'M-i- A'^N^U, 

ainsi  qu'on  le  reconnaît  facilement.  Si  l'on  regarde  A, 
A',  A",  D,  D',  D'^  comme  des  quantités  données,  et  que 
les  fonctions  M,  N  soient  déterminées  par  les  deux  pré- 
cédentes équations,  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

lt[xdjr — X^^) —  Miff  -h  Nrfar  =  o 

sera 

HU»— 2U  4-L*  =  o, 

II  étant  la  constante  arbitraire. 


CHAPITRE    VII.  433 


no 


Cas  des  équations  différentielles  F(x,j^,-^|  =  o,  qui 
sont  pas  résolues  par  rapport  à  -j-  • 


668.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des 
équations  différentielles  résolues  par  rapport  à  la  dérivée 
qui  y  figure  ;  nous  allons  examiner  ici  quelques  cas  dans 
lesquels  on  peut  obtenir  l'intégrale  demandée,  bien  que 
l'équation  difTérentielle  proposée,  savoir 


("'^•2)=°' 


ne  soit  pas  résolue  par  rapport  à  —-• 

I®  D'abord,  si  l'équation  proposée  ne  renferme  ni  x 
Tnxjj  elle  est  de  la  forme 

et  elle  exprime  que 

a  étant  une  racine  de  l'équation  F  (a)  =  o.  L'intégra- 
tion donne  y  =  dx  +  G,  G  étant  la  constante;  on  tire 

de  là  a  =: »  et  Ton  a,  par  suite, 


'(^)=» 


pour  l'intégrale  demandée. 

2^  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  pas  y  y 
l'intégration  se  ramène  aux  quadratures  en  résolvant 

dr 
l'équation  par  rapport  à  —-•  Si  cette  résolution  ne  peut 

S.  ^  Cale,  int,  a8 
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pas  être  exécutée,  mais  que  Ton  sache  résoudre  l'équa- 
tion par  rapport  à  x,  on  pourra  encore  ramener  le  pro- 
blème aux  quadratures.  Posons  en  effet 

—  =zp^      d'où     efyzzzpdx, 

et  supposons  qu'on  ait  tiré  de  Téquation  proposée 

on  aura  aussi,  par  la  différentiation,  dx  =J'{p)dp  ou, 

à  cause  de  dx  ^^^  — 9 

P 

c'est  là  une  équation  différentielle  dans  laquelle  les  va- 
riables j^  et  p  sont  séparées  ;  on  en  tire  par  l'intégration 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  deux  équations 
qui  expriment  les  valeurs  de  j:  et  de  j^  en  fonction  de^; 
lorsqu'il  sera  possible  d'éliminer  p  entre  ces  équations, 
l'intégrale  de  la  proposée  sera  exprimable  par  une  équa- 
tion entre  x,  y  et  G. 

3°  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  pas  x  et 
qu'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  y,  on  obtient  l'in- 
tégrale demandée  par  le  procédé  que  nous  venons  d'em- 
ployer. Car  si  l'on  fait,  comme  précédemment, 

''^  -r. 

l'équation  proposée  prendra  la  forme 
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et  la  différentiation  donnera 


ou 


^=/M^^, 


ce  qui  donne,  par  Tintégratlony 

"f'[p) 


p.  p 


dp-hC, 


C  étant  la  constante.  Comme  dans  le  cas  précédent,  l'in- 
tégrale demandée  est  représentée  par  deux  équations 

entre  x,jy  C  et  la  variable  p,  qui  doit  être  éliminée. 

> 

669.  Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  est  compris 
dans  celui  où  Téquation  différentielle  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  àj^.  Supposons  que  cette  équation 
soit  mise  sous  la  forme 

dy 

p  désignant,  comme  précédemment,  la  dérivée  —  •  En 
différentiant  l'équation  (1),  on  aura 

ce  qui  est  une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre 
entre  les  variables  x  et  p.  Supposons  que  l'on  sache 
trouver  l'intégrale 

(3)  *(x,;>,  C)  =  o 

de  cette  équation  (2);  il  est  évident  que  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation 

(4)  F(x,j,C}  =  o 

a8. 
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entre  x^  y  et  la  constante  C,  qui  sera  Fintégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i). 

Des  équations  différentielles  linéaires  par  rapport 

aux  variables, 

670.  Les  équations  difTérentielles  dont  il  s'agit  ici 
sont  de  la  forme 

(i)  jr  =  ^?[p)-^Hp)^ 

où  Ton  fait 

et  où  f  (p),  ^{p)  désignent  des  fonctions  données  de  p. 
Nous  appliquerons  ici  le  procédé  dont  nous  ayons  fait 
usage  au  numéro  précédent;  la  diiférentiation  de  l'équa- 
tion (i)  donne 

(2)  pdx  =  dxfip)  -f-  [x  y'(/?)  -f-  f  (/?)]  dp 

ou 

dp  f(p)  —  p  ?{P}-P 

Regardons  x  comme  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante p'^  l'équation  (3)  est  linéaire,  et  elle  a  pour  inté- 
grale (n**  658) 

/•r  —  '-  '■  ^'' 


on  obtiendra  donc  l'intégrale  de  l'équation  (1)  en  éli- 
minant p  entre  les  équations  (i)  et  (4)* 

671.  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont 
illusoires  lorsque  l'on  a  j[p)z=p;  ce  cas  mérite  d'être 
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examiné  avec  attention.  L'équation  (i)  est  alors 

(5)  r=y-*++(p)» 

etTéquation  (a)  qu'on  en  tire  par  la  différentiation  se 
réduit  à 

(6)  [ar+f(p)]6!p  =  0. 

On  a  donc 

(7)  dp^o 

ou 

'    (8)  ^4-^f»'(/?)  =  o. 

Considérons  d'abord  l'équation  (7);  elle  nous  donne 
par  l'intégration 

C  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (5),  il  vient 

(9)  jr  =  Cx  +  ,j,(c), 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  comme  on 
l'a  déjà  vu  au  n^  651. 

Considérons  en  second  lieu  l'équation  (8)  :  si  l'on  en 
tire  la  valeur  de  p  pour  la  substituer  dans  l'équation  (5), 
on  aura  une  solution  de  cette  équation  différentielle  qui 
n'est  autre  chose  que  la  solution  particulière  dont  nous 
connaissons  l'existence.  Ce  résultat  s'accorde  avec  la 
théorie  des  solutions  particulières  que  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  Chapitre  précédent;  effectivement  l'équa- 
tion (8)  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l'équation  (5) 

</r         .    .       . 
prise  par  rapport  à  —  ;  l'élimination  de  p  doit  donc  don- 
ner la  solution  particulière.  On  voit  aussi  que  le  calcul 
nécessaire  pour  cette  élimination  est  identique  à  celui 
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qu'exige  rélimination  de  C  eatre  Tintégrale  générale  (9) 
et  sa  dérivée  relative  à  C. 


Application  à  quelques  exemples. 

672.  Problème  I.  —  Etant  donnés  deux  points  F  et 
F'  dont  la  distance  est  2C,  trousser  une  courbe  telle  que 
le  produit  des  distances  de  ces  points  à  chaque  tan- 
gente  soit  égal  à  une  quantité  donnée  b^. 


Prenous  la  droite  FP  pour  axe  des  x  et  la  perpendi- 
culaire menée  à  cette  ligne  par  son  milieu  O  pour  axe 

des^;  en  faisant  -j-  z=z  p^  l'équation  de  la  tangente  au 

point  {Xyj)  de  la  courbe  demandée  sera 

Les  distances  FH,  F'H'  de  cette  tangente  aux  points  F 
et  F'  ont  pour  valeurs 

Téquation  du  problème  sera  donc 
ou,  en  faisant  a^  =  c^  zfc  A', 


y^z=ipx'\'  ^a'^p*zt  0\ 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera(n®  671), 
en  désignant  par  C  la  constante, 


elle  représente  des  lignes  droites  ;  mais  la  véritable  ré- 
ponse au  problème  proposé  est  donnée  par  la  solution 
particulière  de  Téquation  difTérentielle,  pour  laquelle 
on  a 

X  H —  =  G      OU      J?  = 


en  portant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  précédente. 


on  a 


et  l'élimination  de  C  donne  ensuite 


©■-©•- 


équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  points  F  et  P. 

673.  Problème  IL  —  Etant  données  deux  parallèles 
et  sur  chacune  d'elles  un  point  fixe,  on  demande  de 
trousser  la  courbe  dont  les  tangentes  interceptent  sur 
les  parallèles  données  et,  à  partir  des  points  donnés, 
des  segments  dont  le  produit  soit  égal  à  une  quantité 
donnée. 

Soient  AP,  A'F  les  parallèles  données,  A  et  A' les 
points  donnés  sur  ces  droites  [voir  la  figure  du  no672); 
prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  A  A'  et  pour  axe  des  j^ 
une  parallèle  aux  droites  A  P,  A'P' menée  parle  milieu  O 
de  AA\  La  tangente  de  la  courbe  cherchée  a  pour  équa* 
tion 
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et,  si  l'on  désigne  par  a  a  la  distance  AA',  les  longueurs  APf 
Â'P'  comprises  entre  les  points  A,  A'  el  la  tangente 
ont  pour  valeurs 

Téquation  du  problème  sera  donc 
ou 


On  voit  qu^elle  est  la  même  que  celle  du  problème  pré- 
cédent. La  véritable  solution  est  encore  donnée  ici  par 
la  solution  particulière 

a^  —  b^         ' 

qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués, 

674.  Problème  III.  —  Trouver  la  courbe  telle  que  la 
partie  de  ses  tangentes  interceptée  entre  deux  droites 
rectangulaires  soit  égale  à  une  quantité  donnée  a. 


T  A    tf 


Soient  T  et  S  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
demandée  rencontre  les  droites  données;  celles-ci  étant 
prises  pour  axes,  l'équation  de  la  tangente  sera 
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et  l'on  aura 

y  —  px 
rtOS=r— />^»     zhOTn^  — ^ — ^? 

^  P 

l'équation  du  problème  sera  donc 


(r-/>^)'('  +  j^)=«S 


ou 

np 


(i)  y^px-^ 


slx^p^ 


Comme  dans  les  deux  problèmes  précédents,  Tintégrale 
générale  s'obtiendra  en  remplaçant  p  par  une  constante, 
et  la  solution  particulière  qui  représente  la  courbe  de- 
mandée s'obtiendra  en  éliminant  p  entre  l'équation  dif- 
férentielle et  sa  dérivée  relative  à  p,  savoir 

(2)  o^JCH -• 

(l  -!-/.«)ï 

Des  (équations  (i)  et  (2)  on  tire 

'= T'     ^=^ 5; 

élevant  ces  équations  à  la  puissance  ^  et  ajoutant  ensuite^ 
on  obtient  l'équation 

qui  représente  une  épicycloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  égal  à  j  roulant  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de 

rayon  a. 

Ce  résultat  peut  être  établi  très  simplement  par  des 
considérations  géométriques.  En  effet,  construisons  sur 


44^  CALCUL    IMTÉGRAL. 

OS  et  OT  le  rectangle  OSKT;  joignons  OK,  qui  ren- 
contre ST  en  H,  et  décrivons  le  cercle  AKB  du  point  O 
comme  centre  avec  le  rayon  OK  =  a  ;  décrivons  enfin  le 
cercle  O'  sur  HK  comme  diamètre,  et  soit  M  le  point  où 
la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  de  nouveau  la 
droite  ST.  L^angle  KHT  est  double  de  KOA  et  il  est 
moitié  de  KO'M;  ce  dernier  angle  est  donc  quadruple 
de  KOA;  d*ailleurs  le  rayon  O'K  est  le  quart  du  rayon 
OK;  donc  les  deux  arcs  de  cercle  KM  et  KA  sont  égaux 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  M  est  une 
épicycloïde  dont  l'origine  est  en  A  ;  nous  savons  que  MH 
ou  ST  est  tangente  à  cette  épicycloïde,  qui  est  ainsi  l'en- 
veloppe de  la  droite  mobile  ST. 

Du  problème  des  trajectoires. 

675.  Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  le  suivant: 

Etant  donnée  une  famille  de  courbes  représentées 
par  une  équation  qui  renferme  un  paramètre  variable, 
trousser  les  lignes  qui  coupent  les  coui^bes  données  sous 
un  angle  donné. 

Lorsque  l'angle  donné  est  droit,  les  courbes  demandées 
sont  dites  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  don- 
nées. 

Le  problème  des  trajectoires  conduit  toujours  à  une 
équation  difTérentielle  du  premier  ordre.  Supposons  que 
les  courbes  données  soient  rapportées  à  deux  axes  rec- 
tangulaires, et  représentons  par 

(i)  F(x,^,«)  =  o 

leuréquation,  a  étant  un  paramètre  variable.  Soit  M  (x,  y) 
l'un  des  points  d'intersection  de  l'une  des  courbes  (  i)  avec 
Tuue  des  trajectoires  demandées,  et  désignons  par  c,  C| 
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les  coefficients  d'inclinaison  des  tangentes  en  M  aux  deux 
courbes,  par  Y  la  tangente  de  l'angle  donné  des  mêmes 
courbes  :  on  aura 

I  4-  cci  • 

le  coefiicient  c  est  la  valeur  de  —  tirée  de  Téquation  (i); 
par  conséquent,  on  a 

dx 

dy 

dy 
ensuite,  C|  étant  la  valeur  de-p-  relative  à  la  courbe  de- 

mandée,  on  a 

d¥       àFdj 

dx       ày  dx 

dF^dF  dy^ 

dy       dx  dx 

ou 

,    ,  /ÔF      ^,  dF\^r       fdF      ^àF\ 

(^)  [d?-^''Tx)£-^[Tx-'''d?)  =  ''^ 

et,  si  l'on  élimine  a  entre  les  équations  (1  )  et  (  a),  on  ob- 
tiendra une  équation  résultante 

qui  sera  l'équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées. 

Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales,  on  a  V  =  00  , 
et  l'équation  (  2)  se  réduit  à 

,,,  dF        dF  dy 

(4)  ^'ÂÏSi'^^? 
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l^éliminatîon  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (4)  sera 
l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 

676.  Exemple  I.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  et  donné  les  courbes  repré- 
sentées  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

La  valeur  de  ^  tirée  de  cette  équation  est  maj:'"""* 
ou  m -^  si  donc  on  désigne  par  -  la  tangente  de  Tangle 

X  ri 

donné,  l'équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées sera 

r       i 

OT  -  -h  -7 
T        A- 

~    ■  • 

m  y 
k   X 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  -  ;  on  pourra  donc  intégrer  par  la  méthode  du  n°  654. 

X 

Examinons  le  cas  de  m  r=  i  :  les  courbes  données  'se 
réduisent  à  un  système  de  droites  passant  par  l'origine; 
l'équation  différentielle  est  alors 

xdx-^ ydy=.  k[xdjr  — ydx]. 

On  reconnaît  immédiatement  que  xdj — jdx  est  la  dif- 
férentielle du  double  du  secteur  formé  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  (j:,j^)  avec  un  rayon  fixe,  et  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  cette  même  différentielle 
est  exprimée  par  p'rfo).  Pareillement  xdx-^jdj  est  la 
demi-différentielle  pdp  du  carré  p^  ;  on  a  donc 

udp  =  Aû*db»     ou     -^  z=  Âdoà, 

P 


de            X 

I 

dr 

— 

ou 

• 

y  ^x 

k 

dx 

I  -h/w-  -^ 

X  dx 
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et  l'intégration  donne 

G  étant  la  constante  arbitraire.  On  voit  qne  les  trajec- 
toires demandées  sont  des  spirales  logarithmiques,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  propriété  connue  de  ces  courbes  (n^  247). 

677.  Exemple  II.  —  Trouver  les  trajectoires  ort/io- 
gonales  d'un  système  d'ellipses  homofocales. 

L'équation  des  ellipses  données  est 

p  désignant  le  paramètre  variable  et  b  une  quantité 
donnée.  La  difTérentiation  donne 


xd.T           ydr           x 

dx  -^  ydy 

et  Ton  tire  de  là 

X*         X    xdx  -h  ydr           r* 

X   xa.r-\rydx 

f        dx           b'-          '      p*  —  b*- 

dy          b' 

puisy  en  ajoutant. 

[xdr  — xdx]  [x€ix  -h 

Mr)      , 

b^dxdf 

Cette  équation  appartient  aux  ellipses  données.  Pour 
en  conclure  celle  des  trajectoires  orthogonales,  il  faut 

remplacer  ~  par — -^  ou  djr  par  —  dx  et  dx  par  rfy; 

or  l'équation  reste  la  même  après  un  tel  changement: 
donc  son  intégrale  reste  aussi  la  même,  et  par  conséquent 
l'équation  des  ellipses  données  représente  en  même  temps 
les  trajectoires  demandées.  Seulement,  pour  distinguer 
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les  deux  systèmes,  il  faut  remplacer p*  par  un  autre  para- 
mètre fx^  et  écrire 


K        "        '       '' 


.«  b*  —  a* 


Si  l'on  suppose  [i^<^b^,  cette  équation  représentera  des 
hyperboles  qui  ont  mêmes  foyers  que  les  ellipses  données 
et  qui  coupent  celles-ci  à  angle  droit. 

678.  Exemple  III.  —  Trousser  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  hyperboles  équilatèr  es  dont  le  centrée  est  en  un 
point  donné  et  qui  passent  par  un  second  point  donné. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  les  hyper- 
boles données  ont  pour  équation 

fl*ros2a  ,  V  A'sin2&} 

p'= ; ;        OU       COt(2« —  ia]=:   ~ 9 

'         cos(2w  —  olcl)  çr — û'cosaw 

a  étant  le  paramètre  variable  et  a  désignant  la  distance 
du  point  donné  au  centre  commun.  La  diflérentiation  lo- 
garithmique donne 

(h  ,  .  ffp        p^  —  a*  cos  2  « 

— 7-=tang  2w  —  2a)     ou     —7-  =  ^^ — 5-: • 

patù  '  paw  â'sm2w 

Or  —j-  est  la  tangente  de  Tangle  formé  par  la  normale 

de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur;  on  obtiendra  donc 
Téquation  différentielle  des  courbes  cherchées  en  prenant 

pour— j-  l'inverse  changé  de  signe  de  la  précédente  ex- 
pression; on  a  ainsi 

dp  a*  sin  2  w 


pdcû         a^C0S2bi  —  p* 
ou 

—^ ; =:= ia^cosata)  -h  20. 

dp  p' 
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Cette  équation  est  linéaire  quand  on  prend  pour  va- 
riables a^cosaw  et  p  ;  en  désignant  par  a*  —  b*  la  con- 
stante arbitraire,  on  trouve  l'intégrale 

fl'cosaw  =  — r  rp*-h  fl* —  6*1 

ou 

p* —  2a*p'cosa6>  -»-«*  =  A*; 

cette  équation,  dans  laquelle  b  est  le  paramètre  variable, 
représente  un  système  d'ovales  de  Cassini  (n^'SCîo)  ayant 
les  mêmes  Joyer^s. 

Des/acteurs  propres  à  rendre  différentielle  exacte 
une  expression  de  la  forme  Vdx  •+-  ^dj, 

679.  Soit  l'équation  difTérentielle 


dx 


=  F(x,r} 


dy 
résolue  par  rapport  à  la  dérivée  -jr-  \  on  peut  poser  d'une 

inflnité  de  manières  différentes 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  et  j^;  alors  l'équation 
proposée  prendra  la  forme 

Prfx-4-  Q^-=r  o. 

Si  les  fonctions  P  et  Q  ont  été  choisies  de  manière 

que  Vdx  -hQ^dy  soit  une  différentielle  exacte  quand  on 

regarde  x  et  y  comme  des  variables  indépendantes,  et 

que  l'on  ait 

du  =  Vdx  H-  Qr/r, 

u  étant  une  fonction  de  x  et  de  j^,  il  est  évident  que  Finr 
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tégrale  de  Téquation  dilTérentielIe  proposée  sera 

//  =r  const. 

Sî,  après  avoir  choisi  les  fonctions  représentées  par  P 
et  Q,  on  veut  en  prendre  d'autres,  celles-ci  seront  res- 
pectivement égales  aux  premières  multipliées  par  un 
même  facteur  vf,  et  l'équation  différentielle  proposée  aura 
la  forme 

uPdjc  -\-  vQdjr  3=  o. 

Alors,  si  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  u  des  variables  x  et  j^,  l'intégrale  de  l'é- 
quation proposée  sera,  comme  on  vient  de  le  dire, 

u  =z  const. 

Les  fonctions  P  et  Q  ayant  été  choisies  à  volonté,  il  existe 
toujours  un  facteur  v  qui  réalise  l'hypothèse  dans  la- 
quelle nous  venons  de  nous  placer  ;  c'est  ce  que  nous 
nous  proposons  d'établir  ici. 

680.  Théorème  I. —  Soient  P  ef  Q  deux  fonctions 
données  de  deux  variables  indépendantes  x,  y  ;  il  existe 
toujours  un  facteur  v  tel,  qu'on  obtient  une  différent 
tielle  exacte  en  multipliant  par  ce  facteur  l' expression 
Pdx  -hQdj. 

En  effet,  considérons  l'équation  différentielle 

(l)  P/£r-i-  Qr/j  — o; 

nous  savons  que  cette  équation  admet  une  intégrale,  et  si 
l'on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  con- 
stante arbitraire  qu'elle  renferme,  elle  aura  la  forme 

(a)  «  — C, 

u  étant  une  fonction  des  variables  x  et  y.  L'équation  (2) 
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donne,  par  la  difTéreatiation, 

dy    , 
et  il  faut  que  la  valeur  de  -y-  tirée  de  Téquation  (3  )  soit 

précisément  égale  à  celle  que  fournit  l'équation  diffé- 
rentielle (i);  on  a  donc 

du       du 

(4)  ^  =  i. 

P 

Cette  équation  (4)  a  lieu  en  vertu  de  Féquation  [i)j  mais 
j'ajoute  qu'elle  est  identique;  car  elle  est  indépendante 
de  G,  et  la  valeur  dej^  donnée  par  l'équation  (a)  est  une 
fonction  de  x  et  de  C. 

Si  l'on  désigne  par  9  la  valeur  commune  des  deux 
membres  de  l'équation  (4);  on  aura 

du        ^      du        ^ 

et,  par  conséquent, 

(5)  i^(PcLc  -h  Qdy)=  ^dj:  -h  p  dy  =  du. 

L'expression  Pdx-h  Qdj-  devient  donc  une  différen- 
tielle exacte,  lorsqu'elle  a  été  multipliée  par  le  facteur  ç. 

681 .  Théorème  II.  —  Il  existe  une  infinité  de  facteurs 
propres  à  rendre  ^expression  fdx-h'  Q,dy  une  dijffe^ 
rentielle  exacte. 

En  effet,  nous  venons  de  prouver  qu'il  existe  un  tel 
facteur,  et  en  le  désignant  par  ^  nous  avons 

v{Vdj:'^qdy)  =  dUy 

u  étant  une  fonction  dexet  dey.  Si  l'on  multiplie  cette 

s»  —  Cttic.  tnt.  •  ag 
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équation  par  une  fonction  quelconque  ^{u)  de  k,  il 
viendra 

ce  qui  est  encore  une  difTérentielle  exacte. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  (^(m),  l'expression 
Prfx  -hQ^dj-  devient  une  différentielle  exacte  quand  on 
la  multiplie  par  le  facteur  i^cp(u). 

J'ajoute  que  vf{u)  est  l'expression  générale  des  fac- 
teurs qui  possèdent  cette  propriété.  En  effet,  soit  V  l'un 
de  ces  facteurs,  et  supposons  que  l'on  ait 

Y{Vdx-^qdjr)  =  dl], 
U  étant  une  fonction  de  x  et  de  j'y  on  aura 


d'où 


du       du 


V 

dVz=-du. 


Or,  puisque  u  est  fonction  de  x  et  dej^,  on  peut  regarder 
y  comme  fonction  de  a:  et  de  «;  alors  U  devient  une 
fonction  de  u  et  de  Xy  et  la  formule  précédente  montre 
que  la  dérivée  partielle  de  U  relative  à  x  est  nulle.  Il 
s'ensuit  que  U  est  une  fonction  de  u;  il  en  est  de  même 

de  sa  dérivée  -r-  j  et  l'on  peut  écrire 

ou  "^ 

V 

'^  =  r->{u)      ou      V=t'f(u)y 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

682.   Théorème   III.  —  Si  Y  et  {f  désignent  deux 
fadeurs  propres  à  rendre  l' expression  Pdx-^C^djr  une 
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différentielle  exacte,  et  que  le  rapport  de  ces  facteurs 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante,  l'intégrale  générale 

de  l'équation  différentielle  Vdx-\-  Çld^=  0  sera  —  =C, 
C  étant  une  constante  arbitraire. 
En  effet,  par  hypothèse,  on  a 

et,  puisque  le  produit  V(Pf/j: -h  Q^)  est  aussi  diffé- 
rentielle exacte,  on  a,  parle  théorème  précédent, 

cp(»)  désignant  une  certaine  fonction  de  u. 
Cela  posé,  Téquation  différentielle 

F€ix-{-Qfix  =  o 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

son  intégrale  est  donc  u  =z  const.,  ou,  ce  qui  revient  au 

même, 

<f[u]z-  const. 

ou 

G  étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  plus  loin  des  applications  importantes  de 
ce  théorème. 

683.  Le  facteur  ç  qui  rend  Pdxn-  Qdj-une  différen- 
tielle exacte  ne  donne  pas  seulement  l'intégrale  générale 
de  l'équation   différentielle   Pf/xH- Qrf;^  =  0,    mais  il 
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fournit  aussi  immédiatement  la  solution  particulière , 
quand  elle  existe. 

En  efiety  Téquation  différentielle  peut  être  mise  sous 
la  forme 

—  du  •=.  o, 
et,  par  conséquent,  elle  se  décompose  en  deux  autres 

du  ■=zOy      -  =  o: 

la  première,  du  =  o,  donne  l'intégrale  générale;  la  se- 
conde contient  les  solutions  particulières. 

On  peut  déduire  ce  résultat  de  notre  théorie  des  solu- 
tions particulières.  Effectivement,  l'intégrale  générale 

étant  ici 

u  — C  =  o, 

il  faut  égaler  à  zéro,  pour  avoir  les  solutions  particu- 
lières, le  rapport  des  dérivées  partielles  de  u  —  G  rela- 
tives à  G  et  à  j^  ou  à  G  et  à  x;  la  première  de  ces  dérivées 
se  réduit  ici  à  —  i,  et  Ton  a 

I  1 

-—=0,     —==0; 
ou  du 

ày  ùx 

à  cause  de 

duz=zv{^dx^Çldj\^ 

ces  équations  donnent 

I 

-  =0. 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  Pdx  -+-  Q^ 

une  différentielle  exacte. 

684.  La  condition  pour  que  l'expression 

(1)  vPdjc  'i-vQd/' 
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soit  une  différentielle  exacte  est  (n**  483) 

ày  àx 

ou 

i    \  D^**        n^''  /^Q        ^^\ 

Cette  équation,  de  laquelle  dépend  la  fonction  in- 
connue Vy  est  une  équation  aux  dérivées  partielles;  la 
recherche  de  v  constitue  donc  un  problème  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celui  qui  a  pour  objet  l'intégration  de 
Téquation  différentielle 

P^^-f-Qz/^rn:  o; 

il  y  a  cependant  des  cas  dans  lesquels  le  facteur  y  peut 
être  obtenu  facilement;  nous  indiquerons  ici  les  plus 
simples. 

685.  Cas  ou  P  et  Q  sont  des  fonctions  homogènes 
DU  MEME  DEGRÉ.  —  Si  P  ct  Q  sout  dcs  fouctious  homo- 
gènes  du  degré  m,  on  peut  trouver  une  fonction  homo- 
gène 9  d'un  certain  degré  /i,  telle  que 

r 

(i)  rP^x-f- c'Qffj 

soit  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  soit  v  une  fonction  homogène  du  degré  /i, 
i»P  sera  une  fonction  homogène  du  degré  m-H  n,  et  Ton 
aura  identiquement  (n°*  84  et  136) 

La  condition  pour  que  l'expression  (i)  soit  différen- 
tielle exacte,  savoir  : 
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peut  donc  être  écrite  comme  il  suit  : 

ou,  à  cause  de  r-V^  =    ^.     •  et  x-^— ^  =   \    '  — «'P, 
'  '^     dx  ox  dx  ox  ' 

de  la  manière  suivante  : 

-^^ — -r ^^:L11  =z:(m  4-7i-f-  ijf'P. 

Le  nombre  n  étant  indéterminé,  posons 

OT  -f-  «  4- 1  =  o; 
alors  la  condition  (a)  équivaudra  à  celle-ci 

(3)  àS^[V^^^y)\ 

^    '  ox 

un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la  condi- 
tion (a)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(4)  ^[-(PyQ.nl^o. 

Les  formules  (3)  et  (4)  expriment  que  v{Vx  -f-  Qjk)  est 
une  constante,  et,  en  prenant  cette  constante  égale  à  i , 
on  a 

I 


(5) 


Px4-Q/ 


Il  suit  de  là  que,  si  Pet  Q  sont  des  fonctions  homogènes 
du  même  degré,  l'expression 

P^-+-(ir 

sera  une  difTérentielle  exacte. 
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Donc,  s'il  s'agit  d'intégrer  Téquation  différentielle 
(6)                            P^x-i-Q^jr=o, 
il  sudGra  de  chercher^  d'après  là  méthode  du  n^  483,  Tin- 
tégrale  de  la  difTérentielle  — n^»  ^^  ^'^^  égalera  en- 
suite cette  intégrale  à  une  constante  arbitraire. 

Si  le  premier  membre  de  Téquation  (  6  )  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  nous  connaissons  deux  facteurs,  sa- 
voir:  f\Z^^  Impropres  à  rendre  Prfx  -hQ^d/y  diffé- 
rentielle exacte  ;  si  donc  on  égale  à  une  constante  C  le 
quotient  de  ces  deux  facteurs,  on  obtiendra  (n^682) 
rintégrale  générale  de  Téquation  (6),  laquelle  sera 

Vx  -+■  Q  j  =  C. 

Il  faut  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  celle  que  nous  avons  emploj^ée  au 
u9  654  ;  car  soit 

le  premier  membre  de  Téquation  (6)  se  réduira  à 
ou,  en  posant  j^  =  xz,  dj  =  xdz  -^  zdxy  à 

C'est  par  cette  transformation  que  nous  avons  effectué  la 
séparation  des  variables  au  n^  654,  et  l'on  voit  que  l'ex- 
pression précédente  devient  une  différentielle  exacte,  si 
on  la  muliplie  par  le  facteur 


Q^[z-/(z)]-px  +  Q7 
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686.  On  peut  encore  déterminer  facilement  le  fac- 
teur i^y  propre  à  rendre 

une  différentielle  exacte,  lorsque  ce  facteur  ne  dépend 
que  d^une  seule  variable  x  ou^.  Supposons ,  par  exem- 
ple, que  u  ne  dépende  que  de  x,  alors  on  aura  -r-  =  o, 
et  r  équation  (a)  du  n®  688  deviendra 

'Il    ^  _  ^ 

f/.r      dy       dx 

~-  Q 

Notre  hypothèse  exige  donc  que  Ton  ait 


ôy       dx 


=  X, 


X  étant  une  fonction  de  x.  Si  cela  a  lieu,  on  aura 

(         dv 

—  =3  X  dx. 
ç 

d'où 

XflKa:  +00081., 


et  Ton  pourra  prendre 


v=i  e 


Supposons,  comme  cela  est  permis,  Q  rr- 1;  dans  ce 

dP 
cas,  la  dérivée  -j-  est  indépendante  de  j^,  et  Ton  a 

X  et  Xj  étant  des  fonctions  de  x\  par  conséquent,  Tex- 


CHAPITRE    Vit.  4^7 

pression  proposée  a  la  forme 

et  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  e  '•  .  D'après 
cela,  pour  intégrer  Téquaiion  linéaire 

df-h  (Xj4-Xj)d:rzz=o, 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n**  658;  il  suffit 
de  la  multiplier  par  le  facteur  que  nous  venons  de 
trouver;  elle  devient  ainsi 


rfre"* 

Xdx 

Xt^-f- 

i     Jidx 

e    '•         Xi  dx  r-=  o. 

d'où,  par 

l'intégration, 

1       \dr 

r 

r 

=  0, 

C  étant  la 

constante  arbitraire. 

687.  Examinons  enfin  le  cas  où  l'expression 
Prfjr-f-Q^-^  devient  une  différentielle  exacte,  quand 
on  la  multiplie  par  un  facteur  v  de  la  forme  XY,  X  et 
Y  étant  respectivement  des  fonctions  de  x  et  dej-.  L'é- 
quation de  condition  est  ici 

d(XYP)  _  (?(XYQ) 
ôjr       "^       djr      ^ 

ou 

d^         £Y 

ôj       d  j:  ""  ^  X  Y  ' 

ce  qui  exige  que  la  différence  -r ^  soit  de  la  forme 
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Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  faire 


d*où 


I    r/X  I    ^ 


•^'«  ,     Y  =  e^y  ,     i^  =  XY. 


application  du  Calcul  intégral  à  la  démonstration  des 
propriétés  fondamentales  des  transcendantes  simples 
à  différentielles  algébriques. 

688.  Le  Calcul  intégral  conduit  très-aisément  aux 
propriétés  caractéristiques  des  logarithmes  et  des  fonc- 
tions circulaires  inverses.  Si  la  théorie  de  ces  transcen- 
dantes n'avait  pas  été  préalablement  constituée,  on  en 
aurait  certainement  posé  les  bases  dès  les  premiers  pas 
que  Ton  eût  faits  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles, comme  cela  est  arrivé  effectivement  à  l'é- 
gard des  fonctions  elliptiques  et  des  transcendantes  à 
différentielles  algébriques  plus  composées  Je  me  pro- 
pose d'entrer  ici  dans  quelques  développements  à  ce 
sujet. 

Considérons  l'équation  différentielle 

dx       dy 

les  variables  sont  séparées,  mais  l'intégration  de  chaque 
terme  exige  la  notion  des  logarithmes.  Si  cette  notion 
n'est  pas  acquise,  l'intégrale  devra  être  représentée  par 


Si  l'on  veut  que  la  valeur  de  y  se  réduise  à  une  quan- 
tité donnée  z  pour  x  =  i ,  il  faudra  déterminer  la  con- 
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stante  par  la  condition 

/•>_-=  c  ou  n-^=c, 

en  écrivant  z  au  lieu  de  y  sous  le  signe  i  ;  alors  notre 
intégrale  sera 

D*un  autre  côté,  il  est  évident  que  l'équatîon  (i) 
admet  une  intégrale  algébrique;  car  si  Ton  chasse  les 
dénominateurs  elle  devient 

ydx  -\-  xdf  z=LO     ou     ^{x^)=o; 

rîntégrale  est  donc 

xyzzz  const., 

et,  si  Ton  détermine  la  constante  de  manière  que  l'on 
ait  j^  =:  «  pour  j:  =  i ,  on  aura 

(3)  JTjrrrZ. 

On  voit  que  les  équations  (2)  et  (3)  expriment  la  même 
relation  entre  les  quantités  x^y^  z\  en  d'autres  termes, 
elles  sont  équivalentes. 

Puisque  la  transcendante    1     —  nous  apparaît   pour 

la  première  Ibis,  il  faut  lui  donner  un  nom;  je  choisis 
celui  de  logarithme ,  et  je  pose 


/ 


dx       . 

—  =  logx; 


alors  la  formule  (a)  nous  donne,  en  mettant  xy^u  lieu 

de  Zf 

Iogxr  =  logx-Hlog^, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes. 
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Au  lieu  des  logarithmes  nous  pouvons  introduire  les 
fonctions  inverses.  Soient 

C'dx  C^€ly  r^dz 

u  étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x  comme 
fonction  de  u;  désignons  cette  fonction  par  le  sym- 
bole e",  on  aura 

et  les  équations  (2)  et  (3)  deviendront 

tt  +  f  — w,     e",e*'  =  e*^, 
d'où 

ce  qui  exprime  la  propriété  fondamentale  de  ia  fonction 
exponentielle. 

689.  Considérons,  en  deuxième  lieu,  Téquation  dif- 
férentielle 

les  variables  sont  séparées,  et,  si  l'on  désigne  par  z  la 
valeur  que  l'on  attribue  à  j^  lorsque  x^-o,  l'intégrale 
pourra  être  représentée  par 


(5) 


f  dx     ^   r'  df    ^  r*  dz 


D'un  autre  côté,  l'équation  (4)  peut  être  écrite  comme 
il  suit  : 

[l  — x/H-7(x-h/)jé/ar-H  [i  —  xjr-\-x{x  -hx]]df  =  Oy 

ou 

[l—xjr)  U{x  -i-jrj  —  [x-hx)  d{i  —  XJ-)  =z  0, 
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OU  enfin 


le  premier  membre  est  la  différentielle  de ?  quan- 

tité  qui  se  réduit  à  z  pour  x  =  o,  j=  z;  donc  l'inté- 
grale de  Téquation  (4),  représentée  déjà  par  l'équa- 
tion (5)y  peut  l'être  aussi  par  l'équation 

(6)  ^1±£  =  .. 

Posons 

r'  dr  r^  dr  r'  dz 

u  étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x  comme 
fonction  de  u  ;  désignons  cette  fonction  par  le  symbole 
tanga;  on  aura 

X  =  tangu,     y  ==  tangp,     z  =:  tang^r  ; 

puis  les  équations  (5)  et  (6)  donneront 

tanau  -h  tanert' 

tt  -h  *»  =  fv,     ~ 2—  =  tangfT^, 

I  —  tangu  tangp  ^ 

et,  par  conséquent, 

,  .  tangu  tan^p 

tang  [u  -\-  v]  z:= 9 

°  ^  '       1  —  tangatangf» 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction 
tangii. 

690.  Considérons  l'équation 

iix  dr 

L'intégrale,  prise  de  manière  que^  se  réduise  à  z  pour 
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x  =  Oy  sera  évidemment 


(8) 


mais,   si  Ton  multiplie    l'équation   (7)  par  le  facteur 
\l\  —  x^  yji  — y  ^  —  xjTj  elle  deviendra 

ou 

l'intégrale  de  Téquation  (7),  prise  de  manière  que  l'on 
aitj^  =  2  pour  x=o,  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 


(9)  x^\  —  j*  -+-7  sji  —  x*  =  z. 

En  outre,  le  premier  membre  de  l'équation  (7),  qui 
est  une  différentielle  exacte,  demeure  une  différentielle 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  le  facteur 


il  suffit  donc  (n°682)  d'égaler  ce  facteur  à  une  con- 
stante pour  avoir  l'intégrale  de  l'équation  (7).  Si  Ton 
détermine  cette  constante  par  la  condition  que  l'on  ait 
j  =  z  pour  x  =  o,  on  aura 


(10)  ^i  —  x^  sl^  —  x^  —  -^r^  v^i  —  2*» 

en  sorte  que  chacune  des  trois  équations  (8),  (9),  (10) 
exprime  la  même  relation  entre  les  quantités  XyjjZ\ 
les  deux  dernières  sont  algébriques,  tandis  que  la  pre- 
mière renferme  des  transcendantes. 
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Posons 


w. 


u  étant  fonction    de  a:,  nous  pouvons  regarder  x  et 

^i  —  x^  comme  des  fonctions  de  u;  représentons  ces 
fonctions  par  les  symboles  sinu,  cosu;  on  aura 

x=  slnu,  x  =  sin»*,  2  =  sin  w^ 

y^l  —  .r'  =  COStt,        ^I  — jr*  =  COSC,       ^  —  Z*  =2  COSM^; 

Téquation  (8)  deviendra 

et  les  équations  (9)  et  (10)  donneront 

sin  [u  -h  v)  =.  sinu  cost'  -4-  cosu  sinp, 
cos[u  H-  «r)  =  cosu  cosc —  sinKsiof', 

formules  qui  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  sinus  et  cosinus.  On  pourrait  retrouver  aisé- 
ment, par  cette  voie,  les  autres  propriétés  connues,  celle 
delà  périodicité,  par  exemple;  mais  il  n^est  pas  utile 
de  nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet,  et  nous  allons 
appliquer,  d'après  Euler,  les  considérations  dont  nous 
venons  de  faire  usage  à  la  démonstration  de  la  pro- 
priété caractéristique  des  fonctions  elliptiques. 

Propriété  Jbnd amentale  des  Jonctions  elliptiques • 
601.  Considérons  Téquation  différentielle 

OÙ  h?  désigne   une   constante  donnée  comprise  entre 
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o  et  I.  Les  variables  étant  séparées,  si  Ton  prend  l'in- 
tégrale de  l'équation  (i)  de  manière  que  j^  se  réduise 
à  z  pour  a:  =  o,  on  aura 

Ç' dx ^    Ç  dy 

^'^^   ^       ^    r  dz    ^ 


formule  où  chaque  terme  est  une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce. 

Euler  a  reconnu  que  Téquation  (  i  )  admet  une  inté- 
grale algébrique,  et  il  est  facile  de  trouver  cette  inté- 
grale en  opérant  comme  il  suit. 

Posons 

Téquation  proposée  sera 

dx  dy 


six        ^Y 


o, 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  multipliant,  en 
outre,  par  une  fonction  indéterminée  T  dex  etdej^, 

(3)  T^Y^fa:-^Tv/Xr/J  =  o. 

Or  on  a 

2^X 
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et  réqaatîon  (3)  peut  ainsi  être  mise  sous  la  forme 

(4)  ^  ■•     A  VY_        v/X    ) 

\  -(arv/Y-hrv^X)^T  =  0, 

X'  et  Y'  désignant  les  dérivées  ---»  ---  • 

°  dx     dy 

Cela  posé,  on  peut  disposer  de  la  fonction  indéter- 
minée T  de  manière  que  Téquation  (4)  se  réduise  sim- 
plement à 

(5)  4T(xv/Y-4-.rv/x)]:^o. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  autres  termes  de 
Téquation  (4)  se  détruisent  en  vertu  de  Téquation  (i). 
Remplaçons  donc  éTT  par 

àT  ^        ^T  , 
y-  dx  -h  --  dy 

Ox  Or 

et  remarquons  que  dx  et  dy  sont  proportionnels  à  ^X 

et —  v^,  d'après  Téquation  (i);  la  condition  à  laquelle 
T  doit  satisfaire  sera 

(6)  I(..r-rx')-(j>^+x^)(g^-gv^)=„. 

Cette  équation  est  aux  dérivées  partielles  ;  mais  il  suffit 
pour  notre  objet  d'en  connaître  une  solution  quelconque. 
Or,  il  est  naturel  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  une 
valeur  de  T  rationnelle  ;  il  est  évident  que,  si  cette  valeur 
existe,   elle  doit  être  telle  que  les  dérivées   partielles 

^  et  -7-  soient  proportionnelles  k  y  et  x,  afin  que  les 

radicaux  disparaissent  de  l'équation  (6).  On  remplira 
cette  condition  en  prenant  pour  T  une  fonction  du  pro- 

S.  —  Calc^  inu  3o 
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duit  xy^  car,  en  désigaant  par  T'  la  dérivée  de  T  par 
rapport  au  produit  dont  il  s*agit,  on  aura 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation  (6)  donne 

r  _    tT  ^yya 

Y  "'  -(v*X  — -c»Y)' 
ou,  en  mettant  au  lieu  de  X,  Y,  X',  Y'  leurs  valeurs. 


S   Jl^l'i 


T'  . 

cette  expression  de  —  est  bien  une  fonction  rationnelle 

du  produit  xy^   et  cette  fonction  est   la  dérivée    de 

—  log(i  —  ^^^^J"^);  l'intégrale  de  Téquation   (7)   est 

donc 

logT  :^-  —  log(i  —  A:' Jî^r'j  -4-  const. 

Mais  on  peut  supposer  la  constante  nulle  et  Ton  aura 


(8) 


i»-Xt.,.«ji' 


cette  valeur  de  T  satisfait  à  Téquation  (6),  et  par  consé- 
quent Téquation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


WY  +  .rv/x 


(q)  ^yi^ry^^ 

d'où,  en  intégrant, 


fil±  W^  =  const. 
Si  l'on  remet  au  lieu  de  X  et  de  Y  leurs  valeurs,  puis 
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que  l'on  détermine  la  constante  de  manière  qae  l'on  ait 
en  même  temps  x=  Ofj=  z,  on  aura 


.     .       x\/i  —  r*  v/i  —  X*  r*  -h  r  \/ 1  —  .r*  \/f  —  A»  j' 

M    ■ rr7r?7 =  '• 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  peut  exprimer  en  fonc- 
tion de  X  et  dejK  les  deux  radicaux  y/ï—z^,  ^i — A^z^, 

qui  représentent  les  valeurs  de  ^i — j^  et  de  ^i — A^j** 
correspondant  à  j:  =  o  ;  on  trouve  facilement 


^, _  .r«  v/i  —  .r*  —  xr  V I  —  X'-'*'  \/i  —  ><•*>'* 


II '— iT-r—^ —  =\/i— z*, 

^  I  —  k^JC'jr^ 

^\  '^k^.r*  \l\  —X' Y'  —  X-Vrr v/i  —  .r'  v^i  — -  r* 


692.  Chacune  des  équations  (2),  (10,  (11),  (la)  re- 
présente rintégrale  de  l'équation  (i)  prise  de  telle  ma- 
nière que  Ton  aitj^  =  z  pour  x  =  0,  Si  l'on  pose 


\        ■-        -  ~tf, 


r 


f    -<r ^, 

et  que  l'on  fasse,  comme  au  n°  438, 

X  =r  sinamu, 

y^i  —  ^•'  =  cosamu, 


3o, 
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Téquation  (a)  deviendra 

et  les  équations  (lo),  (ii),  (la)  donneront  ensuite 

sinamucosampÂaiTif'  ■+■  sinampcosamf/Aamf^ 
sinam(a-hc)=  , -A-»sin»am«sin^am»'  ' 

cos  am  f/cosamc'—  sinam^/sinampAanmAamp 
;i3)  (  cosam(K  +  p)  = ,- A-sin^am«siii='amP 

A  am  ?/  A  am  p  —  k*sm  am  //  sin  am  p  cos  am  u  cos  am  v 
Aam(«  -h  «')  =  i-A»sin'am«siii»amp 

Ces  formules  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques  sin  ami/,  cosamu,  Aamw.  Nous  de- 
vons nous  borner  ici  au  résultat  que  nous  venons  d'établir 
et  dont  nous  ne  saurions  développer  les  conséquences 
sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes  fixées. 


>•••» 
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CHAPITRE  VIIL 

DE  I/INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 


De  l'équation  ^-^^  =  X,  où  X  désigne  une  fonction 

donnée  de  x. 

693.  Tous  les  cas  des  équations  difTérentl elles  ordi- 
naires se  ramènent,  comme  on  Ta  vu,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables,  au  cas  d'une  équation  différentielle 
d'un  certain  ordre  à  deux  variables.  Après  avoir  exposé 
les  résultats  connus  de  la  théorie  des  équations  du  premier 
ordre,  nous  devons  considérer  les  équations  des  ordres 
supérieurs.  Mais,  si  l'on  excepte  les  équations  linéaires, 
qui  seront  pour  nous,  plus  loin,  l'objet  d'une  élude 
spéciale,  la  théorie  qui  nous  occupe  ne  possède  aucun 
principe  général,  aucune  méthode  d'intégration,  et  les 
développements  qui  vont  suivre  sont  nécessairement 
bornés  à  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Nous  nous  arrêterons  d'abord  un  instant  sur  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  l'on  donne  une  dérivée  d'un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue  ;  il  est  évident  que  l'inté- 
gration à  exécuter  ne  dépend  que  des  quadratures. 

Soit  donc  l'équation 

(0  ;z?^=x. 

et  supposons  qu'on  veuille    déterminer  son  intégrale 
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générale  ;  désignons  par j^oty©?  •  •  •  ^ê*"*  ^  ^^^  valeurs  que 
doivent  prendre,  pour  x  =  Xo,  la  fonction j^'  et  ses  n — i 
premières  dérivées.  En  multipliant  Téquation  (i)  par^x 
et  en  intégrant  ensuite,  on  a 


d 

Tu 


^  ^J\d. +rr"= X, +,{-•'; 


intégrant  de  même  cette  équation  après  Ta  voir  multi- 
pliée par  dx,  on  a 


dn-'iy 


Sï  =/'  x.rfx+rr"(— xo) +rr*' 


dx 


et  Ton  aura,  en  continuant  de  la  même  manière, 
formule  où  ]*on  fait,  pour  abréger, 

et  où  X|2  désigne  le  terme  de  rang  ti  +  i  dans  la  suite 

4 

ces  fonctions,  à  partir  de  la  deuxième,  s'annulent  pour 
j:  =0:0  et  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  suivante. 
On  a  évidemment 

I     dx  i     dx.  ,  ,   I     Hdx^ 

formule  où  le  nombre  des  intégrations  à  exécuter  est 
égal  à  n. 

L'intégration  par  parties  permet  de  transformer  la 
formule  précédente  et  de  ramener  le  calcul  de  Xj,  à  une 
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quadrature  unique^  tel  est  Tobjet  que  nous  nous  pro- 
posons ici. 
On  a 

(3)  'X,-:    r    Xdir, 

et  de  même 


t  '^~=  j     Xi  iix,   • 


L'intégration  par  parties  change  l'expression  de  X2  en 
la  suivante 

X,=  j:Xi —  /      -—^xdxj 
c'est-à-dire 

(4)  X,  =  jr  1      X<£r —  /      'jLxdx. 

Pareillement,  on  a 

X,~/    X,££r, 

ety  en  intégrant  par  parties, 

'      — -î  j:<f-r  =  Xj JT —  I     XfOr^jr 

c'est-à-dire,  à  cause  des  formules  (3)  et  {4)f 

X*   r*  /*'  /•'     a:* 

(5)  X,=  —   I      Xi/x  —  X  I     Xxde-i-  j     X — dx, 

•''•  •'*•  *^*» 

La  comparaison  des  formules  (3),  (4)>  (5)  fait  près- 


xdx 


-!-••• 
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sentir  que  l'on  a  généralement 
1  X;,= ] :    x«-»  /    X^x~  '^^^^ x«-«  r  X 

et  pour  établir  cette  formule  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  a  lieu,  pour  une  certaine  valeur  de  n,  elle  subsiste 
aussi  quand  n  augmente  de  i  •  Multiplions  donc  la  for- 
mule (6)  par  dx  et  intégrons  ensuite,  à  partir  de  x  =  jCq  ; 
on  aura  dans  le  premier  membre  X^^^i  :  passons  au  second 
membre.  Le  terme 

deviendra,  en  appliquant  l'intégration  par  parties, 

— ^.  X"-'  /     yL,T'djc '  -  /     X^Vx, 

et  si  l'on  donne  à  i  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,...  [n — i), 
on  voit  que,  dans  la  formule  qui  nous  occupe,  l'intégrale 

1     ILx'^dx  se  trouvera  multipliée  par 

1         r  n        n   n  —  \)  ,        ,„    ,  «1 

1 . 2 . . .  /i  L  *         '  •  ^  ï  J 

(—1)'* 

quantité  qui  est  égale  à  -^ —  >  à  cause  de  (  i — i  )«  =  o. 

On  aura  donc 

=: — î — U^r  X^-r— yx«-»  r  X^r/x+...-i-(-i)«  r  X*»W!r 


^«+1 


X 


n 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  en  changeant  n  en  /s  4-  i 
dans  la  formule  (6). 

Maintenant^  si  Ton  écrit  z  au  lieu  de  x  sous  chacun  des 

signes  1  du  second  membre  de  la  formule  (6)  et  qu'on 

désigne  par  Z  ce  que  devient  X  après  ce  changement,  on 

pourra  faire  passer,  sous  chaque  signe/,  les  facteurs  x 

qui  le  multiplient.  Réunissant  ensuite  toutes  les  inté- 
grales en  une  seule,  on  aura 

ou 

Ainsi  l'intégrale  générale  de  Téquation  (i)  est 

P/î-i  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  n  —  i. 

694.  Supposons  que  la  fonction  X  soit  la  dérivée 
/^'^^{x)y  d'ordre  n,  d'une  fonction  donnéey^(a:);  il  est 
évident  que  l'équation 


Zdzy 


^"■^'0    j>, 


r=-f[^)-f['r:)-—^f'[-l 


(or- 


I  .2.  .  .(/I  —  1) 


est  l'intégrale  de  l'équation  (i),  prise  de  manière  quej^  et 
ses  n  —  I  premières  dérivées  se  réduisent  à  zéro  pour 
x=-Xo,  Mais  la  même  intégrale  sera  donnée  aussi  par 
la  formule  (8),  si  l'on  y  remplace  Z  par^"  (z)  et  que  l'on 
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fasse  P„_,  =  o  ;  on  a  donc 

ou,  en  posant  x  =  XQ-i-h  et  z=--Xo-\-ff  —  t  sous  le 
signe  / , 

1  1  .  d& .  . .  1 /«  1  I 

-h  î r     f    /(")  (xo  -h  A  -  O'""*  ^^• 

1.-2. ..(/i-ij  J,    •'        ' 

Notre  analyse  nous  fournit  ainsi  une  démonstration  nou- 
velle de  la  formule  de  Taylor. 

Des  équations  oii  ne  figurent  que  deux  dériî^ées  consé- 
cutwes  de  la  Jonction  inconnue. 

695.  Considérons  d*abord  une  équation  de  la  forme 

(0      '        '(ë4)=». 


ou 

{^) 

^m- 

en  posant 

(3) 

t- 

Supposons  que  l'on  puisse  résoudre  l'équation  (a)  par 
rapport  à^  et  qu'on  en  tire  —■=zf{^p),  ou 


KP) 


CHAPITRE    TIIJ.  47^ 

on  aura 

C  étant  une  constante  arbitraire,  p©  ^i^e  valeur  initiale 
quelconque. 

Ensuite,  si  Ton  peut  résoudre  l'équation  (5)  par  rap- 
port à  Pj  de  manière  que  Ton  ait 

p:=ntif[.T]       OU      dy  z=irf[x)dx^ 


on  aura  ^ 

(6)  y^. ^  y(x) 


dx  -r-  C, 


C  étant  une  deuxième  arbitraire;  Téquation  (6)  est  l'in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

On  peut  encore  obtenir  cette  intégrale  par  le  procédé 
suivant,  qu'on  devra  toujours  employer  quand  l'équa- 
tion (5)  ne  pourra  pas  être  résolue  par  rapport  à  p.  En 
multipliant  l'équation  (4)  par  p^  elle  devient 


d'où 


I        A        P^P 


.(7)  r=f 


C|  étant  une  constante  arbitraire.  Il  est  évident  que 
l'intégrale  générale  demandée  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (5)  et  (7). 

696.  Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (  a  )  par 

rapport  à  -j-^  mais  qu'on  sache  la  résoudre  par  rapport 

à  Pj  on  obtiendra  comme  il  suit  l'intégrale  demandée. 
Posons 

dp 
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et  supposons  que  l'équation  proposée  donne 

(8)  P  =  ?{qI 

on  aura,  en  dlITérentiant, 

d'ailleurSf 

(fp  pdp 

donc 

d'où,  en  intégrant, 

C  et  C|  étant  deux  constantes  arbitraires;  l'intégrale 
demandée  sera  le  résultat  de  Téliminalion  de  q  entre  les 
deux  équations  (9  ). 

697.  Supposons,  enfin,  que  l'équation  proposée  ne 
puisse  être  résolue  ni  par  rapport  k  p  ni  par  rapport 
à  Çy  mais  qu'on  sache  exprimer  p  et  if  en  ionction  d'une 
nouvelle  variable  /,  de  manière  que  l'on  ait 

(10)  p==^[^).    ^^--'MO; 

on  tire  de  là 

dp  ~  xs'[t)dty 

et  les  formules 


deviennent  alors 


9  9 


d'où 
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C  et  C|  étant  deux  arbitraires  ;  Tintégrale  demandée  est 
ainsi  donnée  par  les  équations  (11). 

698.  EXEMPLE.  —  Trouver  la  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure  a  une  projection  de  longueur  con- 
stante sur  une  direction  Jixe. 

Le  rayon  de  courbure  a  pour  expression,  dans  le  cas 

des  cobrdonnées  rectangulaires,  -^ -!   ' ..,  et  le  co- 

sinus  de  Tangle  que  forme  sa  direction  avec  l'axe  des  x 

de 

est  — — •  Si  donc  on  prend  pour  axe  des  x  la 


y.' 

direction  fixe  donnée,  l'équation  du  problème  sera 


«» 


a  étant  une  ligne   donnée.  En  faisant,  comme  précé- 
dx 


demment,  -j-  •=zp^  cette  équation  devient 


dx       '      a        ' 


d'où 


dx dp        dp  p  dp 

dy  dp 

a         i  -i-p* 

Intégrant  et  désignant  par  x^jjr^  deux  constantes  arbi^ 
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traires,  on  a 

— -  -  =  log -— ^,     -"—-—  =  arc  tang;>, 

et  rélimînation  de  p  donne 

=  log  sin • 

a  a 

699.  Considérons  plus  généralement  Téquation  dif- 
férentielle 

qui  se  réduit  à 
quand  on  pose 


Supposons  que  l'équation  (  2  )  puisse  être  résolne  par 

dp 

d,e 


rapport  à  y-  et  que  l'on  en  tire 


(3)  %    -/(.); 

on  aura,  par  l'intégration^ 

C  étant  une  constante.  Si  cette  équation  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à  p,  on  sera  ramené  à  une  équation 
de  la  forme 

^''"■*  r      ^ 

X  étant  une  fonction  donnée  de  x  ;  c'est  le  cas  du  d?  693. 
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700.  Supposons  que  Téquation  (4)  1^6  puisse  pas  être 
résolue  par  rapport  à  p.  On  a,  à  cause  de  Téquation  (3), 

d'où,  C4  étaDt  une  constante  arbitraire, 

<f»-*r       ('''pdp 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 


rfx—»  ~J     f[p]     '    ^*' 


p,Ap) 

on  pourra  écrire 


eiy  en  intégrant, 


'    rfp -hC,x-;-C,; 


en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de  j"  par  des 
quadratures. 

Des  équations  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  dont 
les  ordres  diffèrent  de  deux  unités. 

701.  Soit  d*abord  Téquation 

;■!  '(S")=°- 

qui  ne  renferme  que  la  fonction  inconnue  y  avec  sa 
dérivée  du  deuxième  ordre. 

Supposons,  en  premier  lien,  qu^on  puisse  résoudre 
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Inéquation  par  rapport  à-^?  et  qu'on  en  lire 

On  aura,  en  multipliant  par  2dyf 

Le  premier  membre  est  maintenant  la  difTérenticlle 

-j-  j  ^  on  a  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C 

une  constante  arbitraire,  par^o  une  valeur  initiale  quel- 
conque dej^, 

On  tire  de  là 

dx  =1  — • — ,; 


\/^ff{y)'ix^G 


puis,  comme  les  variables  sont  séparées ^ 

(3)       xz=  i—-^-  ^-^- h  a. 


y%  y* 

G  étant  une    nouvelle   constante    arbitraire.    L'équa- 
tion (3)  est  rinlégrale  générale  de  la  proposée. 

702.  Supposons  qu'on  ne  puisse  pas  résoudre  la  pro- 
posée per  rapport  à  •— ^  9  mais  qu'on  sacbe  la  résoudre 
par  rapport  à  j.  Posons 

dy  dp 

(4)  :Z:=P'     1^=1^ 
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et  soit 

(5)  Jr==?(q) 

la  valeur  dejr  tirée  de  Féquation  (i).  La  différentiatîon 
donne 

d'ailleurs  on  a,  par  les  équations  (4),  dj=:^'^  donc 

P^P  =  qf'{q)dq, 

équation  où  les  variables  sont  séparées.  L'intégration 
donne,  en  désignant  par  G  une  constante, 

(6)  />•=/      ^g?'{q]rïq^C, 

d'où 


v/7 


7 
2qf'(q)dq-^C; 

70 


l'équation  da:=±  =  ?M^  devient  alors 

P  P 

f'(f)dq 


7 
1iqif'{q](lq  -f.  G 

"'7. 


d'où,  en  désignant  par  d  une  deuxième  arbitraire, 

17)  *—    4      7===r=-f-Ci; 


7» 

l'intégrale  générale  demandée  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  q  entre  les  équations  (5)  et  (7). 

703.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 

d*Y 
S.  —  Cale»  int,  3^ 
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on  en  tire 


d'où 


(l)=-(^'+c). 


puis 


\mdx^=z 


dr 


v(r*-4-G 


et 


X  sjm  =  I     ■  ^^y       -h  consL, 


dy^ 


ou 


x^i  =  \og{y-+-  v/j*  -f-  C)  —  logC, 
C  étant  une  deuxième  constante.  On  a  ainsi 


y-+-  V'7*-hC  =  CVv^'«, 
et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 

En  retranchant  cette  formule  de  la  précédente,  et  écrî- 

C      C 

vant  simplement  C,  C'au  lieu  de  —  >  ——5  on  obtient 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
Si  m  est  un  nombre  négatif  —  /i*,  on  peut  écrire 

y:=C \-  C -= > 

OU 

y  =  Ccos/io;  H-  C  sin/ix, 
c  et  C  désignant  encore  deux  constantes  arbitraires.  On 
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peat  faire 

CrrrAcOSa,      C'=:  — Arfna, 

et  rintégrale  générale  deviendra 

A  et  a  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

704.  On  peut  ramener  au  cas  du  n^  701  celui  de 
Féquation 

qui  ne  renferme  que  les  dérivées  -j-^  ?       ^l^  • 
Il  suffît  effectivement  de  poser 

et  la  proposée  deviendra 

(3,  '(S'')=°- 

La  détermination  de  p  en  fonction  de  x  n^offre  que 
les  difficultés  de  l'élimination,  et  elle  se  ramène,  comme 
on  Ta  vu,  aux  quadratures. 

Supposons  que  Téquation  (3)  puisse  être  résolue  par 

,  d^p  ,, 

rapport  a  ^t  '  ®^  V^^  1  ^^  ^^^ 

(4)  ^  =APh 

on  aura  (n®  701) 


±  r.=  J^j''f[l>)dp  +  C  =  ^(/.), 

puis 

C  et  C^  étant  deux  constantes  arbitraires. 


3i. 
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Si  Téqualion  (  5  )  peut  être  résolue  par  rapport  à  p, 
on  déterminera^  par  Téquation  (a),  qui  rentre  dans  le 
cas  du  n^  603.  Mais  si  Ton  ne  sait  pas  résoudre  Téqua- 
tion  (5),  on  opérera  comme  au  n**  700  :  on  a 


d'où 

dx 


P. 


G|  étant  une  constante.  .On  a  ensuite 
d'où 

d"- 


Ca  étant  une  nouvelle  constante.  Il  est  évident  qu'en 
continuant  ainsi  on  obtiendra  la  valeur  de  y  par  de 
simples  quadratures. 

Cas  oà  l'on  peut  abaisser  l'ordre  des  équations 

différentielles. 

705.  On  peut  abaisser  Tordre  d'une  équation  diiTé- 
rentielle,  lorsque  celle-ci  ne  renferme  pas  la  fonction 
inconnue,  mais  seulement  ses  dérivées.  Soit,  en  effet, 
Téquation  d'ordre  n, 

(    d-\r   d'-^\r  <r\ 

qui  ne  renferme  pas  y  et  dans  laquelle  — ,^^  désigne  la 
dérivée  de  Tordre  le  moins  élevé.  Si  Ton  pose 

d'^y 
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réquation  proposée  se  réduira  à  l'équation  d'ordre  n — m. 

r  [x,  p,   — -»   •  •  •  >  =  o. 

\   '  ^    dx  dx"-*"  ) 

Quand  la  valeur  de  p  sera  connue ,  on  aura  y  par  des 
quadratures. 

En  second  lieu,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité 
l'ordre  d'une  équation  diflTérentielle  qui  ne  renferme  pas 
la  variable  indépendante.  Car  soit  l'équation  d'ordre  n 


(      dy  d"r\ 


où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x\  il  est  évi- 
dent que,  si  l'on  prend  y  pour  variable  indépendante, 
l'équation    proposée  rentrera   dans   le  cas   précédent. 

Posant  donc 

dr 


dx 

-p 

on 

aura 

d^y 

€tX* 

dx 

d^r 

dx'  ' 

d[p 

=:p^-^ 

dpX 

ir 

-P 

(!)'-•? 


et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  se 
réduira  à  l'ordre  n  —  i .  La  valeur  de  p  en  ^  étant 
connue,  il  restera  à  déterminer  x  par  l'équation 

dx='!L, 
p 

ce  qui  n'exige  qu'une  quadrature. 

706.  Des  équations  homogènes  pae  b apport  a  la  fonc- 
tion INCONNUE  ET  À  SES  DÉRIVÉES.  —  Si  l'équatiou  diiTé- 
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rentielle  d'ordre  /i, 


1  <  1       ^T  ^"r 

est  homogène  par  rapport  à^,  —9  •••»  -r-^»  on  peut 
la  ramener  à  Tordre  n  —  i  par  la  substitution 

i    sdx 

z  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  EiTectivement, 
la  diiFérentiation  donne 


dx  ' 


S=(S-)' 


X 

d* 


Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  Texponentielle 
disparaîtra  nécessairement  de  Téquation  proposée, 
puisque  cette  équation  est  homogène  par  rapport  à  y^ 

^9  •  •  •  9  et  Ton  aura  une  équation  en  z 

I  dz  d'^^z\ 

dont  l'ordre  sera  seulement  n —  i.  La  valeur  de  z  étant 
connue,  on  aura  celle  de^-  par  une  quadrature. 

707.  On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de 
considérer  celui  d'une  équation 

/     dr    d^r  d''r\ 
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qui  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x  et  qui 
est  homogène  par  rapport  à 

dx        dy        d}y 


dx        ilx^ 

car,  si  Ton  pose 

dx       ''• 

on  aura 

^r        dp 

tPy           d*p 

dx^       '^  dy       dx^       '^   dy^ 


(I)' 


•'•> 


après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  une  équa- 
tion d*ordre  n  —  i ,  laquelle  sera  homogène  par  rapport 

-       dp    d^p  ,  ,  , 

a  p,  —  j  ^-j>  •  •   >  et  qui,  en  conséquence,  se  ramènera 

à  l'ordre  n  —  2. 

708.   Des  équations   différentielles  du  deuxième 
ordre,  homogenes  par  rapport  aux  variables  et  a  leurs 

DIFFÉRENTIELLES. Soit 

une  équation  du  deuxième  ordre^  homogène  par  rap- 
port à  Xj  y  y  dx,  dj-y  d^y.  Si  Ton  pose 

[1)  yz^ux^     dy—pdx,     d}  y  —  ^  dx"^, 

X 

l'équation  (i),  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  ne 
contiendra  plus  x,  et  elle  sera  de  la  forme 

(3)  f[u,p,q)=o. 

En  effet,  par  hypothèse,  Féquation  (i)  ne  change  pas 
quand  on  multiplie  chacune  des  quantités  x^y,  dXf  dy, 
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d^y  par  un  facteur  quelconque  ;  mais,  après  cette  mul- 
tiplication, les  valeurs  de  zi,  p,  q  sont  restées  les  mêmes; 
donc  Téquation  (3)  ne  peut  pas  renfermer  x. 
Les  formules  (a)  donnent 

dx=zudx-\-  xdu-=ipdx^     d^y  ■=zdpdx-=.^  dx^^ 

X 

d'où 

, , .  dx  du  dp 

(4)  —  = ==  — . 

^    '  X         p  —  u  r/ 

Supposons  maintenant  que  Ton  tire  de  Féquation  (3) 

î  =  ?(«>/'). 

9 

on  aura,  par  la  formule  (4)» 

(5)  J!^  =  -È1_ 

P--U         f{u,p] 

équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  varia- 
bles p  et  u.  Lorsque  cette  équation  aura  été  intégrée, 
la  solution  de  la  question  proposée  n'exigera  plus 
qu'une  quadrature,  car,  la  valeur  de  p  étant  connue  en 
fonction  de  u,  on  aura  celle  de  x  au  moyen  de  la  formule 

dx  du 

X       p  —  a 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

Application  des  résultats  qui  précèdent  à   quelques 

exemples. 

709.  Problème  L  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  une 
fonction  donnée  de  l'abscisse. 

Si  Ton  désigne  par  j?  et  /  des  coordonnées  rectangu- 
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lairesy  l'équation  du  problème  sera 


1 


Elle  ne  renferme  pas^,  et  on  l'abaissera  au  premier  ordre 
en  posant 

elle  devient  alors 

dp  dx 

Ici  les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  donne 


p  r      fi.r 


*0 

d'où 


l 


d.T  ^ 

-4-C 


P  =  -^  = " —  -  =  ©f  x^  ; 

on  aura  j^  par  une  nouvelle  quadrature,  savoir  : 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  donnée 
/(x)  a  pour  valeur 


/i* 


a  étapt  une  constante.  On  aura,  en  prenant  Xo=  o  et 
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en  écrivant  -r  au  lieu  de  G, 
y»» 


r^   rjjc 


puis 


— ,    ■' dx  +  Cj. 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  se  rencontre 
dans  la  Mécanique  et  elle  a  reçu  le  nom  de  courbe  élaS" 
tique;  son  rayon  de  courbure  varie  en  raison  inverse  de 
l'abscisse. 

710.  Problème  IL  —  Tr ouvrer  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
cube  dé  la  normale. 

Si  Ton  désigne  par  x  el  y  des  coordonnées  rectangu- 
lairesy  par/;  la  dérivée  --?  le  rayon  de  courbure  et  la  nor- 
male auront  respectivement  pour  valeurs 

dx 

Féquation  du  problème  proposé  est  donc 

^ j-f! 

djn  7*' 

a  étant  une  ligne  donnée.  Cette  équation*  du  deuxième 
ordre  ne  renferme  pas  x\  il  faut  donc  prendre  j^  pour 

variable  indépendante,  et,  en  remplaçant  dx  par  — 9  on  a 
_.       dp       a^  _.        ,         (^dy 


I 
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Les  variables  sont  séparées,  et  Ton  a^  par  l'intégra tion, 
en  désignant  par  -  une  constante  arbitraire, 


««       I 


d'où 


;?»==±  — +  -, 


dy      N/r*  =^ 


nœ 


et 


intégrant  et  désignant  par  x^  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  trouve 

X  —  x^j  ==r  0ï  ^j^*  zt:  n^ 
OU 

(j-  —  Jîo)*— -'«7' =  —  «'«*• 

La  courbe  demandée  est  donc,  en  général,  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  Dans  le  cas  de  -  =  o,  on  trouve  une 
parabole. 

711 .  Problème  III.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
normale,  « 

Désignons  par  n  un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 
L'équation  du  problème  sera 

dx 

elle  ne  renferme  pas  x  et  nous  remplacerons  dx  par  — » 

comme  dans  le  problème  précédent^  on  aura  ainsi 

'iptlp  1  dy 

i-\-  p^"  n  y 
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Les  variables  sont  séparées,  et  Tîntégration  donne,  en 
désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 


Iog(i  +/>■)=  ^  (logj^  —  logc;=r  log  Ha 
d'où 


I 


=\/{fJ"- 


et 


4(f)'-]  *' 


tlx 
une  seconde  intégration  donne  enfin 


-^"  =  cf  fë)"~'l       ''•'' 


Xo  désignant  une  constante  arbitraire  et  y^  une  valeur 
initiale  dej^  qu'on  peut  choisir  à  volonté. 

L'expression  de  dx  est  celle  d'une  dîfTérentielle  bi- 
nôme, et  les  cas  d'intégrabililé  sont  ceux  dans  lesquels 

-  où est  un  entier,  c'est-à-dire  ceux  dans  lesquels 

71  est  un  entier.   Les  plus  remarquables  répondent  à 

1"  Soit  II  =  —  I  ;  on  a,  en  prenant  jo  =  c. 

Je     \/c*—jr* 

d'où 

la  courbe  demandée  est  une  circonférence, 
a®  Soit  n-=  -+- 1  ;  on  a 


\/r 
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d'où 


r  -^  \h*  —  g'  _ 


X— *• 


e   '^ 


elf  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 


X  —  s/»'  —  ^*  _  " 


X  —  Xj 


On  a,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes, 

/    x  —  x,  x~xA 


■^=. 


la  courbe  demandée  est  donc  une  chaînette  [n?  224). 
3®  Soit 71  =  —  a;  on  a 


eia:         V 


C—X 


ce  qui  est  Téquation  difTérentielle  d'une  cycloïde  dans 
laquelle  le  diamètre  du  cercle  générateur  est  égal  à  c 
(n°231). 

4®  Soit  II  =  4-  a  ;  on  a 


=  i^C)/jr  —  e, 


d'où 

ce  qui  est  l'équation  d'une  parabole. 

712.  Problème  IV.  —  Trouver  la  sui*face  de  réyo- 
lution  pour  laquelle  la  courbure  moyenne  aux  divers 
points  est  constante. 

Dans  une  surface  de  révolution,  les  méridiens  et  les 
parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  Il  s'ensuit  que  l'un  des  rayons  de  courbure 
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principaux  est  celui  de  la  méridienne  et  que  le  rayon 
de  la  seconde  courbure  est  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  Taxe  et  la  surface.  Si  Ton  désigne  par  R  le 
premier  de  ces  rayons,  par  N  le  second,  Téquation  du 

problème  sera 

I        I        I 

a  étant  une  ligne  donnée.  Dans  cette  formule,  R  et  N 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que 
ces  rayons  ont  la  même  direction  ou  des  directions 
opposées.  Rapportons  Tun  des  méridiens  à  deux  axes 
rectangulaires,  dont  l'un,  celui  de  x,  coïncide  avec  Taxe 

de  la  surface  ;  R  et  N  seront  de  même  signe  si  y  et  -7-5 

sont  de  signes  contraires,  et  inversement  ;  il  faut  donc 
prendre 


R=  — 


(  _dy^y  


sf^ 


sions  étant  d'ailleurs  arbitraire.  Alors  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


1  * 

I 


(-S)*  v-s 


Cette  équation  ne  renferme  pas  x,  et  on  l'abaissera  au 
premier  ordre  en  posant 

dy ^y dp 

di'^^'    d^i'^^dP'^ 
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elle  devient  ainsi 


—  • 

a 


Pour  l'intégrer,  il  suffit  de  multiplier  par  j^rfy,  ce  qui 
donne 

pdp  dx  ydy^ 


T 


(,_^^.)î       v/i-+-/^* 


î 


le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  •-  % 

et  l'on  a,  par  conséquent. 


±  —  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  Tinté- 
20  *• 

gration.  On  tire  de  là 


et,  à  cause  de  p=  -fy 


dx  z= 


dx 


.T  J 


la  question  est  donc  ramenée  aux  quadratures. 

713.  Si  la  constante  b  est  nulle,  l'équation  précé- 
dente se  réduit  à 

en  faisant  abstraction  de  la  solution  particulière  ^  =  o. 
L'intégration  donne 

X  —  jr^  =  —  v^4^'  — ^'  =  o»     d'où     (x  — aro)«-f-j^«  =  4<ïS 

ce  qui  représente  une  circonférence  ;  il  est  évident  a 
priori  que  la  sphère  est  l'une  des  surfaces  demandées. 
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Si  l'on  pose  b^  =  ca,  c  étant  une  nouvelle  constante, 
et  que  Ton  fasse  ensuite  a  =  oo  ,  Téquation  différen- 
tielle que  nous  avons  obtenue  se  réduira  à  la  suivante  : 

etx=z  .» 

d'où  Ton  tire 


^(— -o)„,^y^\/-^'"-T 


=  log 


1 
-c 

2 


et 


C 

^       4 

Xo  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  celle 
de  la  chaînette,  qui  est  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d^une 
parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  (n°224)y 
et  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendre 
en  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses  a  celle  pro- 
priété que  la  courbure  moyenne  est  nulle  en  chaque 
point,  c'esl-à-dire  que  les  rayons  des  courbures  princi- 
pales sont  égaux  et  dirigés  en  sens  contraire. 

En  partant  de  ce  fait  et  en  remarquant  que,  dans  le 
cas  général  où  les  constantes  a  et  b  restent  indétermi- 
nées, rintégrale  de  la  différentielle  dx  ne  renferme  pas 
d'autres  transcendantes  que  celles  qui  expriment  les 
arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole,  Delaunay  a  pensé  que  la 
méridienne  de  la  surface  de  révolution  de  courbure 
moyenne  constante  devait  pouvoir  être  engendrée  par 
le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  roulant  sans 
glisser  sur  une  droite  fixe,  Il  a  effectivement  démontré 
cette  élégante  proposition  dans  un  article  qui  fait  partie 
du  tome  VI,  i'*  série,  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées;  on  peut  en  vérifier  l'exactitude 
comme  il  suit. 


Soit 
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^-^77  =  ' 
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Féquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  ;  désignons 

par  c  la  distance  ^a^  —  b^  du  centre  au  foyer  F,  par  / 
TarcÂM  de  l'ellipse,  compris  entre  le  sommet  A  et  le 


point  M{a/,y).  Menons  au  point  M  la  tangente  Ox^ 
prenons  à  partir  de  M  une  longueur  MO  =/  et  élevons 
par  le  point  O  la  droite  Oy,  perpendiculaire  à  Ox.  Dé- 
signons enfin  par  j^  la  perpendiculaire  FP  abaissée  du 
foyer  F  sur  la  tangente  Ox  et  par  x  la  distance  PO  du 
pied  de  cette  perpendiculaire  au  point  O.  On  aura,  par 
les  formules  connues, 


=v? 


—  ex 


ex 


J?  = 


La  première  de  ces  équations  et  celle  de  l'ellipse  déter- 
minent od  Qlj'  en  fonction  de^^  on  trouve 


^=:i 


c   b^  -\-  x^ 


8,— 


7' 
Caie.  int. 


_  6V4aV-(/>^*+.)-^i*' 


c(6»-h^«J 


82 
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d'où  Ton  conclut  facilement 


ds'  = 


La  diiTérence  des  premiers  membres  de  ces  formules  n'est 
autre  chose  que  dx\  on  a  donc 

_         {b^A-r^]dr 

Il  est  évident  que  cette  équation  différentielle  est  celle 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F  quand  l'ellipse  roule 
sans  glisser  sur  la  droite  O x,  et,  si  Ton  veut  substituer 
une  hyperbole  à  l'ellipse,  il  suffira  d'écrire  —  i^  au  lieu 
de  H-i^,  dans  la  précédente  équation.  On  voit  que  celle-ci 
coïncide  avec  l'équation  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé. 

714.  Problème  V.  —  On  demande  de  trouver  V in- 
tégrale générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 

dx  d.r^  X* 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  ky,  ~->  -~\ 
on  doit  donc  poser  (n"  706) 

et,  après  la  substitution,  on  a  l'équation  du  premier  ordre 

Z—-  -\-^-\ ;=:0, 

dx  ar 

que  Ton  peut  intégrer  facilement,  car  on  la  rend  homo- 
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gène  en  posant 

I        .  ât         . 

x=  -,     dx  = -: 

t  /" 

elle  devient  effectivement,  par  cette  substitution, 

Enfin,  si  Ton  pose  (n^  654) 

zz=Luty     dz  =  udt-\-  tdu, 

elle  prendra  la  forme 

dt  udu 

t       «'  —  a*  -f-  2 
ou 

dt        i      du  I     f  tt  —  i]du  3  du 

T  "'   5  «4-7 """ 5  [u  —  i)«-f-i  ~  5  («  —  !)•  H-i  "^ ^' 
intégrant,  et  remettant  -  au  lieu  de  t,  zx  au  lieu  de  u,  il 

X 

vient 

,              I  ,             .rz  4-  I  3  ,  , 

-logar-h  ^  log ---r:  --  ^  arclang(  z   — i) 

La  valeur  de  z  étant  définie  par  cette  équation,  l'inté- 
grale générale  demandée  sera 


/ 


X 

zdx 


X=:e" 


elle  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  x^  et  C. 

715.  Problème  VI.  —  Tr ouvrer  la  courbe  plane  dont 
les  arcs  sont  proportionnels  aux  arcs  correspondants 
de  la  développée. 

Désignons  par  s  Tare  de  la  courbe  inconnue  compté  à 
partir  d'un  point  fixe  de  cette  courbe,  par  s^  l'arc  cor- 
respondant de   la  développée,    par  a  une  constante 
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donnée  ;  l'équation  du  problème  proposé  sera 

Si  =  OLS     ou     ds^  =  a  ds^ 

ou,  comme  dst  est  égale  à  la  difTérentielle  du  rayon  de 
courbure  R  de  la  courbe  demandée , 

■ 

Si  l'on  introduit  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y  y 
cette  équation  sera  de  troisième  ordre,  et,  par  consé- 
quent, rintégration  amènera  trois  constantes  arbitraires. 
On  eflectue  facilement  cette  intégration  en  opérant 
comme  il  suit. 

Soit  f  rinclinaison  de  la  tangente  de  la  courbe  cher- 
chée sur  Taxe  des  x  ;  on  aura 

et  notre  équation  difTérentielle  deviendra 

l'intégration  donne 

logR  —  loga  =  ay     ou     R  =  /ic*?, 

a  étant  une  constante  arbitraire.  On  a  donc  aussi 

ds  :^  ac^^  c/y, 
et  par  conséquent 

dx  =  a^  cosy  rfy,     dy  -=.  ae^^  sin  f  df. 

Ajoutons  ces  équations;  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  ^ —  I ,  il  viendra 

d{x'\-X  V^^j  =  ae^*+\^^^T  df. 

Intégrant  et  désignant  par  x©  4- j^o  v^ — i  une  constante 
arbitraire,  on  a 

(x-Xo)-f-(/~^o)v^~= ^—=e^*^^i\ 
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Soi 


Celte  équation  se  décompose  en  deux  autres,  et,  si 
entre  celles-ci  on  élimine  l'angle  ç,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  demandée,  qui  renfermera  les  trois 
arbitraires  a,  x©,  j^o- 

Posons 

puis 

X  —  ^ç=:=pcos(w-;-/x),     y — 7-o  =  |9SÎn(«  -♦-  |*); 

p  el  tù  seront  des  coordonnées  polaires,  et  l'équation 
précédente  deviendra 

d'où 

p  =  me*?,     w  =:  ©, 
et  par  conséquent 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  est  la  seule  courbe  qui 
possède  la  propriété  en  question. 

La  solution  précédente  fournit  un  exemple  des  sim- 
plifications que  peuvent  comporter  les  problèmes  du 
genre  de  celui  que  nous  venons  de  traiter. 

716.  ProblIeme  VII.  —  Trouuer  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
rayon  vecteur  issu  d'un  point ^xe. 

Considérant  la  courbe  inconnue  comme  l'enveloppe 

de  ses  tangentes,  nous  emploierons  (n^  210)  les  deux 

équations 

xs\nf--jrco$f=/  (y), 

qui  permettent  d'exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires x^y  en  fonction  des  variables  <f  et/(f).  On  tire 
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I 

de  ces  équations 
d'où 


puis 


et 


^"  [/{?)  +/*'(?)]  ces  y  ^y, 


Le  rayon  de  courbure  étant  égal  à  ~  et  le  rayon  vec- 
teur à  sl^C'-^j^y  Téquatîon  du  problème  sera 


m  étant  un  nombre  donné.   Comme  elle  ne  renferme 
pas  f ,  nous  poserons 


et  il  viendra 


d<f      ■'  '    d>f^~^  4f* 


••^f  .•    .-. 


/'■^-!-/='»V^/'-i./". 


Celte  éqnadon  du  premier  ordre  s'intègre  immédiate- 
ment, car  on  peut  lui  donner  la  forme 

M^fdf 

— -^^mrlf; 

le  premier    membre   est   la    difTérentielle    exacte    de 
^f'^-hf'^y  et  l'intégration  donne 


V^/* -/'•  =  /»(/-€), 


4f 


G  étant  une  constante  arbitraire.  Commey*'=  y-  >  on  a 
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ensuite 


Si  l'on  a  m  <C  I  •  Tintégration  donnera  , 

^i  — m*  \    mi.  I 

(Pa  étant  une  constante.  On  tire  de  là,  en  faisant 1  =  a, 

^  I  —  /w* 

s/i — m^  =  f*î 


/(y)  ~  —  ay^i  —  fx» -i- a  sinf*(y  —  9»o). 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  est  algébrique 
quand  jx  est  commensurable. 

Si  Ton  a  /w  ^  1 ,  l'intégration  de  la  différentielle  rfcp 
donnera 

?  —  ?o  =  -7     '      -  log(r  -^  v'^'-ij  » 
V  w*  —  I 

t  désignant  la  quantité  — —/ — m,  et  cpo  étant  la  con- 

mC 


stante  ;  on  tire  de  là,  en  faisant  — ^ =a,  Jm^ — 1  =M» 


/{f]=a\Ji-\-i»}-\-a 


e'Mf-?t) -^  e^(f-%) 


Enfin,  dans  le  cas  de  m  =  i ,  on  a 
d'où  l'on  tire,  en  posant  -  =  a, 


5o4  CALCUL    IHTÉGUÀL. 

Usage  d'un /acteur  pour  l* intégration  des  équations 
dijfférentielles  d'ordre  quelconque. 

717.  Considérons  une  équation  différentielle  d'ordre  ti 
entre  les  variables  x  et  y  y  et  supposons  qu'on  l'ait  mise 
sous  la  forme 

(•)       •  P,7^+Q  =  0' 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  j?,  r,    —^  •  •  •  >  -; — ~  •  On 
peut  écrire 

et  s'il  arrive  que  le  premier  membre  de  cette  équation 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  de  Xj  y^ 

dr  d'^^^r 

-    9  •  •  •  »  i-^zi^  il  est  évident  que  l'équation 

UJC  €uJt 

U  =  const. 

sera  l'une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  P  et  Q,  il  existe  tou- 
jours des  facteurs  X  propres  à  rendre  le  premier  membre 

de  l'équation  (2)  la  différenlielle  exacte  d'une  fonction 

dy  d*^ — *  Y 

dex.  Y  y  -Y"»  •  •  •  >   ,— ITT  •  En  effet,  considérons  l'une  des 

intégrales  premières  de  l'équation  (a),  et  soit 

cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  constante  qu'elle 
renferme.  Différentions-la  et  écrivons,  pour  abréger,  y ^'^ 

au  lieu  de  -7^;  on  aura 
dx^ 

du       du    ,      du    „  ^  du        ,  . 

dx     dx        ày  dr^»-*)  •^ 

et  la  valeur  dej^^"^  tirée  de  celte  équation  coïncidera 
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avec  celle  qni  est  donnée  par  la  proposée,  savoir 

Qh-P^(/i)=:o; 
on  a  donc 

d'où,  en  désignant  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, 

du       du    .  du       „^,,      ^^ 

Il  résulte  de  là  que  l'expression 

est  une  différentielle  exacte  du. 

On  peut  établir,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  n®  683,  que  la  solution  particulière  de  Téquation 

proposée  doit  satisfaire  à  Féquation  -  =  o  ;  nous  nous 

bornons  à  indiquer  cette  proposition,    que   nous  ne 
croyons  pas  utile  de  développer  ici. 

La  recherche  des  facteurs  dont  il  vient  d^étre  ques- 
tion présente  en  général  des  difficultés  insurmontables  ; 
il  y  a  cependant  des  cas  où  Ton  parvient  facilement  à 
les  découvrir.  Nous  allons  en  présenter  un  exemple, 
qui  est  un  de  ceux  qu*EuIer  a  considérés. 

718.  L'équation  dont  nous  allons  nous  occuper  est 
la  suivante  : 

En  examinant  sa  forme,  on  voit  qu'il  y  a  lieu  de  chercher 
s'il  n'existerait  pas  un  facteur  tel  que  [  tiXi  -^  +  2X^  j  dx 


So6 


CALCUL    INTÉGBÀL. 


propre  à  rendre  son  premier  membre  la  difTérentielle 
exacte  d'une  fonction  a  de  j:,  r,  ■—•  Si  une  telle  fonc- 

tion  u  existe,  la  partie  — 3~^  "î    ^^  sa  différentielle  to- 

dx 
taie  aura  pour  valeur 

dx 

et  Ton  aura,  en  conséquencCi 

u  étant  une  fonction  des  seules  variables  x  et  jr.  En 
égalant  à  zéro  la  différentielle  duj  on  a 


dx 


-(?r-^-. 


djy 

d=c] 


dX,     dr       ,„        t 

ax       ax  (tx 


et,  pour  que  cette  équation  coïncide  avec  la  proposée, 
il  faut  que  Ton  ait 


rfU  — 


rtfX, 


-( 


dx 


La  première  partie  de  cette  valeur  de  efU  deviendra 
une  différentielle  exacte  si  Ton  pose 

Xi  =  7  -+-  2<îx  -h  fx*, 
I  ^Xj 


X, 


2    dlr 


ex. 


et  il  arrive  alors  que  la  partie  restante  est  elle-même 
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une  différentielle  exacte.  On  a 

a  7-1-  2^.r-f-  e.r« 

j3      P/    -t-  7  -t-  2 ox  -r-  6.r*  ^"^    '' 

et,  par  conséquent, 

C  étant  une  constante. 

Le  facteur  dont  nous  avons  fait  usage  est 

fiy 

2(7  -t-  iâx-'r-  f^'*)  -j-  —  2(<î-f-ej:)j, 

et  nous  en  concluons  cette  intégrale  première  de  la 
proposée,  savoir 

Usage  de  la  diffcrentiatîon  pour  V intégration  des 

équations  dijfférentielles, 

719.  Soit 

(.)  '  U.:.0 

une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n 
entre  les  deux  variables  x  et  y.  En  la  différentiant,  on 
obtiendra  une  équation  d'ordre  n  -\- 1 

et  Ton  pourra  former  ensuite  diverses  combinaisons  des 
équations  (i)  et  (a).  Soit    « 

(3)  .      V,  =  o 

l'équation  d'ordre  n-hi  qui  résulte  de  l'une  de  ces  com- 
binaisons. Si  l'on  peut  trouver  une  intégrale  première 
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de  réquatîon  (3)  distincte  de  la  proposée^  on  connaîtra 
aussi  une  intégrale  première  de  cette  dernière  ;  car,  si 

(4)  v  =  o 

est  une  intégrale  première  de  Téquation  (3),  et  que  l'é- 
limination  de  — ^  entre  les  équations  (i)  et  (4)  donne 
pour  résultat 

(5)  W=:0, 

cette  équation  (5),  qui  est  de  l'ordre  n  —  i  et  qui  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  sera  évidemment  une 
intégrale  première  de  l'équation  (i). 

Si  l'équation  (i)  est  du  premier  ordre,  l'équation  (5) 
fera  connaître  son  intégrale  générale. 

720.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  de  cette 
méthode  d'intégration,  proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  du  deuxième  ordre  à 
centre.  L'équation  de  cette  surface  étant 

X*  r*  «* 

si  l'on  pose 

l'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sur  le  plan  xy  sera  (n°  341  ) 

(•)      Axr(^y  +  (x«-A/'-B)g-xr  =  o. 

On  a,  par  la  différentiation  de  cette  équation, 
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et  l'élimination  de  x^  —  Aj^  —  B  entre  les  équations  (i) 
et  (21)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  A -^  -!- 1 
commun  à  tous  les  termes, 

dy 

Si  Ton  divise  cette  équation  par  xy  —  »  elle  devient 

é^r         dy 
dx^         dx         I 


^-  _  — -.  — o; 


dy         y        X 
d^ 


les  variables  sont  séparées,  et  Ton  a,  par  l'intégration, 

dy 
log  ^  -+-  ^ogX  —  logo:  =  logC 


ou 

dy 

G  étant  une  constante.  L'élimination  de  -;-  entre  les 

dx 

équations  (i)  et  (4)  donne 

(5)  ^«  _  cx' -h  ^- =  o, 


ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  précédem- 
ment par  d'autres  méthodes  (n^  338  et  650). 

Solution  d'un  problème  qui  exige  l'intégration  d'un 
système  d' équations  différentielles  simultanées. 

721.  Nous  avons  vu  que  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles  simultanées  d'ordres  quel- 
conques se  ramène  toujours,  par  l'élimination,  à  l'in- 
tégration d'une  ou  de  plusieurs  équations  qui  ne  ren- 
ferment chacune  que  deux  variables^  mais  une  telle 
réduction  n'est  pas  toujours  de  nature  à  simplifier  le 
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problème  qu'il  s'agit  de  résoudre.  En  l'absence  de 
toute  méthode  générale  d'intégration,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  présenter  ici  un  exemple  particulier ,  que 
nous  empruntons  à  la  Géométrie. 

Problème.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile. 

Soient  Xy  y^  z  trois  coordonnées  rectangulaires,  et 

(l)  j:  cosa -{- jcosê -:- 5COS7  —  «--G 

l'équation  du  plan  mobile  ;  la  distance  u  de  ce  plan  à 
l'origine  et  les  angles  a,  6,  y  qu'elle  forme  avec  les  axes 
sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  t.  Les  trajec- 
toires demandées  devant  être  perpendiculaires  au  plan, 
les  équations  différentielles  du  problème  sont 

-    .  dx  dr  dz 

*    '  cosa        cos6        cosy' 

on  peut  concevoir  que  l'on  ait  tiré  de  l'équation  (i)  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  x,  y^  z,  et  les  cosinus  des  an- 
gles a,  6,  y  doivent  être  regardés  dans  les  équations  (2) 
comme  des  fonctions  données  des  variables  x,  j,  z.  Pour 
intégrer  ces  équations  (2),  je  ferai  usage  des  formules 
que  j'ai  établies  au  n**  274,  et  je  conserverai  les  nota- 
tions de  ce  numéro.  Ainsi,  les  angles  a,  6,  y  étant  évi- 
demment ceux  que  forme,  avec  les  directions  des  axes, 
la  tangente  de  la  courbe  cherchée,  je  désignerai  par  Ç, 
»,  X^  et  par  A,  jui,  v  les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes 
par  la  normale  principale  et  par  l'axe  du  plan  oscula- 
teur  de  la  courbe;  en  outre,  da,  dx  désigneront  les 
angles  de  contingence  et  de  torsion,  ds  la  différentielle 
de  l'arc  de  courbe,  en  sorte  que  l'on  aura 


d<T  -^  \/(r/cosa)*  -h  [dcos^]^  -h  (^cosy)'. 

(3)       { 
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Cela  posé,  chaque  membre  de  la  formule  (2)  est  égala 
ds^  et  Ton  a,  en  conséquence, 

(4)  dx=zdscoscny     djr^dscosSf     dz  =  ds  cosy. 
Posons 

(5)  arcos> -H  jcosf* -1- 2COSV  =  U; 

en  différentiant  deux  fois  cette  équation  (5)  et  ayant 
égard  aux  équations  (4)>  on  aura  (n^  274) 

(6)  xcosÇ  -:-  X  cosîj  -:-  z  cosç  ~  -^  -  » 


(7)       xcosa -!-^cos6h- «cosy  r=: 

La  comparaison  des  équations  (i)  et  (7)  donne 

(8)  -dr^^^-''Tr- 

D'après  la  première  équation  (  3 ),  rfa  est  le  produit  par  dt 
d'une  fonction  donnée  de  t,  puisque  cosa,cos S, cosy  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  données  de  ce  paramètre.  En- 
suite, d'après  les  formules  du  n°2f74,  cos^,  cosy?,  cosf  et 
cosX,  cos(i,  cosv  sont  elles-mêmes  des  fonctions  connues 
de  t  ;  enfin  dv  est,  d'après  la  deuxième  formule  ( 3  ) ,  le  pro- 
duit d*une  telle  fonction  par  dt.  Il  résulte  de  là  que 
l'équation  (8)  est  une  équation  différentielle  du  deuxième 
ordre  entre  les  variables  U  eit;  l'intégration  amènera 
donc  deux  constantes  arbitraires.  Quand  la  valeur  de  U 
sera  connue,  les  coordonnées  or,  j-,  z  seront  données  en 
fonction  du  paramètre  t  par  les  équations  (5),  (6),  (7); 
ces  équations  peuvent  être  représentées  par 

(9)  V  =  o,      dV:z^O,      d^\~' 

si  l'on  pose 

(10)  "V  riixcosX -^  jcosfiH- «cosv — u. 
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L'équation  (  8)  appartient  à  la  classe  de  celles  dont  la 
théorie  fera  l'objet  du  Chapitre  suivant;  mais  on  l'in- 
tègre très-facilement  en  faisant  usage  des  formules  du 
n°  210.  Effectivement,  soient  X,  Y  deux  nouvelles  va- 
riables définies  par  les  équations 

XsinT  — YcosTi=:U,     Xcost  H- Ysinriz:  --— j 

en 

on  aura 

X  =  U  sinr  H-  -r  cosT,    Y  =  —  U  cost  -h  — -  sinr, 

dr  dr 

puis 

/    ^^\  /    ^^Y 

dX=l  Uh--^  JcosTrfr,  i^Y^^lU-î--^  y  sinrc/T, 

cl,  à  cause  de  Téquation  (8), 

</X  z^  —  u  -y  COST  <^T,     dY  ■=  — u  —  sinr  dx. 

Intégrant  et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  arbi- 
traires, on  aura 

X  =  A  —  I     u  -r-  C08 rar,     Y  =  B  —  1     «  —  smraT, 
et,  par  suite, 

/*'    dv 
U  =  Arinr  — BcoST  — sinr  /    «—  cosr<fr 

(u)      ■ 

COST 


:  I     u-r  sinrar. 


Cette  formule  (i  i)  donne  l'expression  de  U  en  fonction 
der,  ou,  si  l'on  veut,  en  fonction  du  paramètre  t\  le  pro- 
blème proposé  est  donc  résolu. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNÉAIRES. 


Des  équations  linéaires, 

722.  On  nomme  équations  différentielles  linéaires 
celles  dans  lesquelles  les  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  ne  se  multi- 
plient pas  entre  elles. 

La  variable  indépendante  étant  représentée  par  x  et 
la  fonction  inconnue  par  j^,  la  forme  générale  des  équa- 
tions linéaires  à  deux  variables  est 

3-4  +  P  -7-^  -f-  .  .  .  H-  T  -^  -4-  U  r  zir  V, 
dx"^  dr."^-^  dx 

les  coefficients  P, . . . ,  T,  U  étant,  ainsi  que  V,  des  fonctions 
données  de  x  qui  peuvent  se  réduire  à  des  constantes. 

Lorsque  la  quantité  Y  sera  nulle,  nous  dirons,  pour 
abréger  le  discours,  que  V équation  linéaire  n'a  pas  de 
second  membre.  On  verra  plus  loin  que  l'intégration 
des  équations  linéaires  pourvues  d'un  second 'membre 
se  ramène  à  l'intégration  de  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  suppression  du  second  membre. 

II  est  évident  (n°  645)  que  les  équations  linéaires 
n'ont  pas  de  solutions  particulières. 

Propriétés  des  équations  linéaires  dépourvues 

de  second  membre. 

723.  Première  propriété.  —  L'ordre  d'une  équa- 
tion linéaire  sans  second  membre  peut  toujours  être 
abaissé  d'une  unité. 

S.  —  Cale.  int.  33 
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Effectivement  l'équation 

dx^  dx"-^  dx 

appartient  à  la  classe  des  équations  homogènes  ;  on  abais- 
sera donc  son  ordre  d'une  unité  en  posant  (n^  606) 


t/«a 


zdx 

d'où 


dy         .'*.  d:^r      (dz    ^    ,\   J 


^(È-^^*)^^ 


5^-^''  '*     '   s^-*^""*  *'-  "     


mais  on  doit  remarquer  que  la  transformée  obtenue  n'est 
pas  linéaire. 

Par  exemple^  dans  le  cas  de  n  ~-  a,  la  proposée  est 

d*'r      ^dr      ^ 

et  notre  transformation  donne 

dz        •      wv        ^ 

-r-  -i-  a*  -4-  Pa  -I-  Q  :=:  O. 

dx 

724.  "Deuxième  propriété.  —  Si  Inéquation  linéaire 
sans  second  membre 

d"  Y       ,,  ef"-»  Y  ^dj       ^^ 

est  satisfaite  quand  on  pose  y  =j^i,  elle  est  également 
satisfaite  par  y  =  Cj^o  G  étant  une  constante  arbi- 
traire. 

Effectivement,  le  résultat  de  la  substitution  de  Cjr^  kj 
danb  le  premier  membre  de  l'équation  est  égal  au  produit 
de  la  constante  C  par  le  résultat  de  la  substitution  de  Xi* 
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l> 


725.  Troisième  propriété.  —  Si  la  même  équation 
linéaire  est  satisfaite  quand  on  pose  y  =y\  jj'^^y^^  •  •  •  » 
j  ^=:jiy  elle  est  aussi  satisfaite  par j-  ^=^j\  -h- y  2  4-  •  •  •  -+-J^i« 

En  effet,  le  résultat  de  la  substitution  de 


à  y  dans  le  premier  membre  de  Téquation  est  évidem- 
ment la  somme  des  résultats  que  l'on  obtient  quand  on 
substitue  successivement j-ijj^a,  . .  .,j>7. 

Il  résulte  de  cette  propriété  et  de  la  précédente  que, 
si  Ton  connaît  i  solutions  J^tf^i,  . . .,  j^/  de  Téquation 
linéaire  sans  second  membre,  on  pourra  former  une  so- 
lution de  la  même  équation  contenant  1  constantes  arbi- 
traires, savoir 

Et  si  le  nombre I  est  égal  à  Tordre  n  de  l'équation,  on  aura 
de  cette  manière  l'intégrale  générale  de  Téquation  diffé- 
rentielle, pourvu  cependant  que  les  arbitraires  soient 
telles  qu'on  puisse  attribuer  à  la  fonction  ^  et  à  ses 
n  —  I  premières  dérivées  des  valeurs  arbitraires  répondant 
à  une  valeur  Xq  de  x  choisie  à  volonté.  Cette  dernière 
condition  ne  serait  pas  remplie  s'il  existait  une  relation 
linéaire  enlTeyt, y^y  •  •  •>  J"»»  car,  dans  ce  cas,  on  a 

a^,  a2,  .  •  .,  a„^t  étant  des  coefficients  constants;  cette 
valeur  de  jn  étant  substituée  dans  l'expression  dej^, 
celle-ci  se  réduit  à  la  forme 

et,  comme  elle  ne  renferme  pas  n  arbitraires,  elle  ne  peut 
être  l'intégrale  générale. 

726.  Quatrième  propriété.  —  Toutes  les  solutions 
d'une  équation  linéaire  d* ordre  n,  sans  second  membre» 

33. 
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sont  comprises  dans  l'expression 

C|,  Ca,  . . . ,  C«  étant  des  constantes  arbitraires  et  y^y 
j^a,  . .  ByjTn  des  fonctions  déterminées  de  la  variable 
indépendante. 

Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  àen^=^ij 
car  Féquation  difTérentielle  est  alors 


dY 
dx 

-h 

^y 

=^  o 

ou 

et 

en 

l'on  en 
L  posant 

tire 

X- 

Xu 

Pdx 

V,  ^i:  e 


Il  suffit,  d'après  cela,  de  démontrer  que,  si  la  propriété 
en  question  appartient  aux  équations  d'ordre  n  —  i ,  elle 
appartient  aussi  aux  équations  d'ordre  /i.  Supposons 
donc  que  l'équation 

soit  satisfaite  par j^=j^o^«  étant  une  fonction  dex  sans 
constante  arbitraire,  et  faisons  la  substitution 

X—Xi^f 
d'où 

dr  dz  dji    d*r  d*  z  dr*  dz  d*  y. 

d.r  dx  dx     dr*  d.r^  dx  dx  dx*  ^ 

ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  la  proposée,  il  est 
évident  que  le  coefficient  de  z  sera 

dx''  dx'^-^  dx  ^" 
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expression  dont  la  valeur  est  mille,  par  hypothèse.  St 
Ton  pose  —-  =  u,  Téquation  en  u  sera  linéaire,  sans  se- 
cond membre  et  d'ordre  n  —  i  ;  la  formule  donnant 
toutes  les  solutions  sera  donc 

u  =  CiUi  -}-C,tt, +  ...-i-C„i«„-„ 
et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  z  sera 


z  m  Cl  -i-  C,  I    «1  ^«c  -4- . .  .  -h  C„  I     !/„-!  dx. 


X»  *^  Xf 


Ainsi  Ton  aura,  pour  l'expression  générale  dej'f 
r  —  Cij,  -h  C,^,  /    wj  f/j  -h . . .  -h  C„^,  /    ii«»i  dx, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Intégration  d'une  équation  linéaire  pourvue  d'un  se^ 
cond  membre,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  l'intégrale 
générale  de  l'équation  prix^ée  de  second  membre, 

727.  Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

P,  . . . ,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  con- 
sidérons l'équation  linéaire  d'ordre  n 

dont  le  second  membre  V  est  également  une  fonction 
donnée  de  x.  Je  dis  que,  si  l'on  connaît  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation 

(3)  ♦{:r)  =  o 

dépourvue  de  second  membre,  on  pourra  en  conclure 
l'intégrale  de  l'équation  (2),  par  de  simples  quadratures. 


5l8  CALCUL   INTÉGRAL. 

Suit 

(4)  r  =  c,ri  +  c,7,  -<-...  +  c„^„ 

rintégrale  générale  de  l'équation  (3),  C|,  Ca,  . . .?  C« 
étant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ton  regarde  les  arbi- 
traires C|y  Ca)  . . .  y  C/7  comme  des  fonctions  de  orindé- 
terminées,  le  second  membre  de  la  formule  (4)  pourra 
représenter  une  fonction  quelconque ,  et,  par  consé- 
quent, cette  formule  (4)  est  susceptible  d'exprimer,  en 
particulier,  Tinlégrale  générale  de  Téquation  (a).  On 
peut  même,  si  l'on  veut,  attribuer  à  ^  —  i  des  arbi- 
traires C|,  Cj,  . .  .,  C/i  telles  valeurs  que  l'on  voudra 
ou  établir  entre  elles  «  —  i  relations  quelconques,  car, 
l'une  de  ces  arbitraires  demeurant  une  fonction  indéter> 
minée,  nous  ne  faisons  autre  chose  que  substituer  kj 
une  variable  nouvelle. 

DifTérentiant  donc  Téquation  (4)  dans  l'hypothèse  des 
arbitraires  variables,  nous  aurons 

dx  (Ix  OJT  dx 

dC.  dCt  dCn 

et,  puisque  nous  pouvons  établir  n  —  i  relations  entre 
les  arbitraires,  nous  poserons  d'abord  la  suivante  : 

dC^  dC^  dCn 

^^d^-^^'-dJ^-^-'^^'^-d^r^o; 

dy 

par  conséquent,  la  valeur  de  -j-  sera  simplement 

en  sorte  qu'elle  a  la  même  forme  que  dans  l'hypothèse 
des  arbitraires  constantes.    Formons  pareillement  les 
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dérivées  suivantes  de^,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  /i  —  1, 
en  opérant  de  la  même  manière,  c'est-à-dire  en  établis- 
sant entre  les  arbitraires  les  relations  nécessaires  pour 
que  les  expressions  des  dérivées  de^  soient  les  mêmes 
que  dans  l'hypothèse  des  arbitraires  constantes.  Il  est 
évident  que  les  relations  dont  il  s'agit  seront 

^  ^  +  "li:!  ^ +. .  .H-  £-'1»  £5-  =  o 

(  5  )     {  «^   rfx         dx  dx        "  '        dx    ttx  ' 


dx"-*    dx         dx"-*    dx        "  dx"-*    dx  ' 

et  l'on  aura,  en  même  temps, 

r  =  Ctn  -<-  Cir«  -i- . . .  +  Car»» 
di-^^'d^^^  dx  ^•••^^»;?7' 

ir\    ]  ^y      r  ^y^  -L.r  ^^^  u.       ^  r   '^^^ 
(6)    l5iï  =  C,-^+C.-^+...H-C»-^, 


Il  nous  faut  encore  la  valeur  de  -r-^  \  mais  nous  ne  pou- 
vons plus  établir  de  relation  nouvelle  entre  les  arbi- 
traires, et  la  dernière  des  équations  (6)  nous  donnera, 
par  la  différentiation, 

. -^^ -^^  "5:?^  "*'^' "5^  "^^  • '"^  ^"1^ 


n 


air""*    rfx  c^'*-*     ctr 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (2),  les  valeurs 


5ao 
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de  y  et  de  ses  n  premières  dérivées,  tirées  des  équa- 
tions (6)  et  (7);  il  viendra 

-r-  '  .    ^ — 7  —^ —  -I-  .  .  .  "T-  — : — z — r    — : —  ^  V  • 


dx^~^    dx 


dx^"^    dx 


Or  les  quantités  ^{j\)i  ^(j'a)»  •  •  •  >  ^tX»)  sont  nulles 
par  hypothèse;  donc  on  a 


dar' 


c^j- 


^-F»-»    dx 


=  V, 


Maintenant,  si  le  déterminant 


(9) 


dx  dx 


Xn 

àXn 
dx 


•  •       •  •  •  •  • 


rf«-l^^        ^1»-!^^ 


€/x 


»-t 


^/»-l 


•  •  • 


n^estpas  nul,  les  équations  (5)  et  (8)  donneront,  pour 
S  -T-^j  •••>— r^>   des  valeurs  déterminées,  fonctions 


dx     dx 
de  X. 


dx 


Pour  obtenir  ces  valeurs,  ajoutons  les  équations  (5) 
et  (8),  après  avoir  multiplié  les  premières  par  les  fac- 
teurs Xq,  X|,  . .  • ,  ^/i.2»  et  posons  généralement 


dr 

(10)    y(r)==  V-+->'itr:+----^ Vi 


dx''-*  "^  ^^^» ' 


on  aura 


■(-)     Hr.)§-^r(r.)gH-...-H,(r,)§=y. 

Pour  avoir  la  valeur  de  -r-9  il  faut  déterminer  les  fao- 

dx 
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leurs  X  de  manière  que  Ton  ait 

(12)  ff{x^)'^o,  y(rî)--o,  ...,  y{j„)  =  o,  excepte  f{jrt)=zo, 

et  l'équation  (11)  donnera 

(fi  (y)  étant  la  valeur  que  prend  cp(j  )  lorsque  les  coef- 
ficients X  satisfont  aux  équations  (12).  Désignons  par  c/ 
une  constante  arbitraire;  on  aura,  par  l'intégration. 


C/ 


par  conséquent,  si  Ton  pose 

"  Vdx 


rintégrale  générale  de  l'équation  (a)  sera 

Ci,  Cs,  ».  .y  Cn  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit 
qu'elle  s'obtient  en  ajoutant  la  fonction  X  à  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3). 

II  faut  remarquer  que  le  déterminant  (9)  ne  peut 
jamais  être  nul.  En  eifet,  par  hypothèse,  l'équation  (4) 
représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  lors- 
qu'on regarde  Ci,  C2,  . . . ,  C,,  comme  des  constantes 
arbitraires;  donc  les  n  équations  (6)  doivent  fournir 
pour  C|,  C29  • . . ,  C/i  des  valeurs  déterminées  fonctions 
fly  d^~^y 

de  X,  jTf  -j-j  •  •  •>  -j-^zi  »  c^  4"'  n'aurait  pas  lieu,  si  le 
déterminant  en  question  était  nul. 

728.  Méthode  de  Caucht.  —  La  méthode  dont  nous 
venons  de  faire  usage,  fondée  sur  la  variation  desai'ii" 
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traires,  a  une  importance  considérable  dans  l'Analyse, 
et  elle  nous  a  fourni  une  solution  très-élégante  du  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé  ;  il  ne  sera  pas  inu- 
tile cependant  de  faire  connaître  ici  une  autre  solution 
que  Cauchy  a  donnée  de  la  même  question. 
Il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

dont  nous  représentons  le  second  membre  par  ^{x)y 
en  supposant  connue  l'intégrale  générale  j^  =  Y  de 
l'équation 

Les  n  arbitraires  qui  figurent  dans  la  fonction  Y  peuvent 
être  déterminées  de  manière  que  l'on  ait,  pour  x  =  a, 

/ON  ^  ^  ^"""Y  rf"-»Y       „     , 

et  je  dis  qu'on  satisfera  à  l'équation  (i)  en  posant 


(4)  .=/■ 


HdoL. 


Eh  effet,  on  a,  en  différentiant  celte  formule  (4)  et  en 
représentant  par  (Y)  la  valeur  de  Y  pour  a  rr=x, 


dx  __  r"^ 

dx        )      dx 


ou  simplement 

car,  les  formules  (3)  ayant  lieu  quand  on  remplace  a: 
par  a,  et  par  suite  quand  on  remplace  a  par  x,  la  quan- 
tité (Y)  est  identiquement  nulle. 
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Pareillement,  les  dérivées  -— -  ?  • . . ,  --— -r-  s'annulaDt 
pour  a  =  X,  on  a,  par  des  difTérentiations  successives, 

(6;  .    c/x'  ~  /    ^x-  "' 


enfin,  une  diiTérentiation  nouvelle  donne 


étant  la  valeur  que  prend  -  ^^_^   pour  a  =  a:. 
Il  est  évident  que  cette  valeur  est  F(a7),  puisque,  par 


hypothèse,       ^_^  se  réduit  à  F  (a)  pour  x  =  a  ;  ainsi  Ton  a 


(')         d£=j  ^^«-^^w- 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs 

dy  d^  Y 

dejj-j-y  ••*''TT»  ^^rées   des  formules  (4),   (5),  (6) 

et  (7)  ;  on  aura  pour  résultat 

ce  qui  est  bien  une  identité  ;  car  le  coefiicient  deda  sou9 
le  signe  /  est  nul  par  hypothèse. 

Nous  connaissons  donc,  par  cette  méthode,  une  solu- 
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tion  de  l'équation  (i);  désignons-la  par  X  et  posons 

Si  Ton  eflace  les  termes  qui  se  détruisent,  le  résultat  de 
la  substitution  dans  l'équation  (i)  sera 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  Téquation  (2),  où  la  lettre 
y  est  remplacée  par  z.  Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  prendre  celle 
de  l'équation  (2)  et  d'y  ajouter  ensuite  X. 

Réduction  d'une  équation  linéaire  à  une  autre  d'ordre 
inférieur,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  de  l' équation  priyée 
de  second  membre. 

729.  Posons,  comme  au  n°  727, 

P,  . . . ,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x.  Nous 
venons  de  voir  qu'on  peut  obtenir,  par  des  quadratures, 
l'intégrale  générale  de  l'équation 

(2)  *Lr)^--V, 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  donnée  de  x^ 
quand  on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(3)  ♦(.r)  =  o. 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  connaît  n  inté- 
grales particulières  distinctes  de  cette  équation,  sans 
aucune  constante  arbitraire.  Nous  nous  proposons  ici 
de  généraliser  ce  résultat  en  démontrant  que  l'intégra- 
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tion  de  l'équation  (  2)  exige  seulement Tintégration  d'une 
équation  linéaire  d'ordre  n  —  /,  lorsque  Ton  connaît  * 
intégrales  particulières  de  Téquation  (3). 

Supposons  que  Ton  connaisse  une  intégrale  particu- 
lière j'i  de  l'équation  (3);  on  aura  une  intégrale  plus 
générale  en  posant 

(4)  r^Qri, 

C|  étant  une  arbitraire,  et,  si  l'on  regarde  C|  comme 
variable,  Téquation  (4)  pourra  représenter  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (  2  )  ;  ce  n'est  ici  que  le  même 
changement  de  variables  déjà  pratiqué  au  n°  726.  L'équa- 
tion  (4)  donne,  par  la  différentiation  (n**  64), 

rix  -  *^'  dx  ^•^'  dx  ' 


1 


et,  comme  ^{y\)  est  nul  par  hypothèse,  la  substitution 
des  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l'équation  (a)  donnera  un 
résultat  de  la  forme 

^^  dx"  '    dx''-^  ^  dx  *' 

Pi,  ...,  T|  et  V|  étant  des  fonctions  connues  de  x. 
L'équation  (6),  d'où  Ton  doit  tirer  la  valeur  de  C^  est 
linéaire  et  d'ordre  />;  mais,  comme  elle  ne  renferme  que 
les  dérivées  de  C|  et  non  cette  fonction  elle-même,  on 
l'abaissera  à  l'ordre  n  —  i  en  posant 

(7)  ^=''j 
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elle  devient  alors 

Si  Ton  peut  trouver  Tin tégrale  générale  de  Téquation  (8), 
on  aura,  par  l'équation  (7),  en  désignant  par  C|  une 
constante  arbitraire. 

Cl  --^  c^-i-  1     udx; 


•«•• 


enfin  l'équation  (4)  donnera 

qui  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (2). 

Ainsi  la  connaissance  d'une  intégrale  particulière  de 

l'équation  (3)  permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  de 

l'équation  (2),  sans  que  la  forme  linéaire  soit  sacrifiée. 

730.  Supposons  que  l'on  connaisse  1  intégrales  par- 
ticulières 

Xif  Xti  •  •  •  >  Xi 

de  l'équation  (3).  Au  moyen  de  l'intégrale  j^o  on  ramè- 
nera, comme  on  vient  de  le  voir,  l'intégration  de  l'équa- 
tion (21)  à  celle  de  l'équation  (8);  que  nous  représen- 
terons, pour  abréger,  par 

(10)  V(«)=^Vi, 

et  je  dis  que  l'on  connaît  i —  i  intégrales  particulières 
de  l'équation 

(11)  T(«)^o. 

En  effet,  il  est  évident  qu'on  passe  de  l'équation  (11)  à 
l'équation  (3)  par  Ja  substitution 
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et,  puisque  ^a,  ^8 >  •  •  •  >  J^i-i  sont  des  solutions  de  cette 
équation  (3),  l'équation  (ii)  sera  satisfaite  par  l'une 
quelconque  des  valeurs  suivantes  de  u  : 

ri        ri  ri 

_-  — .  ^         ■  9       •  •  •  5       —  • 

dx  cLx  dx 

Ainsi  Ton  peut  appliquer  à  Téquation  (lo)  tout  ce  que 
nous  avons  dit  de  l'équation  (a);  on  ramènera  la  re- 
cherche de  son  intégrale  à  celle  d*une  équation  linéaire 
d'ordre  n —  a  telle,  que  l'équation  correspondante  sans 
second  membre  admettra  i  —  a  intégrales  particulières 
connues.  Et,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on 
formera  une  équation  linéaire  d'ordre  n  — i,  dont  il  suf- 
fira de  connaître  l'intégrale  générale  pour  obtenir  celle 
de  la  proposée. 

731.  Remàrqves.  —  La  connaissance  d'une  intégrale 
particulière^!  de  l'équation  (a)  ramène,  comme  on  l'a 
vu,  l'intégration  de  cette  équation  à  celle  de  l'équa- 
tion (3);  en  d'autres  termes,  elle  donne  le  moyen  de 
faire  disparaître  le  second  membre,  mais  non  d'abaisser 
l'ordre  de  l'équation.  U  en  résulte  que,  si  l'on  connaît  i 
intégrales  particulières  de  la  même  équation  (a),  on 
pourra  faire  disparaître  le  second  membre  et  abaisser  en 
outre  de  i  —  i  unités  l'ordre  de  l'équation;  car,  l'inté- 
grale y^  ayant  été  employée  pour  l'évanouissement  du 
second  membre,  on  connaîtra  i — i  intégrales  y^ — y^^ 
y% — ^1,  . . . ,  yi — y\  de  l'équation  transformée. 

Si  le  rapport  de  V  à  U  est  constant,  on  a  une  solution 

V 

de  l'équation  (a)  en  posant^  =i=  -^  cette  équation  est 

donc  immédiatement  ramenée  à  l'équation  (3). 

Enfin  on  voit  par  les  développements  qui  précèdent 
que  les  équations  linéaires  n'admettent  pas  de  solutions 
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parliculières,  sans  qu'il  soit  nécessaire,  pour  cet  objet» 
de  recourir  à  la  théorie  générale  de  ces  solutions.  Nous 
avons  vu  efTectivement  que,  si  y^  désigne  une  solution 
de  l'équation  <I>(j^)  =  o,  on  peut  mettre  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  sous  la  forme 

jx  est  donc  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  y^ 
désigne  une  solution  de  4>(j^)=  V,  l'intégrale  générale 
de  cette  équation  sera  de  la  forme 

y  =Xo  -I-  Cl 7i  -I- ...  -1-  CnX„9 

en  sorte  que  y^  est  encore  une  intégrale  particulière. 

jiutre  manière  <ï effectuer  la  réduction  d'une  équation 
linéaire  à  une  équation  linéaire  d^ ordre  inférieur, 

732.  La  réduction  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n°  730  peut  être  effectuée  d'une  autre  manière  ;  c'est  ce 
que  nous  allons  montrer  ici,  afin  de  donner  un  nouvel 
exemple  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires 

Reprenons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 

(•)  ♦(r;-V, 

et  supposons  que  l'on  connaisse  i  intégrales  particulières 
de  l'équation  sans  second  membre 

(2)  *(^)  — o. 

On  aura   une   intégrale  particulière   plus  étendue  de 
l'équation  (2)  en  posant 

{ 3  )  j  r:z  cn  -*-  c,rj  H- . . .  -i-  Qr,-, 

C|,  Cj,  ... .,  G/ étant  des  constantes  arbitraires,  et  si  l'on 
regarde  ces  arbitraires  comme  des  variables,  fonctions 
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de  Xy  Téquation  (3)  sera  susceptible  de  représenter  Tin- 
tégrale  générale  de  Téquation  (i)  ;  on  pourra  même  éta- 
blir entre  les  arbitraires  i —  i  relations  choisies  à  vo- 
lonté. Procédant  ici  comme  au  n**  727,  nous  choisirons 
les  relations  dont  il  s'agit  de  telle  manière  que  les  i  —  i 
premières  dérivées  de  y  aient  les  mêmes  expressions 
dans  rhypothèse  des  arbitraires  variables  que  dans  celle 
des  arbitraires  constantes.  Ainsi  nous  poserons 

rfCt  dCm  fiCi 

^n   fiCi        dxt   dC^  dYi  dCf 

-I-  ...  H — ^-    — r—  :=:  O, 


{A\    '    d.jc    dx  dx    djc  dx    dx 

•...•••• •..., 

<£r'~'    dx  iLi^^^     dx        *  *  '        dx'^\    dx 

et  Ton  aura 

y  =  C,7i  H-  C,.rt  4- ...  -4-  C/7/, 


(S) 


^=G   — -hC,  ^-+-...-4-C,-^, 
£Ù:  dr  dx        *  *  '  r/j: 


Posons,  en  outre, 

(6)    '    dx^    dx  dx^     dr        '*'        dx*    dx 

9 

d^'^Xi  dC,      d^"'r,  dC^  ,d^\ridC,^ 

\  dr»-^    dx  "*"  i/«»-^    dx  '      dx'*-^    dx       ■  """ 

S.-      Cale.  ifU.  U 
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el  faisons  aussi,  pour  abréger  récriture, 

dz 

Zi  —  -  -    -h  3i, 

dx 


In]  (z-fj  +  '!^' 


on  aura,  en  différentiant  la  dernière  des  équations  (5), 
el  répétant  cette  diffcrentiation  jusqu'à  celle  de  Tordre 
n  —  i-h  I , 


dx*  dj 


f/"  r  _       rf"  r,  rf"  r,  rf"  > , 

Substituons  maintenant,  dans  Téquation  (i),  les  va- 
leurs dej^'  et  de  ses  n  premières  dérivées  tirées  des  for- 
mules (5)eti8);on  aura,  en  remarquant  que  7^,,  j^'a,  ..., 
yi  sont  des  intégrales  particulières  de  Téquation    a), 

(  9 ;  z„_,-  H-  pz„_^_i  + . . .  H-  sz  :=  V. 

Mais  le  système  composé  des  équations  (4  j  et  de  la  pre- 
mière équation  (6)  détermine  pour 

dCi      dC^  dCi 

dx        dx  dx 

des  valeurs  de  la  forme 
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X«y  Xa,  ...y  X|  étant  des  fonctions  données  de  x,  et 
les  n  —  i  dernières  équations  (6)  donnent  ensuite  pour 
Z|,  ^2?  -•  •  1  ^«-1  des  valeurs  telles  que 

[il)  2,  =  Si  3,        3,  =  S,3,        ...,        Z„_/=S;,_/«, 

S,,  S.J,  . . .,  S„_,-  étant  également  des  fonctions  données 
de  .r.  Il  en  résulte  que  les  quantités  désignées  par  Tj^  sont 
des  fonctions  linéaires  d'ordre  k  relativement  à  z  et  à  ses 
dérivées  ;  Téquation  (9),  à  laquelle  nous  ramenons  la  pro- 
posée, est  donc  linéaire  comme  celle-ci,  et  d'ordre  n — 1. 
L'intégrale  générale  de  Téqnation  (9)  renferme  n  —  i 
constantes  arbitraires;  cette  intégrale  étant  supposée 
connue,  on  aura,  par  les  équations  (10), 


C 


(>^; 


Ci,  C29  •..,  Ci  désignant  i  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. En  employant  ces  valeurs  de  C|,  G2,  .-.,  G/,  Té- 
quation  (3)  donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée^ 
elle  renferme  bien,  comme  on  voit,  n  constantes  arbi- 
traires. 

Des  équations  linéaires  du  deuxième  ordre. 

733.  Considérons   Téquation  linéaire   du    deuxième 
ordre 

34. 
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OÙ  P,  Q,  V  sont  des  fonctions  données  de  x.  D'après  la 
théorie  exposée  précédemment  (n**  729),  si  Ton  con- 
naît une  solution  y^  de  l'équation  obtenue  en  rempla- 
çant V  par  zéro,  l'intégration  de  la  proposée  ne  dé- 
pendra que  de  celle  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre,  et,  comme  une  telle  équation  peut  toujours  être 
intégrée,  on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i).  On  obtient  très-aisément  cette  in- 
tégrale en  opérant  comme  il  suit.  On  a,  par  hypothèse, 

En  retranchant  les  équations  ^i)  et  (2)  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  j^  et  la  seconde 
par  j-,  il  vient 

m 

or,  si  l'on  fait 


on  aura 


•^*  djc^      "    dx^  ~  dx'* 


donc 


(4)  â+P^  =  v/..    . 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
(5)         z  =  c    •''•        \C,+  /     e''«        Vyifix); 
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l'équation  (3)  donne  ensuite 

9 


d'où,  en  intégrant, 

(G)  J  =  C/,  4-7,    \      ^àx. 

Cette  expression  (6)  de  ^  renferme  deux  constantes 
arbitraires  C,  Cf. 

734.  Il  convient  d'indiquer  ici,  d'après  Sturm,  une 
propriété  des  intégrales  de  l'équation  sans  second 
membre 

d.i.  (Le 

Soient^!  etj^a  deux  intégrales  particulières  avec  les- 
quelles on  peut  composer,  comme  on  sait,  l'intégrale 
générale.  On  aura,' par  ce  qui  précède, 

-  Cv, 

d'où  il  suit  que  la  fonction'^/i  —-*-  — jt    "—  a  toujours 

le  même  signe,  et,  par  conséquent,  j>^i  et  -~  ou  j  j  et  — ^ 
ne  peuvent  s'annuler  pour  la  même  valeur  x.  Supposons 

si  la  fonction  y^  s'annule  pour  x  ==  a  et  pour  x  =  i,  ou 
aura,  pour  l'une  et  l'autre  de  ces  valeurs  de  x. 
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et,  par  conséquent,  j^'2  et  -:-  seront  de  signes  contraires. 

dr 
Soit  b'^a\  quand  x  croît  de  a  à  h,  -y^  change  de  signe 

pour  une  cerlaine  valeur  a  de  x;  donc  j^  doit  aussi 
changer  de  signe  avant  que  x  devienne  égal  à  b.  Par 
conséquent,  si  la  fonction  j^  reste  finie,  elle  s'éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  On 
voit  de  la  même  manière  que  j^  s^annule  nécessaire- 
ment, si  elle  reste  continue,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  deux  valeurs  qui  annulentj^'a. 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant,  les  deux  fonctions  j^i 
et  ^2  s'annulent  alternativement  tant  qu'elles  restent 
continues. 

Des  équations  linéaires  sans  second  membre, 
à  coefficients  constants. 

733.  Soit,  comme  au  n®  727, 

^/n  y  ^/l-l    y  fly 

P,  . . .,  T,U  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x, 
et  posons,  en  outre, 

(a )  /( r)  =  r"  -f-  P /-»-*  -f- ...-+-  Tr  -+-  U, 

/•  étant  une  indéterminée  ;  si  l'on  remplace  j  par  l'ex- 
ponentielle e^^,  on  aura 

(3)  *(ff''')=e'-V('')- 

Cette  formule  (3)  est  une  identité  ;  différentions-la  i  fois 
par  rapport  à  r;  il  est  évident  que  la  dérivée  d'ordre  i 
du  premier  membre  sera 
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Quant  à  la  dérivée  d'ordre  i  du  second  membre  de  la 
formule  (3),  on  Tobuendra  par  la  règle  du  n°  66,  qui 
sert  à  difTérentier  les  produits^  on  aura  ainsi,  en  dési- 
gnant pary (r),y'(r),  ...  les  dérivées  successives  du 
polynôme/i^r), 

(4)5  L      ^      * 

Cela  posé,  considérons  Téquation  linéaire  d'ordre  n 
sans  second  membre 

(5)  ♦(r)  =  o, 

ainsi  que  l'équation  algébrique  correspondante 
(6)  Ar)=o, 

laquelle  sera  dite  Y  équation  caractéristique. 

Si  l'équation  caractéristique  admet  une  racine  ri  indé- 
pendante de  X,  on  voit,  par  la  formule  (3),  que  l'équa- 
tion (5)  admettra  l'intégrale  particulière  e^i^.  En  outre, 
si  cette  racine  r^  est  multiple  et  que  /ui  désigne  son  degré 
de  multiplicité,  elle  appartiendra  aux  équations 

et,  par  conséquent,  pour  les  valeurs  i,  2,  ...,  (/x —  i) 
de  i,  la  formule  (4)  donnera 

♦  (X'^''!*)    =0, 

d'où  il  suit  que  l'équation  (i)  admettra  les  fi  solutions 

Lorsque  les  coefficients  P,  ...,  T,  U  de  l'équation  (5) 
sont  constants,  l'équation  caractéristique  a  ses  n  racines 
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indépendantes  de  x,  et,  en  conséquence,  on  a  ce  théo- 
irème  : 

Théorème.  —  Si  les  coefficients  de  V équation  linéaire 
d'ordre  n  sans  second  membre  ^(jr)=o  sont  con- 
stants, chaque  racine  de  l'équation  caractéristique 
donne  autant  d'intégrales  particulières  qu'il jr  a  d'u- 
nités dans  son  degré  de  multiplicité,  et  par  conséquent 
le  nombre  total  de  ces  intégrales  particulières  est  égal 
à  l'ordre  de  l'équation  différentielle. 

Ce  théorème  permet  de  former  l'intégrale  générale  de 
Téquation  diflerentielle.  Si  les  racines  de  l'équation  ca- 
ractéristique sont  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  ri, 
7*27  . ..,  rn,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  sera 

C||  C29  . .  -9  Cn  étant  des  constantes  arbitraires.  Dans  le 
cas  général,  soient  Ti,  r2y  . . .,  Ti  les  racines  distinctes  de 
l'équation  caractéristique,  jXi,  1x29  •••rf^i  leurs  degrés 
de  multiplicité  respectifs  ;  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (5)  sera 

P<,  P2,  . . .,  P|  étant  des  polynômes  en  a:,  à  coefficients 
arbitraires  et  des  degrés  respectifs  ui  —  i ,  fi^ —  i ,  . . ., 
(il— I. 

736.  Pour  que  la  solution  formée  comme  nous  venons 
de  le  dire  soit  effectivement  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation proposée,  il  est  nécessaire  qu'on  puisse  attri- 
buer aux  const€|ntes  des  valeurs  telles  que 


-,-  5        -,— s- 1         •  •  •  ? 


dx        dj:^  dlr«-4 
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prennent,  pour  x=zxoy  les  valeurs  arbitraires 

JO*   J  0^   J  09    •  •  •>  Jo 

Nous  allons  montrer  que  cette  condition  est  remplie,  en 
nous  bornant  toutefois  au  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique n'a  pas  de  racines  égales. 
Si  l'on  fait  généralement 

la  valeur  dejr  que  nous  avons  obtenue  prendra  la  forme 

et  l'on  en  déduit,  parla  différentiation, 
dr 


ai:"""* 

Pour  a:=  X09  on  aura 


.To  =  <?i  +  ^1  -*-•••-*-  ^ 


n» 


•  ••••••'•• • .•..., 

J  0  M  '^  1  ^^  *^J  '^l  ^^  •  •  •  ^  «^»  '  rt        9 

et  il  s'agit  de  démontrer  qu'on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  Ci^c^,  •  •  •>  C/ii 
en  supposant  distinctes  les  racines  r^  Ta,  • . .,  r„.  A  cet 
effet,  ajoutons  les  équations  précédentes  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs 


538  GALGITL    INTlÊailÂL. 

on  aura 

A==ri9>(ri)-|-c,y;r,)-l-...-+-c„y;r„), 

en  posant,  pour  abréger, 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  c/;  on  disposera 
des  facteurs  indéterminés  X  de  manière  que  l'on  ait 

?>i)  =  o>    yr,   =o,  ....     yr^  =o,   excepté    y;rJ=o, 

et  Téquation  précédente  donnera 

A 


Les  conditions  par  lesquelles  nous  déterminons  les  fac- 
teurs X  expriment  que  Téquation 

a  pour  racines  r,,  r^,  .  • . ,  r,,,  excepté  r/.  Mais  l'équa- 
tion caractéristiquey(r j=  G  a  ces  mêmes  racines,  r/ 
comprise.  On  a  donc 


?{^)  = 


r—  ri 


en  effectuant  la  division  dans  le  second  membre  et  éga- 
lant ensuite  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  /*,  on  aura 

>„.«  =  P  -h  r^, 


Xq  =  T  -^ .  .  .  -4-  Pr?-*  H-  r?-S 

équations  qui  déterminent  les  facteurs  X« 
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L'expression  de  ç(r)  devient,  pour  r  =  r/, 
d'où 

ce  qui  est  une  valeur  déterminée,  carréquatîony(r)  =  o 
n'ayant  pas  de  racines  multiples,  le  diviseury^(r/)  ne 
peut  être  nul.  Ainsi  notre  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  satisfait  bien  à  la  condition  que  doit 
remplir  l'intégrale  générale. 

737.  Méthode  DE  d'âlembert.  — Nous  avons  démontré 
plus  haut  que  chaque  racine  de  l'équation  caractéristique 
fournit  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équation 
linéaire  correspondante  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré 
de  multiplicité.  Mais,  sans  recourir  à  ce  théorème,  on 
peut  passer  facilement  du  cas  des  racines  inégales  à  celui 
des  racines  multiples,  en  faisant  usage  d'une  méthode 
due  à  d'Alembert  et  qui  offre  de  précieuses  ressources 
dans  diverses  questions  d'Analyse.  Voici  en  quoi  con- 
siste cette  méthode.  Soient,  comme  ^  l'ordinaire, 

(i)  *(/)=o 

l'équation  linéaire  proposée  et 

l'équation  caractéristique.  Supposons  que  cette  dernière 
équation  n'ait  qu'une  seule  racine  multiple  r^  et  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  a.  Représen- 
tons par 

(3)  T(j^)  =  o 

l'équation  linéaire  qui  répond  à  l'équation  caractéristique 

^    '  r —  rj 

h  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
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L'équation  (4)  n'ayant  pas  de  racines  multiples,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (3)  sera 


Mais  on  a 

e(r^-hk)x—^^x(^ 

-*- 

ha:        h^a:^ 

1 h. 

I              1.2 

•■) 

f 

et  si  Ton  fait 

C,  +  Cs  = 

Di 

,      CjArsD,, 

la  valeur  de^  sera 

7  —  e^' (  Di -h  Dj  JT -4- D, /r - 

.r« 

-f-.-.WCaeV 

-4-... 

+  €«<?'■• 

•*; 

D<  et  D2  sont  deux  constantes  arbitraires  qu'il  est  permis 
de  substituer  à  Ci  et  C2.  Maintenant,  si  l'on  fait  décroî- 
tre h  indéfiniment,  l'équation  (3  )  coïncidera,  à  la  limite, 
avec  l'équation  (i),  et  en  même  temps  la  précédente 
valeur  de^  deviendra 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n*^  735. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  caractéristique 
de  l'équation  linéaire  <I>(y  )=  o  ait  trois  racines  égales 
à  r^;  l'équation  (4)  aura  deux  racines  égales  à  r^  et  une 
racine  r^,  égale  k  r^-^-h^  alors  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (3)  sera 

Développant  e^  en  série  et  posant 

I  .2 

il  viendra 
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et,  si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro,  on  aura  à  la  limite 

^=r  (  E,  -h  Ej  jr  -h  E3  x»  ;  e'-x^-Jf  ...  -H  C„c''-«^, 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  dans  le  cas 
d'une  racine  triple  r< 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que,  si  fXi  désigne  le 
degré  de  multiplicité  de  la  racine  r< ,  l'intégrale  générale 
prendra  la  forme 

P<  étant  un  polynôme  arbitraire  en  a:,  du  degré  fx^  —  i  ; 
et,  en  opérant  de  la  même  manière  sur  les  autres  racines 
multiples  que  peut  avoir  réquatîony(r)=r  o,  on  repro- 
duira d'une  manière  complète  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  au  n°  73o. 

738.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  nature  des  racines  de  l'équation  carac- 
téristique. Lorsque  les  coefficients  sont  réels,  deux  ra- 
cines imaginaires  conjuguées  introduisent  dans  l'inté- 
grale générale  des  termes  compliqués  d'imaginaires,  et 
il  est  souvent  utile  de  les  ramener  à  la  forme  réelle. 

Soient /'i  =  a -4- (3  v^ — i,  r2  =  a  — 13  y  —  i  deux  ra- 
cines imaginaires  conjuguées  de  l'équation  caractéris- 
tique. Si  ces  racines  sont  simples,  elles  introduiront  dans 
l'intégrale  générale  les  termes 

Cie"vc«s6jr-l-^—  isinex)-hC,tf"(cos6x  — y^^^sin6j:\ 

qu'on  peut  remplacer  par 

(  A  cos  6  X -h  B  sin  6  x  )  ff»*^ 
en  posant 

A  =  C,  -+-  Ca,     B  =  (C,  ~  C,)  v^^. 

On  peut  aussi  poser 

A:=:^GcOS^,       B=:r—  Gsin/^, 
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et  les  deux  termes  que  nous  considérons  seront  rem- 
placés par 

G  et  g  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  immédiatement  que,  si  les  racines  conjuguées 
/*,,  /'a  ont  le  degré  de  multiplicité  /i,  elles  introduiront 
dans  rintégrale  générale  les  termes 

<?«*'[Gc()S,'e.r-i-^)  -h  G,-ccos[6j:-I-^j)  H-... 

-f-  G^_,.n*-*cos(6x  H-  ^^_,  )], 

où  G,  G|, .  .  . ,  G^_p  g',  g^i,  . . . ,  g^^-i  désignent  a^x  con- 
stantes arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n**  703;  l'équa- 
tion caractéristique  est  ici  /•*  4-/1*  1=0,  et  l'on  en 
tire  r=±n  y — i  ;  l'intégrale  générale  sera  donc 

ou,  si  Ton  veut, 

jr  =z  Gv()s[na:  -h  g). 

739.  Le  théorème  du  n**  73o  est  quelquefois  appli- 
cable à  des  équations  linéaires  dans  lesquelles  les  coeffi- 
cients ne  sont  pas  tous  constants.  Nous  croyons  devoir 
en  présenter  un  exemple. 

Soit  Téquation  du  quatrième  ordre 

Téquation  caraclérislique  est  ici 
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elle  a  troîs  racines  égales  à  i,  et,  par  conséquent,  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

Connaissant  troîs  intégrales  particulières,  on  peut  ra- 
mener l'équation  différentielle  au  premier  ordre,  et  par 
conséquent  Tintégrer  complètement  (n° 732).  Mais  on 
arrive  plus  aisément  au  résultat  demandé  en  employant 
simplement  la  solution 

Regardant  G  comme  variable,  on  trouve  cette  transfor- 
mée en  G  : 

Posant 


u. 


dx^  -"* 


il  vient 


du  ^«       .  X  , 

—  --+-(1  —  xtf=:o      ou     —  =  '  X  —  i>r7.r, 
dx       ^  '  u 


doù 


on  a  donc 


:=  ce 


et,  en  intégrant  par  la  méthode  du  n®  693, 

[,T — z]-e^  rfz-h  Co-h  rjj: -I-c,j:*; 

n 


c 

0 


riutégrale  de  Téquation  proposée  est  ainsi 

'     [x  —  z^e^         dzy 
0 

Co,  Ci  y  C2,  C  étant  quatre  constantes  arbitraires. 
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Des  équations  linéaires  poun^ues  (tun  second  membre 

et  à  coefficients  constants, 

740.  Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation 
linéaire 

il  sufTity  comme  on  l'a  vu,  de  connaître  une  intégrale 
particulière  sans  constante  arbitraire  et  d'ajouter  cette 
intégrale  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second 
membre 

(2)  4f{x)  =  o. 

Nous  avons  démontré  au  n°  727  qu'on  obtient  l'intégrale 
particulière  demandée^  =  X  en  posant 

Dans  cette  formule,  j^i,j^2>-->J^/»  désignent  «  intégrales 
particulières  de  l'équation  (2),  et  9/ (/)  représente  la  fonc- 
tion 

OÙ  les  coefficients  X  sont  déterminés  de  manière  que  Ton 
ait 

?/(ri)  =  o.  ?i(rt)  =  Oi-M  ?«(ri»)  =  o,  excepté  rfi[Xi]  =  Q. 

Appliquons  ce  résultat  au  cas  où,  les  coefficients  de 
$  [y]  étant  constants,  l'équation  caractéristique  n'a  pas 
de  racines  égales.  On  a  icij^j=e^'^etyi(j')  est  le  produit 
de  e^^  par  le  polynôme 

qui  doit  s'annuler  quand  on  pose  r=.r^j  r^^  ...,  r«» 
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excepté  r,-;  îl  résulte  de  là  que,y(r)  désignant  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  caractéristique,  on  a 

et,  pour  j  =zjri  ou  r  =  /v, 

D'après  cela,  la  formule  (3)  donnera 


Xo 


Telle  est  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (2)  pour  avoir  celle  de  l'équation  (3). 
On  obtient  exactement  la  même  formule  en  appliquant 
la  méthode  de  Gauchy  que  nous  avons  fait  connaître  au 
n-  728. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  déduire  de  la  formule  (4  ) 
celles  qui  conviennent  aux  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique a  des  racines  multiples;  mais  nous  ne  croyons  pas 
utile  de  développer  cette  analyse.  On  résoudra  facile- 
ment la  question,  dans  chaque  cas,  en  faisant  usage  de 
la  formule  (3). 

741.  Exemples.  —  i**  Soit  proposé  d'intégrer  l'é- 
quation 

£n  considérant  d'abord  l'équation 

^  -  «  ^  =«• 

S.  —  Cale.  int.  35 
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on  a  l'équation  caractéristiquey(r)  =  r*  —  ti*  =  o,  d'où 
r  .=  —  «;  l'intégrale  générale  est  donc 

r:^Ci<r"'-hC,e-"*. 

Revenons  à  la  proposée  ;  à  cause  dej^{r)  =  ar  et  de 

ou  a 


V^H- JP* 


» 


ou,  en  mettant  a  au  lieu  de  :r  sous  chaque  signe  f  9 


«v. 


kX  p     n(x — «)  «  (jr  — -  tt)' 

r        I 

X 


e      '       —  ^ 


L 


i 
-  da; 


l'intégrale  demandée  sera 

a'  Considérons  encore  l'équation 

L'équation  privée  du  second  membre  répond  à  l'é- 
quation caractéristique  (r — /i)^  =  o,  et  il  en  résulte  les 
deux  intégrales  particulières^!  =  e"^,  y^-.=.x^^\  puis^ 
en  conservant  les  notations  du  n®  740,  on  a 


Posant  donc 


r   V«ér-»*rfjC"rxe**  r    Vtf-**dir, 


■r»  •'*§ 
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on  aura,  pour  Tintégrale  générale  de  la  proposée, 

j=(Ci4-C,x)e«'-hX, 
C|  et  C3  étant  deux  constantes  arbitraires. 

742.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  procéder,  dans  chaque  cas  particulier,  à  une  recher- 
che directe,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous 
avons  établi  ces  formules.  Mais  nous  devons  indiquer 
deux  cas  dans  lesquels  on  parvient  immédiatement  à  dé- 
couvrir l'intégrale  particulière  nécessaire  pour  Tévanouis- 
seraent  du  second  membre  de  Téquation  différentielle. 

I®  Si  le  second  membre  V  est  une  fonction  entière 

V  =  AoJ:*'  -h  AiX*'-*  -H  . .  ■  +  A/_,  jr  -f-  A/, 
on  posera 

jr  z=:  a^a^  -f-  a,  j/-*  -f- . .  .  H-  «/.jo:  -f-  «/, 

et,  en  substituant  dans  Téquation  proposée,  on  aura  i  +  i 
équations  qui  serviront  à  déterminer  les  coefficients  ao, 
a,,  ...,  a/. 

2"  Si  le  second  membre  V  a  la  forme 

V  =  AcoSfAa?-+-Bsinfxx    ou     V=^  A4?«^v^^-4- Be-»^v^, 
on  posera 
j  =  û cosfx:r  -f-  h  sinjAjr     ou     y'=.aéf^>l—^  4-  he"^ >^, 

et  Ton  aura  deux  équations  d'où  Ton  tirera  les  valeurs 
de  a  et  de  b.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  équations 
peuvent  donner  pour  aetb  des  valeurs  infinies,  et,  dans 
ce  cas,  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  la  valeur 
de  y.  L'équation  proposée  étant  <b  (y)  =  V,  on  a,  quel 
que  soit  p, 

35, 
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d'où,  en  différenlîant  par  rapport  k  ±:  fj.  \J —  i, 

D'après  ces  formules,  si  f\±L^  yj —  i)  n'est  pas  nulle, 

on  pourra  poser  ^=  œ»^^""* -h  ie"'*^v^-*,  ou,  ce  qui 
revient  au  même, 

y^=za  cos |x.r  +  h  sm/A.r. 

Si  /(  dz  /:ji  y/ —  1  )  est  nulle,  mais  que^^  (  rt  /x  y^ — i  )  ne  le 
soit  pas,  on  pourra  poser 

y  =  .r  {acositx  -+■  b  sinfx.r), 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 


on  a  ici 


4- j=  COSj:; 


et,  comme  ^  doit  être  égal  à  i ,  on  devra  poser 

y  z=.x[a  C0SJ7  -H  h  sin*), 
d'où 

dr 

-~-  :=zx[ —  asinx  -h  h  cosj:)  -f  («cosx  4-  ^sinx], 

-T-^  =  — x[aco%x-^  6sinx]  -h  2  ( —  asin;r  +  ^cosarj^ 

substituant,  on  a 

a  ( —  a  ÛVLX  4-  b  cosx)  =  cosj?, 

d'où 

a  =  o,     ^'  =  1; 


CHAPITRE    IX.  549 

on  a  donc  Tintégrale  particulière  j^  = ^9  et  l'inté- 

grale  générale  .est 

xÛXiX 


^  =  Cj  sin*  -r-  Cicosa:  -!- 


2 


Sur  un  cas  des  équations  lin'Jaires  réductible  à  celui 

des  coejjficients  constants, 

743.  Les  équations  linéaires  dont  il  s^agit  ici  ont  la 
forme  suivante, 

^/V  A|      d"-^x  A/        ^"-y  A„  __ 

où  Âi ,  A3 ,  . . . ,  A;2  y  ^  6t  &  sont  des  constantes,  le  second 
membre  V  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

L^équation  précédente  peut  être  transformée  en  une 
autre  dans  laquelle  les  coefficients  sont  constants;  il 
suffit  pour  cela  de  poser 

ax  -h  A  =  e' 

et  de  prendre  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  àex» 
On  aura  efiectivement 


dX 

a 

'f.r 

dx 

ax  -h  b 

,it' 

d^r 

a* 

1 

'd\r 

^fy) 

dr* 

{ax-\- 

•    ••••••■ 

6)«\ 

•  •    • 

,di' 

dt} 

•  •  •  • 

> 

• 

En  substituant  ces  valeurs  et  en  multipliant  ensuite  par 
{ax  -+-  b)"j  on  obtiendra  une  transformée  linéaire  dans 
laquelle  les  coefficients  seront  constants. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  la  transforma- 
tion dont  nous  venons  de  parler  pour  obtenir  l'intégrale 
de  l'équation  proposée.  Si  l'on  représente,  pour  abréger, 


(4) 
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par 

(i)  ♦(r)  =  v 

cette  équation,  il  sufïira  de  connaître  l'intégrale  générale 
de  Téquation 

(2)  *(7.)=:0, 

et  Ton  y  parvient  aisément  de  la  manière  suivante.  Rem- 
plaçons^ par  (ax-hby  ou  par  e'"*°8(Ar+*)  dans  ^{y)] 
nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(3)  *[(a.r  •+-  by]  =  {ax  H-  by-^/lr), 

y(r)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  «.  Ensuite,  si  Ton 
différentie  /  fois  la  formule  (3)  par  rapport  àT,  on  aura 

♦  [(/7J7  -h  ^)''log'(£ij:-+-  b)]  =:z[ajr  -h  by-" 

X  [/'(r)  4-ilog(/ïx  +  b]/i--i){r)^...^  \og'{ax  -f-  5)/(r)l , 

et  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  qu'à  une  racine  r^ 
de  l'équation  caractéristique 

ayant  un  degré  de  multiplicité  égal  à  fi,  répondent  |u  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  (2),  savoir  : 

[ax  -h  byi, 

[ax  -h  byi  \og{ax  -f-  b)^ 


(ax-h  bytlogf'-^[ax  -h  b), 

n  est  bien  entendu  que,  si  r^  est  imaginaire,  (ax  -h  i)^ 
représente  l'expression  e^lo«(«*+*). 

On  connaîtra  donc  de  cette  manière  n  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (2),  et  l'on  en  déduira,  comme 
on  l'a  vu  précédemment,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i). 
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I 

74-4.  Exemple.  —  Proposons-nous  d'intcgrer  Téqua- 
lion  du  deuxième  ordre 

x«  ^  -  (2/1  -  i)a:  — -+. /îV  =  o, 

qui  rentre  dans  la  classe  de  celles  dont  nous  venons  de 
nous  occuper.  En  posant  j^  =x'"  et  supprimant  le  fac- 
teur x''j  on  formera  l'équation  caractéristique 

r[r —  i) —  (î/i  —  i)r-t-«*=:o 
OU 

(r-/0*=o. 

Les  deux  racines  sont  égales  an;  on  a  donc  les  deux  in- 
tégrales particulières 

j-",  jT^Iogj:, 

et,  par  conséquent,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est 

j  =  ^«(C-h(rJogx), 

G  et  G  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Des  systèmes  d' équations  linéaires  simultanées, 

745.  L'intégration  d'un  système  quelconque  d'équa- 
tions différentielles  simultanées  peut  être  ramenée,  par 
l'élimination  (n^  6!27),  à  l'intégration  d'une  où  de  plu- 
sieurs équations  différentielles  qui  ne  renferipent  cha- 
cune que  deux  variables.  Il  est  évident  que  ces  dernières 
équations  seront  linéaires  si  les  équations  du  système 
proposé  sont  elles-mêmes  linéaires  ;  nous  présenterons 
deux  exemples  de  cette  méthode. 

Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  simultanées 

dr       o  dz 

On  tire  de  la  seconde 

dz 
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d'oùy  par  la  difTérentiatioDy 

dr        r!*z        dz 
dx        d.r}        dx 

substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 

d}z        ,  dz         , 

Cette  équation  est  linéaire,  à  coefHcients  constants,  et 
Téquation  caractéristique  qui  lui  correspond  est 

son  intégrale  générale  est  donc,  en  désignant  par  C|,  Cs 
deux  constantes, 

z  =  [Ci-f-C,a:)c-«*, 

et  Ton  a  ensuite 

746.  Proposons-nous,  en  second  lieu,  d'intégrer  les 
deux  équations  simultanées 

dy         dx 
2 9/  -f-  2X  =r  G, 

dt  dt  ^'^  * 


^dx  ^         r*    dt 

^  1  v^i-i- 


dy       d^x 

dt        dt^  ai       '  /     à/ 1  >f.  f ♦ 


dr 
Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  j^  et  à-j-;  on  aura 

les  deux  suivantes  : 


d^x           dx        ,             /•'      dt 
1 1  r  =3  2  — - —  II  -T-  -+- 1 4-2?  -t-  2  / 


— \ II  -r-+- H-^-t- 2  I 1 


dy  d}x 


,,dx       ^  r*      àt 


En  dilTérentiant  la  première  de  ces  équations  et  en  retran- 
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chant  ensuite  du  résultat  la  deuxième  équation,  il  viendra 


t^x  tPx 


—  lo  —rr  •+■ 


dû  dt* 


dx         ^  Q    r      di  I 


Le  premier  membre  f{r)  de  l'équation  caractéristique 

est  ici 

f[r)  =7^ —  ior*H-  29r—  26, 

d'où 

•/'(r)=3/*—  20r-f-  29; 
d'ailleurs  on  a,  quelle  que  soit  la  fonction  V, 

et  Ton  reconnaît  aisément  qu'on  obtiendra  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  en  x  en  faisant  la  somme  des 
valeurs  que  prend  l'expression 

9  — 2r  r^  e-'^'dt 9  /"'     dt 

quand  on  substitue  à  r  les  trois  racines  2,  4 +^^7 
4  —  v^3  de  l'équation  caractéristique.  On  aura  ensuite 
l'intégrale  générale  en  ajoutant  la  somme 

où  Cl,  C2,  Cs  désignent  des  constantes  arbitraires.  La 
valeur  de  x  étant  connue,  on  aura  celle  de  j^  par  l'une 
des  équations  écrites  plus  haut. 

747.  Toutes  les  équations  difTérentielles  qui  n'ont  pas 
la  forme  linéaire  peuvent  y  être  ramenées  par  l'intro- 
duction de  variables  nouvelles.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Considérons  les  trois  équations  différen- 
tielles contenues  dans  la  formule 

tix dx fil        du 

^  ^  y  "^  z    ^  u  ~^  ,x 
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r  i  V<m  Introduit  une  variable  nouvelle  t  dont  la  difOréren- 
lielle  soit  é^ale  à  chacun  des  rapports  de  la  formule  pré- 
cédente, on  aura  les  quatre  équations  diflerentielles 


dx  tir  dz  du 

H^^'     di~^'     di^'''     di 


d*où  Ton  tire,  en  prenant  dt  pour  la  difTérentielle  con- 
stante, 

djr  d}x  d^JT 

(3)  J---;^.     «=^.     «=^' 


.> 


pui 

d^x 

(4)  :5?"~"'=°- 

L*équation  caractéristique  qui  répond  à  Téquation  (4) 

est 

r*  —  I  — :  o 

et  Ton  en  tire 


r  =  z!=i,     r  =  3:v  —  I. 


Les  racines  d=^ — i  introduiront  dans  l'intégrale  générale 
de  Téquation  (4)  I^  partie  Ccos(c  —  fo)»  C  et  t^  étant 
deux  arbitraires  ;  quant  à  la  partie  introduite  par  les  ra- 
cines dz  I,  on  peut  la  représenter  par  Ae'"^» -f-  Be"^'"^»^ 
A  et  B  étant  de  nouvelles  arbitraires.  Mais  la  variable  t 
n'est  définie  que  par  sa  difTérentielle,  et  l'on  peut  écrire  t 
au  lieu  de  t  —  to;  on  aura  donc,  en  remarquant  que 
jf  Z|  u  sont  déterminés  par  les  équations  (3), 

jr  =  A^-+-B«-'H-  Ccosr, 

^  r=  A^—  B<r-'  —  Csin/, 

z  =  A^4-  B^—  Ccos/, 

u  =  Atf*—  Bc^H-  Csin/. 

Si  l'on  pose 

4C*  =  «,     i6AB  =  p,     log4A  =  7, 
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on  tirera  des  équations  précédentes 

a  =  («  —  «)'  4-  (j  —  m)*, 

y  =z  log  [x  -h  jr  -h  z  -}-  n]  -h  arc  tang   : 

X  —  z  ' 

ces  équations,  où  a,  (3,  y  désignent  trois  constantes  arbi- 
traires, représentent  les  trois  intégrales  du  système  pro- 
posé. 

Méthode  de  et  Alemhert  pour  ramener  aux  équations 
à  deux  variables  les  systèmes  d' équations  linéaires 
du  premier  ordre, 

748.  On  doit  à  d'Alembert  une  méthode  remarquable 
pour  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre,  à  deux 
variables,  un  système  quelconque  d'équations  différen- 
tielles linéaires  simultanées.  Nous  supposerons  que  les 
équations  du  système  proposé  aient  été  réduites  au  pre- 
mier ordre,  en  introduisant,  s'il  est  nécessaire,  de  nou- 
velles variables,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n®  615. 

Cas  de  deux  équations.  —  Soient  les  équations  li- 
néaires 

dans  lesquelles  P,  Q,  V,  F,  Q',  V  sont  des  fonctions, 
données  de  la  variable  indépendante  x.  En  ajoutant  ces 
équations  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  fac- 
teur indéterminé  X,  on  a 
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DésigQons  par  t  une  nouvelle  variable,  et  posons- 
(3)  jr-+->z  =  /, 

d'où 

dy  dz  dk  __  dt 

dx  djc  dx        dx 


(4)  :£  +  >--*-^-  =  — 


Si  l'on  remplace,  dans  Téqualion  (a),  j^  et  -j-  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (3)  et  (4),  il  viendra 

^^+(P+>P')'-'[^H-(P+iP')>-(Q+^Q')]=v+xv'. 

On  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  X,  de  manière 
que  z  disparaisse  de  cette  équation,  c'est-à-dire  de  ma- 
nière que  Ton  ait 

(^)  ^+P'>«-(P-Q')>-Q  =  o, 

et  l'équation  en  t  devient  alors 

(6)  ^  -i-  (P4->P')  /  =  V-i->V'. 

L'équation  (6)  est  linéaire,  et  l'on  en  tirp,  par  l'inté- 
gration, 

-   Ç     (P+iP')dx  I  / 

ou,  pour  abréger, 

(8)  rzz=F(x,>,C), 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équation  (5),  dont  dépend  X,  n'est  pas  linéaire,  mais 
il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  son  intégrale  générale; 
deux  valeurs  particulières  X, ,  Xj  suffisent.  Effectivement, 
les  valeurs  de  t  qui  répondent  à  ces  valeurs  de  X  sont 
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y-f-  li^,^  4-  Xas;  réquation  (8)  donnera  donc,  en  écri- 
vant successivement  d ,  Gt  au  lieu  de  G, 

Chacune  des  équations  (10)  est  une  intégrale  du  système 

proposé. 

«• 
lk9.  La  méthode    de  d'Alembert  fait  connaître  les 

intégrales  des  équations  différentielles  linéaires,  lorsque 

les  coefficients  sont  constants. 

En  eflét,  supposons  P,  Q,  P',  Q'  constants.   Si  les 

racines  de  Téquation 

(10)  P'>*  -h  (P  —  Q') À  —  Q  -.=  o 

sont  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  X4 ,  X2,  on  aura  les 
deux  solutions  demandées  de  Téquation  (5)  en  posant 
successivement 

on  a  ici 

et  les  équations  (9)  deviendront 


Lorsque  Q  est  nul,  Tune  des  racines  X|,  X2  est  nulle  ; 
dans  ce  cas,  Tune  des  équations  (11)  est  l'intégrale  de  la 
première  des  équations  proposées,  laquelle  ne  renferme 
pas  z.  Lorsque  P=  o,  l'une  des  racines  de  l'équation  (10) 
est  infinie  ;  ce  cas  est  analogue  à  celui  de  Q  =  o  ;  la 
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deuxième  des  équations  proposées  ne  renferme  pasj)%  et 
elle  détermine  z  en  fonction  Ae  x\  y  est  donné  ensuite 
par  rintégration  de  la  première  équation. 

Si  les  deux,  racines  de  Téquation  (lo)  sont  égales  entre 
elles,  soit  X|  leur  valeur;  Téqualion  (5)  aura  la  forme 

_  +  p'(X_>.).=_-o     ou     ^^_^  +  p'^  =  o, 

et  Ton  en  tire,  par  Tintégration, 

'       ^V'x^G,     d'où     X  — X,=:--.    ^ 


G  étant  une  constante  arbitraire.  Il  suflira  de  donnera  G 
deux  valeurs  particulières  pour  avoir  les  deux  valeurs 
de  X  qui  nous  sont  nécessaires  ;  en  faisant  G  =  oo  ,  puis 
G  =  o,  on  a 

et  les  valeurs  correspondantes  de  e     '*  sont 

-(P-I->,P)t  1      -(Ph.>,p')x 

c  ^      —  c  « 

7S0.  Il  faut  remarquer  que  les  formules  relatives  au 
cas  particulier  de  ^2  =  X|  peuvent  être  tirées  facilement 
des  formules  (i  i),  qui  se  rapportent  au  cas  général.  Effec- 
tivement, l'égalité  des  racines  X  cessera  d*avoirlieu  si  Ton 
modifie  convenablement  les  coefficients  ;  il   suffira  de 

multiplier  cette  équation  par  — .— ^-r — -.  rien  n'empêche 

d'admettre  que  P  et  1^  ne  sont  pas  changés,  et  que  la 
modification  porte  seulement  sur  les  coefficients  Q  et  Q', 
qui  ne  figurent  pas  dans  nos  formules.  Cela  étant,  les 


CHA.P1T11B  IX.  55g 

intégrales  (i  i)  pourronl  être  représentées  par 

j  H-  (>,  4-  h)z  =  F{x,  >i  4-  A,  C,  4-  ACa), 

en  écrivant  Ci  H-  ACa  au  lieu  de  Ca*  La  seconde  équation 
peut  être  remplacée  par 

F(jr,  X, -f./i,  C,  H-//Cj)  — F(jr,  >„  Cl) 
"^ ^ > 

et,  à  la  limite,  pour  h=  o,  elle  se  réduit  à 

ÔF       ^    dF 

'=dx;-^^- Je;' 

751.  Exemple.  —  On  demande    d'intégrer  les  deux 
équations  simultanées  déjà  considérées  au  n^  lh&  : 

dr       ^  dz 

—  '\r6X  -^z^o, j  +  z  =  o. 

ojc  ax 

£n  appliquant  la  méthode  de  d'Alemberi,  on  a 

dt        ,  ^        -  . 

-4-(3-X).  =  o 
et 

Ê-(>-"i-»- 

On  tire  de  là 

d\ 

d'où 

-^Xz=z{j^       OU       À=I-h • 


On  peut  donc  faire  ici 


À|  "zn  I ,       Ag  =  I  —  —  « 

X 


Soient  fo  ^3  ^^^  valeurs  de  £  qui  répondent  à  ces  valeurs 
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de  X,  on  aura 


d'où 


z       ^  e-** 


jr-^z  —  Cie-*',     7-1-3 =  C, 


X  X 


752.  Cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. — La 
méthode  de  d' Alembert  est  applicable  à  un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles  linéaires. 

Soient  les  n  équations  linéaires  du  premier  ordre 

dr 

_i  +  pm^,  +  P',-x.  +  ...  +  ?!.•'*„  =  V„ 

dr 
•••••••••••'••• • 1 

^  4-  P^j^'^r,  -H  P5r':r,  + .  .  .  +  p;;»»^,  r=  V„, 

dans  lesquelles  les  coeflicients  P|'^  et  les  seconds  mem- 
bres Vy  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X,  Ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 

^i>  ^1  *  •  •  •  »  ^/i— 1»  ' î 
faisons  ensuite 

puis 

I    • ...• .....■•f 

\  Pi." + >.  p*," + . . . + X,-.  p'r  " + PI."' = ^» 

et 

(4)         iiVi  +  x,v,-i-...+x,_,v,_,+v„  =  '<?, 
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on  aura 


dt 


(^-ê)'-^--"^K-%')---^*'^-«=^^- 


Remplaçons  Xn  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2), 
et  profitons  ensuite  de  Tindétermination  des  facteurs  %, 
pour  faire  disparaître  les  variables  JTi,  X2,  •..,  x«.i, 
Téquation  précédente  se  réduira  à  la  suivante, 

(5)  â-^^-'^'^. 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  les  facteurs  1,  lesw  —  i 
équations 


(6) 


,^-H$„>.-$.  =  0, 


-^  +  «»  !„-.  -  t,^.  =  o. 


L'équation  (  5  )  est  linéaire,  et  Ton  en  tire 

(7)       r  =  ^  •"'.  \c-^./..^''-  X?Ja:/, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  n — I  équations  (6)  ne  sont  pas  linéaires;  mais  il 
suffit,  pour  notre  objet,  de  connaître  n  systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  X|,  X^,  •..,  X/t.|,  satisfaisant  à  ces 
équations.  Effectivement,  désignons  généralement  par 

M/)     ^(/)  ^(1) 

'^t  >      2  »    •  •  •  »  '^/i— t 

l'un  quelconque  des  n  systèmes  dont  nous  venons  de 

S.  —  Cale*  int.  36 
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parler,  rindîce  supérieur  /  variant  de  i  à  ti.  Désignons 
aussi  par  t^^^  la  valeur  de  t  que  donne  l'équation  (7), 
lorsqu'on  attribue  aux  facteurs  X  les  valeurs  }M^  et 
que  Ton  écrit  C|  au  lieu  de  C,  on  aura  les  n  intégrales 
suivantes  des  équations  différentielles  proposées  : 

,o^        1  K^'-^i  -^  ^i**-^a  H-  .  .  .  +  >;,!!,  ^„-i  -h  '„  =  ^'^ 
1 » 

De  ces  équations  (8)  on  tire,  pour  Xi^Xa,  ...,  x^j 
des  valeurs  de  la  forme 

(9)  j  ......    '...; '..^ 

les  coefficients  T  étant  des  fonctions  des  X. 

Soient  X|  la  valeur  que  prend  Xi  quand  on  donne  la 
valeur  zéro  aux  constantes  Co  C2,  . . .,  G,,;  z,-  la  valeur 
que  prend  la  même  fonction  Xi  quand  on  suppose  nuls 
les  seconds  membres  Vi,  V2,  .-.,  V»  des  équations 
proposées;  il  est  évident  que  les  équations  (9)  devien- 
dront 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Les  valeurs  de  x^,  x^y  . . . ,  j:„  qui  constituent  le  sys^ 
tente  intégral  du  système  différentiel  (  1  )  peuvent  être 
obtenues  en  ajoutant  les  valeurs  Xj,  X2,  . . .,  X^,  qui 
constituent  une  première  solution  sans  constantes  arbi- 
traires, aux  valeurs  respectives  de  X\j  0:2,  . . .,  Xny  qui 
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constituent  le  système  intégral  du  système  (i),  après  la 
suppression  des  seconds  membres. 

753.  Lorsque  les  coefficients  des  équations  proposées 
sont  constants,  il  existe  en  général  n  systèmes  de  valeurs 
des  indéterminées  X,  qui  se  réduisent  à  des  constantes. 
En  effet,  supposons  X,,  A,,  . . .,  X;,_|  constantes;  les  équa- 
tions (6)  deviendront 


% 
\ 


^1 


<s. 


Si  donc  on  désigne  par  p  la  valeur  des  rapports  con- 
tenus dans  cette  formule,  on  aura,  en  remettant  au  lieu 
de  9,,  $j,  . . .,  $„  leurs  valeurs  (3), 

(P'i"  -  p) ^.  +  P',">»  -t- . . .  -I-  P',"-">,_,  -t-  ?•,"'  =  o. 


(IC) 


Pi">.  +  (P',"-p)  X,  +. . .  +  Pr"Vi+  P',"'  =  o, 


L'élimination  de  Xf,  X2,  ...,  X^^^  entre  ces  équations 
conduit  à  une  équation  finale 

(II)  F(p)  =  o 

du  degré  n  par  rapport  à  p,  et  dont  le  premier  membre 
n'est  autre  chose  que  le  déterminant 

pn)_-p     p(ii  ...  p(«-i)     p(«) 


pU) 


p'i 


(î) 


•    •    ■    «    • 


>(2) 
n 


p(«-l)       p(») 

•••••        ••■ 

p{n-l)      p(«) rt 


A  chaque  racine  p  de  l'équation  (11)  répondent  des 
valeurs  déterminées  de  li,  ^2»  •••>  ^«-1  fournies  par 
n — i  desn  équations  (10).  Si  donc  les  racines  de  l'équa- 
tion (11)  sont  inégales,  on  connaîtra  par  ce  moyen  les 
systèmes  de  iacteurs  X  qui  nous  sont  nécessaires  ;  la  for- 

36. 
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mule  (7),  qui  détermine  les  seconds  membres  des  in  té-* 
craies  (8j,  devient  ici 


'a 


1 


Lorsque  l'équation  (n)  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  n  intégrales  distinctes; 
mais  on  peut  employer,  pour  compléter  le  nombre  des 
intégrales,  un  procédé  analogue  à  celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  cas  de  deux  équations. 

Intégration  d'un  système  d'équations  pourvues  de 
seconds  membres^  dans  le  cas  ou  l'on  connaît  les 
intégrales  des  mêmes  équations  privées  de  seconds 
membres, 

7o  i.  Les  propriétés  établies  aux  n*"  723  et  suivants  à 
regard  des  équations  linéaires  à  deux  variables  sans 
seconds  membres  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  systèmes 
formés  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  En  outre, 
quand  on  connaît  les  intégrales  d'un  système  d'équations 
linéaires  sans  seconds  membres,  il  est  facile  d'en  con- 
clure les  intégrales  des  mêmes  équations  différentielles 
pourvues  de  seconds  membres,  soit  par  la  méthode  de 
Gauchy  (n°  728),  soit  parla  méthode  de  la  variation  des 
arbitraires.  Nous  ferons  usage  de  cette  dernière  méthode» 

Considérons,  comme  au  n^  7o2,  les  n  équations 

^  +  p(«>x,  +  P',«'x,  H- .  .  .  H-  P|.'>x,  =  V., 
(l)  '    cLc 


\  ~2  "^  ^'"'''  ■*"  ^*''*  "•"•••■*"  ^» '*" = '^»' 
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et  supposons  que  Ton  eonnaisse  n  systèmes  d^intégrales 
particulières  relatives  au  cas  où  les  seconds  membres 

sont  nuls,  savoir 

-,(1)    «.(1)  «.(1) 

•*'  l    9   ^%   »    •  •  •  ï    •*'n   » 


il  est  évident  qu'on  satisfera  aux  mêmes  équations  sans 
seconds  membres  en  posant 

i     • ••• ...•., 

.r^=  Cl  x^   -t-  G|X„    -f- .  .  .  4-  C,j.r^  , 

et,  si  Ton  regarde  les  arbitraires  C  comme  variables, 
on  pourra  considérer  les  équations  (2)  comme  repré- 
sentant les  intégrales  du  système  (1)5  celte  manière  de 
procéder  n'est  autre  chose  qu'un  changement  de  varia- 
bles, comme  nous  l'avons  déjà  remarqué. 

La  substitution  des  valeurs  (a)  de  OTt,  0:2*  •••>  ^n 
dans  les  équations  (i)  donnera,  après  les  réductions  qui 
résultent  de  notre  hypothèse, 

(3)  ;      *     dx^""^     r/u:^"-^'^*    7Z7-"^'' 


Ces  équations  donneront  pour  -j^»  -^j  •••    des  va- 
leurs déterminées  tant  que  les  équations  (2)  seront; 
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dans  rhypothèse  des  arbitraires  constantes^  les  inté-* 
grales  générales  des  équations  (i)  privées  de  leurs  se- 
conds membres.  On  aura  donc 


X|,  X2,  ...i  X;,  étant  des  fonctions  connues  de  x.  On 
tire  de  là 


Cl  =  r,  H-   /     Xj  r?x, 


(5)  i , 


Co  C3,  .  ..y  C|2  étant  des  constantes  arbitraires. 

Autre  méthode  pour  la  recherche  des  intégrales  dans 
le  cas  des  coefficients  constants, 

755.  Au  lieu  d'employer  la  méthode  de  d'Alembert, 
dans  le  cas  des  coefficients  constants,  on  peut  procéder 
à  rintégration  en  appliquant  le  procédé  qui  nous  a  déjà 
servi  dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  deux  variables. 

Soient  les  n  équations  sans  seconds  membres 

tir 

i)      { ë  -^  ^•"^«  "^  ^'"'''  -4- . . .  +  p;«'x, = o, 


— ^  H-  Pi'^'xj  -f.  Pi^'x,  -h  ...  -4-  Pii'^r^  =  o, 

ClJP 

dans  lesquelles  les  coeflicients  P  sont  constants.  Posons 
(2)  xi = >.,  ci'y  X,  =  >i tf~^,  ....  x^_i  =  ).^_i ff^p*,  X;j  =  e^**. 
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et  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (i);  on 
aura,  après  la  suppression  du  facteur  e^^j 

l  (P<" -  f)  X,  +  Pi"X.  -t- . . .  -i-  P^ ,>,-.  -  P|."  =  o, 

(3)      

\    «^1     ^1  ^^  *^t     A,  -h  ...  -t-  l',j_i  A;,_i  -r-  ^  t  /i     —  p)  —  O. 

Ces  équations  sont  de  même  forme  que  les  équa- 
tions (10)  du  n°  753,  et  elles  conduisent  à  la  môme 
équation  en  p  du  degré  n,  par  l'élimination  des  indéter- 
minées ^0  ^2,  ...  ;  à  chaque  racine  p  de  cette  équation 

(4)  F(p)  =  o 

répondront  en  général  des  valeurs  déterminées  de  X|, 

Aj  •   •  •  •  j  ^n^^i  • 

Si  l'équation  (4)  a  /2  racines  distinctes,  on  formera 
de  cette  manière  n  systèmes  d'intégrales  particulières 
au  moyen  des  équations  (2).  Soient 

Pif  Pii   •  •  •»  p» 
les  n  racines  p, 

les  valeurs  correspondantes  de  X/  et 

Cil       Cj,        •    •    •   ,       C;| 

ra  constantes  arbitraires;  les  intégrales  du  système  pro- 
posé seront 

or,  —  Ci>\»'c-fi'H-  C^\\^^e'9f'  -»-...  -f-  C«).\"'e-?-', 
» 

Il  serait  aisé  de  trouver,  dans  chaque  cas,  les  modilica- 
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lions  que  doivent  subir  ces  formules  lorsque  quelques- 
unes  des  racines  p  deviennent  égales  entre  elles  ;  ce  que 
nous  avons  dit  au  n°  750  nous  paraît  suffisant,  et  nous 
n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

756.  Nous  croyons  devoir  faire  connaître,  en  termi- 
nant ce  Chapitre^  un  résultat  remarquable  obtenu  par 
Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à  la  théorie  qui  nous  occupe. 

Considérons  un  système  de  n  équations  difierentielles 
quelconques  entre  une  variable  indépendante  xei  n  va- 
riables dépendantes  Xi,  X29  •  •  m  ^n*  Représentons  par 

x'i  la  dérivée  — '  et  par 

(i)  F,  =ro,     Fj^O,      .,.,     F„=o 

les  équations  diflérentielles  proposées  F|,  Fj,  ••.,  F^ 
sont  des  fonctions  quelconques  de  Xy  de  Xi,  X2,  . . .,  X/, 
et  des  dérivées  x\j  x\y  . . .,  x'„. 

Supposons  que  Ton  connaisse  les  intégrales  générales 
du  système  (i)  et  que  ces  intégrales  soient  résolues  par 
rapport  à  Xty  X2,  . . . ,  X;,  ;  représentons-les  par 

X|,  X2,  ...,  X;,  étant  des  fonctions  de  a:  et  de  n  con- 
stantes arbitraires  a^  a2,  . . .,  an» 

Si  Ton  porte  les  valeurs  (2)  dans  les  équations  (i), 
celles-ci  deviendront  identiques,  et  l'on  en  conclura  de 
nouvelles  identités  par  la  différentiation  relative  aux 
arbitraires.  DifTéren lions,  par  exemple,  Téqualion 
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par  rapport  à  l'arbitraire  a^;  on  aura 


-H 


dT,  d.v^ 


5«9 


.)=o. 


équation  identique  après  la  substitution  des  valeurs  (a). 

d — 
Or -p^  est  égale  à    ^    ^^  si  donc  on  représente  par 

les  valeurs  que  prennent  -r-^j  -r-^  après  la  substitution 
des  valeurs  (a),  nous  aurons  l'identité 


<^)  (^^"§^^'" 


Ui"i 


Cela  posé,  considérons  les  n  équations  linéaires  simul- 
tanées 

(u'.%+v-"g)+...-^(ur.„H-vrè)=o. 

(4)  I  (u'."^.  +  n"  J)+...-.(u;-.,-KV-è)=o. 

• •••> 

(u'."z,  +  v;."  J5)  + . . .  +  (u-r'*„ + V'»'  ^]  =  o. 

dans  lesquelles  ^4,^2,...,  z^  désignent  des  fonctions  in- 
connues, et  où  les  quantitésU,  V  sont,  comme  on  vient  de 
le  voir,  des  fonctions  données  de  xeiden  constantes  aj, 
a2,  ...f  a„.A  cause  de  l'identité  (3),  qui  a  lieu  quel  que 
soit  i,  les  équations  (4)  sont  satisfaites  quand  on  pose 


«1 


dXi 


z,= 


9        Z, 
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donc  les  intégrales  générales  du  système  (4)  seront 

(0)            /                d<i|             dfl,                       drt|, 
I 

^n  —  ^1  "aZ *"  ^î  ~ÂZ J-  .  •  .  -4-  C;» 


da^  'dû,     •••••-»   ^« 


A 


C|,  C29  . . .  )  C/t  désignant  n  constantes  arbitraires. 

Ainsi  tout  système  d^équations  difTérentielles  simulta- 
nées dont  les  intégrales  sont  connues  conduit  à  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
variables,  dont  les  intégrales  s'obtiennent  par  de  simples 
dilTérentiations. 
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CHAPITRE  X. 

DE  LWrÊGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES  OU  PAR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Emploi  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 

757.  UAnalyse  mathématique  n'étant  en  possession 
d'aucune  méthode  générale  pour  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles,  on  a  dû  recourir,  dans  les  appli- 
cations, aux  méthodes  d'approximation  fondées  sur 
l'emploi  des  séries.  Mais  ces  méthodes  elles-mêmes  sont 
difficilement  praticables  dans  le  cas  des  équations  non 
linéaires,  à  moins  qu'on  ne  puisse  se  borner  à  un  très- 
petit  nombre  de  termes.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 
Chapitre,  de  donner  une  idée  des  procédés  en  usage  pour 
effectuer  l'intégration  par  les  séries. 

Celui  qui  s'offre  le  premier  consiste  dans  l'emploi  des 
formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Nous  avons  déjà 
fait  usage  de  la  formule  de  Taylor  pour  établir  l'existence 
des  équations  intégrales  ;  on  peut  lui  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin,  qui  conduit  souvent  à  des  résultats 
plus  simples,  mais  qui  ne  fait  pas  toujours  connaître  l'in- 
tégrale générale  demandée.  C'est  ce  que  l'on  va  voir  dans 
l'exemple  suivant. 

758.  Considérons  l'équation  du  deuxième  ordre 
qu'on  rencontre  dans  diverses  questions  de  Physique  ma- 
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thématique,  et  dans  laquelle  n  et  m?  désignent  deux 
nombres  réels  donnés  positifs  ou  négatifs. 

Multiplions  Téquation  (1  )  par^r  et  différentions  ensuite 
p.  —  I  fois;  on  aura 

f  3  )       ' 

Pour X  =  o,  les  équations  (a)  et  (3)  donnent 

(4)  ;^=0.      (3«-Hp-.)^  =  (^-.)m«^} 
dans  le  cas  de  j!jl  =  2,  cette  dernière  équation  est 

(5)  (2«+.)g=«V. 

On  voit  que,  si  2  71  n'est  pas  un  entier  négatif,  les  dérivées 
dej^  des  ordres  impairs  sont  nulles,  et  que  les  dérivées 
des  ordres  pairs  sont  données  par  la  formule 

É^'V  T  .3.5.  .  Jar  —  i) 

— il  z=z m''  r. 

cte*'         (2/1 -h- IJ(2« -H  3).  .  .^2«  4- 2/  —  1) 

Si  donc  on  désigne  par  C  la  valeur  de  y  qui  répond  à 
X  =  o,  la  formule  deMaclaurin  donnera  cette  intégrale 
particulière  de  l'équation  (i) 


[ 


J  =  C      IH ; rH- 


m*jr'  771*  .r* 


.p«    /  i_  2.(2714-1)  2.4(27l-t-i;i^27I  -r-  3J 

771®  .r*  "1 

La  formule  (6)  est  illusoire  lorsque  2/z  est  égal  a  un 
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entier  impair  négatif;  mais,  ce  cas  étant  mis  de  côté,  la 
série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente 
quel  que  soit  x,  car  le  rapport  du  terme  de  rang  i  ^-  1  au 
terme  de  rang  i,  savoir 


m'jr' 


2/^2«  -T-  2/  —  ij 

tend  vers  zéro,  quand  i  augmente  indéfiniment. 

759.  Examinons  le  cas  où  2/z  est  égal  à  un  entier 
négatif.  Si  cet  entier  est  impair,  on  voit,  par  la  seconde 
des  formules  (4)>  que  les  dérivées  de  y  des  ordres  im- 
pairs sont  nulles  pour  x=  o,  comme  dans  le  cas  général. 

La  même  formule  montre  que  l'on  a  ,  =  o  pour 

p  =  I  —  a  «,  et  par  conséquent 

la  dérivée      ^_^^  est  arbitraire,  mais  toutes  celles  des 

ordres  pairs  suivants  sont  déterminées  en  même  temps 
qu'elle.  D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  d  la  valeur 
arbitraire  de 

1.2.3...^!  —  2/2j    c/x*~2'* 

pour  x  =  O,  la  formule  de  Maclaurin  donnera 

,   .]  L         2.(4  — 2/z;        2.4(3  ~  2«j(5  —  2/?) 

2.4.b(3  —  a/iy^5  —  ^''/t7 — 2/1)      *'   J' 

Si  271  est  un  entier  pair  négatif,  les  dérivées  de  j^  des 
ordres  impairs  s'annulent  pour  x  =  o,  d'après  les  for- 
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mules  (4),  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  est  — i  —  an.  La 

valeur  de  la  dérivée  ,  ^  /  peut  être  choisie  arbitrairc- 

ment  comme  dans  le  cas  précédent,  eX  les  dérivées  des 
ordres  impairs  qui  suivent  sont  alors  déterminées. 
D'ailleurs,  la  valeur  de  y  qui  répond  à  x  =  o  est  arbi- 
traire, dans  le  cas  actuel,  et  elle  détermine  les  valeurs 
des  dérivées  des  ordres  pairs.  Donc  la  formule  de 
Maclaurin  donne'ici  une  solution  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  et  que  l'on  forme  évidemment  en  fai- 
sant la  somme  des  séries  contenues  dans  les  formules  (6) 
et  (7).  Cette  solution  est  l'intégrale  générale^  on  l'ob- 
tiendrait, dans  tous  les  cas,  par  la  formule  de  TayJor, 
dont  les  coefficients  peuvent  être  calculés  au  moyen 
des  formules  (2)  et  (3);  mais  le  résultat  est  compliqué, 
et  il  n'y  a  aucun  intérêt  à  en  effectuer  le  calcul. 

Changement  de  variable  combiné  avec  l'emploi  de  la 

formule  de  Maclaurin. 

760.  Nous  avons  obtenu  au  numéro  précédent  une 
intégrale  particulière  de  l'équation 

Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faudrait  connaître 
une  deuxième  intégrale  particulière,  et,  comme  celle-ci 
n'est  pas  généralement  développable  par  la  formule  de 
Maclaurin,  il  est  naturel  d'examiner  si  un  changement 
de  variables  ne  permettrait  pas  l'emploi  de  cette  formule. 
A  cet  effet,  nous  poserons 

[k  étant  un  exposant  indéterminé  et  z  une  variable  nou- 


(3) 
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velle.  La  diiTérentiatîon  donne 

tir  dz  . 

dx  dx        ^  ' 

d[^  Y  d^  z  dz 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i)  et  divisant  ensuite 
par  x^y  il  vient 

dx^  X         dx        L  *'^*  J 

Cette  équation  aura  la  même  forme  que  la  proposée  si 
l'on  fait 

la  transformée  devient,  en  effet, 
,    ,  d?^z       afi  —  n\  dz 

et  elle  se  déduit  de  Téquation  ( i)  en  changeant  ti  en  i  — n 
et  en  écrivant  z  au  lieu  de ^  ;  on  ramène  ainsi  le  cas  de  n 
négatif  à  celui  de  n  positif.  Il  est  évident,  d'après  cela, 
qu'on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  particulière  de 
l'équation  (i)  en  changeant  /z  en  i  —  n  dans  celle  qui  a 
été  obtenue  au  numéro  précédent  et  en  multipliant  en- 
suite par  jc*'"-''. 

Avec  les  deux  intégrales  particulières,  on  formera 
l'intégrale  générale  de  la  proposée,  déjà  obtenue  dans 
le  cas  où  a  72  est  un  entier  pair  négatif,  savoir 

r  m'x'  m*  4?*  'j 

L        2(a/2H-i)       2.4(2/1 -m)  (2/1 -h  3)      *    *  J 

.    .    .    r  /7i*.r'  /7i*.r*  "I 

L         2(i  —  in]       2.4^3  —  2/«jp  —  2//J  J 

C  et  Çl  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefoisi  il 
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faut  excepter  le  cas  où  2/2  est  un  entier  impair  positif 
ou  négatif.  Si  l'on  a  stz  =  i,  les  deux  intégrales  particu- 
lières coïncident  entre  elles,  et  si  an  est  un  entier  împair 
autre  que  -I- 1 ,  Tune  des  deux  intégrales  devient  illusoire. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  d'exception. 

761.  Il  convient  de  remarquer  le  cas  de  n  =  i;  on 
détermine  aisément  les  sommes  des  deux  séries  qui  expri- 
ment les  intégrales  particulières.  Dans  le  cas  dont  il  s'a- 
git, la  formule  (3)  devient,  en  écrivant  Cm  au  lieu  de  C^ 

C  f  mx        m^a^  m^x^  \ 

jr=  -  ( 1 T  H 0-7-F  -H...) 

X  \    I  1,2.  J         1 .12.3.4.5  / 


C 


X  \  1 .2  1 .12.3.4  / 


OU 


yz=L 1 ; 

XI  X  9. 

on  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  A  et  B  deux  con- 
stantes arbitraires, 

r  = :: - 


La  transformation  que  nous  avons  exécutée  au  numéro 
précédent  conduit  immédiatement  à  ce  résultat.  Effecti- 
vement, dans  le  cas  de  /t  =  i,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

— ,  -m«z=:o, 
et  son  intégrale  générale  est 

on  en  conclut  immédiatement  la  valeur  de  y  que  nous 
venons  d'obtenir. 
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Si  m*  est  négatif  et  que  Ton  fasse  m^  =  — fx^,  l'intégrale 
de  la  proposée  devra  être  écrite  sous  la  forme 


Csinu.r  -4-  Ccostix 

^= ï 


Emploi  de  la  méthode  des  coej^icients  indéterminés. 

762.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  formule  de  Maclaurin, 
on  peut  employer  avec  avantage  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  qui  comporte  une  généralité  plus 
grande. 

Reprenons  l'équation 

que  nous  avons  déjà  considérée,  et  essayons  d'y  satisfaire 
en  posant 

^9  ^1  y  y  9, . . .  étant  des  exposants  croissants.  On  tire 
de  la  formule  (2) 

tlx 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient 

A[a(a  -4-  2/1  —  i).r*^«—  rn^jc!^] 
-h  B[€(e -f- a/i  —  i)x«-«— m»x«]H- .  .  .  =  o, 

ce  qui  doit  se  réduire  à  une  identité.  Le  plus  petit  expo- 
sant de  X  dans  cette  formule  est  a  —  a,  et  pour  que  le 
terme  de  ce  degré  disparaisse  il  faut  que  l'on  ait 

azz^o     ou     a  =  i  —  in» 
S.  —  Cale.  int.  87 
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Parmi  les  termes  qui  restent,  ceux  qui  ont  le  moindre 
degré  sont  ceux  qui  contiennent  les  facteurs  x*,  x*""'. 
On  ne  peut  avoir  6 —  2]>  «,  car  il  faudrait  que  l'on  eût 
A=  o,  hypothèse  à  rejeter.  Donc  on  a 

6  —  2  =  a     ou     6 — 2<^a. 
Si  Ton  admet  la  seconde  hypothèse,  il  faudra  que  Ton  ait 

6( 6  H-  2/î  —  t)  =  o, 
c'est-à-dire 

6  =  0      ou      €  =  l  —  2/î. 

Cela  n'est  admissible  que  si  l'on  a  pris  pour  a  la  plus  pe- 
tite des  deux  valeurs  o,  i  —  2/1;  alors  on  peut  prendre 
pour  6  la  plus  grande  des  deux  mêmes  valeurs.  Mais,  si 
Ton  a  choisi  pour  a  la  plus  grande  des  valeurs  0,1  —  2/1, 
il  faudra  faire  6  =  a  H-  2. 

.  Supposons  que  a  et  6  aient  reçu  les  valeurs  o  et  i  —  2  w  ; 
comme  y  ne  peut  avoir  l'une  de  ces  valeurs,  il  faudra  que 
Ton  ait  y  =r  a  -f-  2,  puis  J  =  6  4-  2,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  exposants  étant  connus,  on  déterminera  immédiate- 
ment les  coefficients. 

Mais  il  est  plus  simple  d'employer  successivement  les 
valeurs  a  =  o,  a  =.1  —  2/1,  et  de  supposer 

6=:a-+-2,     7  =  6-+- 2,     â  =  y  -{-  1,      .... 

Ainsi  l'on  fera'  d'abord 

ce  =  o,     6  =  2,     7  =  4>    ^  =  6,     • . . , 

et,  en  écrivant  que  les  termes  du  même  degré  en  x  dlspa- 
raissent;  on  trouvera 

2',2/i-hi)  4^2/1-1-3)  6(2/1 -h  5) 
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Faisant  ensuite 

a  r=  1 — 2/ï,     6  =  3  —  iny     7  =  5 — 2»,      •••« 
et  opérant  de  la  même  manière,  on  aura 

Donc,  en  supposant  dans  l'un  et  l'autre  cas  A=  i,  on  a 
ces  deux  intégrales  particulières 

•^*  2(2«-l-l)  274(2/2  H- l)  (2/1 -h  3]  '"' 

d'où  l'on  conclut  l'intégrale  générale  déjà  obtenue  au 
n«>  760, 

en  exceptant  toutefois  le  cas  où  an  est  un  entier  impair 
positif  ou  négatif. 

763.  Il  nous  faut  examiner  ici  ce  cas  particulier  où  272 
est  un  entier  impair.  Comme  l'hypothèse  de  n  négatif 
se  ramène  à  celle  de  n  positif,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus 
haut,  nous  supposerons 

2/»  :^  2v  -h  I, 

V  étant  un  entier  nul  ou  positif.   L'équation  proposée 
devient  alors 

et  nous  n'en  connaissons  qu^une  intégrale  particulière, 
savoir 

2(2»  -)-  2J  3.4(3)>-t-2)i^2ï -t-4j 

37« 
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Si  Ton  emploie  cette  valeur  dej^i,   l'intégrale  générale 
de  Téquation  proposée  sera  représentée  (n°  733)  par 


^ïv-Hl 


C,  G  étant  deux  constantes  arbitraires  et  Xq  une  valeur 
initiale  quelconque  de  x.  En  opérant  sur  la  fonction 

^   ,^^^    comme  s'il  s'agissait  d'une  fraction  rationnelle, 
on  pourra  lui  donner  la  forme 

an  ai  av->,         Y 


Y  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pourx  =  o.  Par  suite, 
on  aura 


jr^x^'^'        x/ 


P  désignant  un  polynôme  du  degré  av,  G  une  constante 
etV  une  fonction  qui  reste  finie  pour  a:  =  o.  Il  résulte  de 
là  que  l'équation  proposée  a  nécessairement  une  inté- 
grale de  la  forme 

r  =  ri(^v  -+-Glog«j-4-2, 

z  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x  =  o.  Il  est  donc 
naturel  d'employer  la  substitution  qu'exprime  la  formule 
précédente  et  d'appliquer  la  formule  de  Maclaurin  ou 
celle  des  coefficients  indéterminés  à  l'équation  transfor- 
mée en  z  ;  celle-ci  ne  différera  de  la  proposée  que  par  un 
second  membre  introduit  par  la  substitution. 

764.  Nous  nous  bornerons  à  développer  le  calcul  du 
cas  le  plus  simple,  celui  de  y  =  o.  L'équation  proposée 
est  alors 

-r-z  +  -  3 m^y  =  o, 
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et  Fintégrale  particulière  connue  est 


m*jr*        m^x^  m^x^ 


J'»  =  ' -^  ^T- -*- rrr.  + 


•  •  f 


ou 

Le  polynôme  désigné  par  P  se  réduit  ici  à  une  con- 
stante, et  le  produit  Pj^i  peut  être  confondu  dans  z  ;  il 
est  évident  d'ailleurs  qu'il  est  permis  de  faire  G  =  i ,  et 
nous  devons  poser  en  conséquence 

d'où 

^  =  ^  logjr-4- -^  4- — , 
djc         dx  X        flx 

•   dx^        dx^       ^  X  dx        X*       fitr* 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  obtient 
la  transformée 

j —  —  ni*  z  ^=:  —  — • 

fitr*       X  ilx  X  dx 

Posons 

3  =  ÛQ  -f-  «1  or*  H-  a^x^  -h  ...  -h  fl/j:*'  +• .  • 

et  désignons,  pour  abréger,  par 

la  valeur  dej^i",  substituons  les  valeurs  de  z  et  de  j^i  dans 
l'équation  différentielle  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres;  on  aura 

4'"*^/  —  w*  a^«i  =  —  4'^/ 
ou 

ki       A,«i~"        *' 
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et  par  conséquent 

rien  n'empêche  de  supposer  a^  =  o,  et  alors  on  aura 

W"  /  I  T  l\ 

On  a  donc  cette  deuxième  intégrale  de  la  proposée 


ial 


765.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  remarquer 
qu'il  pouvait  y  avoir  avantage  à  exécuter  un  changement 
de  variables  avant  de  procéder  au  développement  en 
série.  Nous  allons  en  donner  un  nouvel  exemple  en  con- 
servant la  même  équation 

d^X       a/i  djr         ,    

dx^        X    dx 

Posons  fx  =  dr  m  et  exécutons  la  substitution 

ax        \d,r  ] 


d^ 
dx 


y         fd^z  dz  ,  \      ^ 


nous  obtiendrons,  à  cause  de  /x^  =  m*,  la  transformée 
suivante  en  z  : 


/  «- i  riA  \        in  f  dz  \ 

{ —.-^^1^:72)  +  —  (^j.;.  -^-f")  =  «• 


Essayons  maintenant  de  satisfaire  à  cette  équation  en 

posant 

z  =  «0 -h  «ix  -*-  a,«*  -4- ...  4-  rt,.r'  -f- . . . ; 
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substituant  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  d'une  puis- 
sance quelconque  x'"~*  de  Xy  il  vient 

/■( 2/2  -4-  f  —  I )  <j/  -f-  2 f*  /a  -i-  /  —  I  ) «1—1  =  o. 

Si  a«  n'est  pas  un  nombre  entier  négatif,  la  précédente 
équation  déterminera  le  rapport  des  coefficients  aiyat^^y 
et  Ton  en  conclura  la  valeur  de  aiy  savoir 

,  . .  //  f  /i  -f- 1  ) . . .  f  /i  -h  /■  —  0 

ai-=  (  —  lu.} ~ : : ;  «o» 

^  '     I.a.  .  ./ X  ,2/2,  (2/1  -+- Ij.  .  .  (2/2-t- I  —  l) 

le  premier  coefficient  demeure  arbitraire. 

Supposons  que  n  soit  un  entier  négatif — h,  La  rela- 
tion obtenue  entre  aielai^^  montre  que  «^4.1  est  nul,  et 
il  en  est  de  même,  en  conséquence,  de  aifj^^i  ^A+sy  •-•» 
a^h*  Le  coefficient  a2A+i  est  arbitraire  et  les  coefficients 
qui  suivent  sont  déterminés  en  fonction  de  «2^+1  •  Donc, 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  obtient  les  deux  intégrales 
suivantes  de  Téquation  en  z^ 

s  =  «0  -H  ^1  "^  "+"  ^î'^*  + .  .    -f-  cik-r'^^ 

et,  par  suite,  on  a  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée, par  une  formule  qui  renferme  un  nombre  limité 
de  termes.  J'ajoute  qu'on  a  deux  intégrales  particulières 
de  cette  espèce,  puisqu'on  peut  supposer  à  fx  la  double 
valeur  ii=  m. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  un  entier  négatif,  on  peut 
exprimer  sous  forme  finie  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée;  la  même  chose  a  lieu  quand  n  est  un 
entier  positif,  car  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  ainsi 
qu'on  l'a  déjà  vu.  On  obtient  d'ailleurs  l'intégrale  sous 
une  forme  très-remarquable  en  opérant  comme  il  suit* 


584  CALCUL   IITTÉGRAL. 

766.  Posons 


réquation  différentielle  en  z  deviendra 

la  première  partie  entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  n 
de   la  fonction  x-r-;  pareiUement,  la  seconde  partie 

OJC 

entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  n  de  (a|xx-4-/i)M. 
On  a  donc,  en  intégrant  n  fois  l'équation  précédente  et 
en  désignant  par  P/j.i  un  polynôme  arbitraire  en  x  du 
degré  n  —  i , 

Mais,  comme  nous  n'avons  besoin  que  d'une  valeur  par- 
ticulière de  M,  nous  pouvons  faire  Vn^\  =  o  ;  l'équation 
précédente  devient  alors,  en  séparant  les  variables, 

du      f  /i\  _, 

h  (2a  -H  -  ]dj:=o, 

u        \    ^       x) 

et  en  intégrant 

log  II  4-  2  [Lx  -h  n  log X  =  const.  ; 

faisant  la  constante  égale  à  zéro,  on  a 
et  par  conséquent 

Aux  valeurs  +m  et  — m  de  p.  répondent  deux  intégrales 
particulières   de  la  proposée;  l'intégrale  générale  est 
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donCy  dans  le  cas  de  n  entitir  positif,  en  désignant  par 
G|  G  deux  constantes  arbitraires, 

y  =  Ce"»' — 3i H-  C'^-"' 


Si  71  est  un  entier  négatif,  il  faut  écrire  i  —  /i  au  lieu 
de  n  et  multiplier  par  x*""*"  le  résultat  obtenu  (n"760). 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc,  dans  ce  cas. 


Z7e  l'équation  de  Riccati* 

767.  L'équation  de  Rîccati,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  au  n®  663,  est 

a  et  b  étant  des  constantes  données,  m  un  exposant 

quelconque.  On  la  ramène  à  une  équation  linéaire  en 

posant 

dz 

I  iix 


a    z 


d'où 


dzy 


d}z  fdz 

dy I  dx^        I    \dr} 

dx        a     z         a       z*      ' 

il  vient,  par  cette  substitution, 

(3)  ^^  =  aha^z. 

L'équation  (3)  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est 
de  la  forme 

2  =  C|  Z|  H-  Gf  Sfy 
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C,  et  Ca  étant  deux  constantes  arbitraires.  Portant  cette 

valeur  dans  la  formule  (2)  et  posant  -^  =  G,  on  aura 

,  ,.  I    dv  dx 

Téquation  (4),  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C, 
est  Fintégrale  générale  de  Téquation  de  Riccati.  Mais  il 
reste  à  trouver  les  intégrales  particulières Z| ,  z^,  de  Téqua- 
tion  (3).  On  obtiendrait  sans  difficulté  ces  intégrales 
en  procédant  directement  au  développement  en  série 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  ;  mais  on 
peut  éviter  ce  nouveau  calcul  en  ramenant  l'équation  (  3  ) 
à  celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  précédemment. 
En  effet,  posons 

Wl-f-t 

et  prenons  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x  ; 
ou  aura 

dz         /»  -4-  2     -i  flfs 

— x'  —, 

dx  a  dt 

(l^z        [m-h-x]^     ,„d^z        m*-^im    ^^  dz 

-7-,  —  ; •*      ^v   ~r ; J?  — •> 

d.r*  4  ^^  4  ^'^ 

d^Z 

et,  si  Ton  porte  la  valeur  précédente  de  -—  dans  Féqua- 
tion  (3),  il  viendra 

,^,  f^z  m        i  dz  âab 

^    '  dt"^        m-\-i   t  dt         I  m  -h  2)* 

en  même  temps,  on  aura,  par  la  formule  (4)y 

^  1^  -t-  C  — 
,^,  fm-i-î).r«  dt  dt 
(6)  y  — -—; 5 
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Zi  et  Z2  désignant  deux  intégrales  particulières  distinctes 
de  Téquation  (5).  On  voit  que  cette  équation  (5)  n'est 
autre  chose  que  celle  qui  a  été  étudiée  aux  n°*  758  et 
suivants.  On  peut  obtenir  son  intégrale,  sous  forme  finie, 

lorsque  est  un  nombre  pair  dz  21,  positif  ou  né- 
gatif, c'est-à-dire  lorsque  le  nombre  m  a  la  forme 

-4' 

m=  —  -  —  : 

on  retrouve  ainsi  les  cas  d'intégrabilité  que  nous  avons 
déjà  obtenus  au  n^  665. 

De  l'intégration   des   équations  différentielles 
par  le  moyen  des  intégrales  définies. 

768.  Au  lieu  d'exprimer  par  des  séries  les  intégrales 
des  équations  différentielles,  il  y  a  souvent  avantage  à 
employer  des  intégrales  définies.  Le  problème  qu'il  s'agit 
alors  de  résoudre  consiste  à  exprimer,  par  une  telle  inté- 
grale, la  somme  d'une  série  déterminée  ;  il  est  impos- 
sible de  donner  une  règle  générale  pour  cet  objet;  aussi 
nous  bornerons-nous  à  présenter  un  exemple. 

Reprenons  l'équation  différentielle 

Nous  avons  vu  qu'elle  admet  l'intégrale 

dont  les  coefficients  A  satisfont  à  la  condition 
(3)  A<= — ^ r  "^/— !• 

^     '  2/(2/1  4-  2«  — ij 
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Si  Ton  pose 

^  ^  '        ^n  -r-  ^i  —  1 

la  condition  (3)  deviendra 

A/  rn^  A,_i 


?l'i  2^2/  —  l)    ff^i  —  l) 

et  l'on  conclut  de  là 

_A/    __        m*'  Aft 

ç>(/)  I.!2...2/    Ç»(o)' 

Âo  étant  arbitraire,  posons  Ao  =  f  (o)  ;  on  aura 

(5)  A,=  — ^î :^^/). 

^  I  .2...Î2I  '^  '    ' 

Or,  si  n  est  positif,  on  reconnaît,  au  moyen  de  l'intégra- 
tion par  parties,  que  l'on  satisfait  à  l'équation  (4)  en 
posant 

^[i)=-  f     cos*'û)sin"'*~*wr/w; 
on  peut  donc  faire 

A/= ;  I     cos*'oi8in*'*"*w£/w, 

I .2.  . .2/  / 

et  la  formule  (2)  donnera  cette  intégrale  de  l'équation  (i) 

Jf*"^  /         /ii*jr*Cos*w        /7i*jr*cos*w  \    .   •«    1      , 

„    \  ï-^  1.2.3.4  / 


^mxcoim  _i_  g—mxcoêm 


ou 

yiz=  I     ~ ^^ sin***"*  w  ^M. 

Pour  avoir  une  seconde  intégrale,  il  suffit  (n®  760)  de 
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changer  n  en  i  —  tz  et  de  multiplier  ensuite  parx*""^"; 
on  a  donc 

sin*~*'*w</w; 


mais  cela  suppose  que  Ton  a  n  <[  i  ^  car  autrement  l'in- 
tégrale contenue  dans  cette  formule  serait  infinie. 

769.    Si  m*  est  négatif,  soit  m^  =  — |x^,  l'intégrale 
générale  de  l'équation 

d^y        9.n  dy         ^     

.  dx*         X    dx 

où  n  est  compris  entre  o  et  i,  sera 
y=c/    cos(fAa:cosw)sin*'»~*wrfw-l-C'x*~*'*  I     cos(^j:cosw)sin'~*'*«r/w, 

C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Lorsque  /i=  ->les  deux  intégrales  particulières  con- 

% 

tenues  dans  celte  formule  se  confondent;  mais  il  est 
facile  d'avoir  l'intégrale  générale  qui  répond  à  ce  cas, 
en  employsTnt  un  artifice  dont  nous  avons  déjà  plusieurs 
fois  fait  usage.  Posons  an  =  i  —  A,  on  aura 

...                 * ,       .            //•loff'sinw  ,  .      ,  ' 
sm"*~*wr=:i  —  Alogsm&j  -\ —  ^smw)''*, 


/i*Iog^[arsinw) 


[x sinoi))*"'*'*  =  i-h  A log  (x sinw]  H ^  -    -   --    [x sin«)^^, 


1.2 


0  et  X  étant  compris  entre  o  et  i*  Si  l'on  porte  ces  va- 
leurs dans  la  formule  précédente,  que  l'on  remplace 
C  +  C  par  C|  y  C  A  par  Cs  et  qu'ensuite  on  fasse  A  =  o, 
il  viendra 

jr=^  \    cos(fu:coft»)rfw-f-Ci  /    cos[pxcosa>jlog[j;sin'&>j</u, 
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ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d^r         1   r/r 
ax^        X  dx 

Il  serait  facile  de  déduire  ce  résultat  de  l'analyse  du 
n*»  764. 

Sur  la  détermination   des  intégrales  définies 
par  le  mojen  des  équations  différentielles, 

770.  Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  l'inverse  de  celui 
dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Lorsqu'une  intégrale 
définie  renferme  un  paramètre  variable,  on  peut  se  pro- 
poser de  former  une  équation  différentielle  à  laquelle  elle 

satisfasse  et  qui  soit  débarrassée  du  signe  i  .  Si  l'on  sait 

intégrer  l'équation  différentielle  obtenue,  on  pourra  dé* 
terminer  la  valeur  de  l'intégrale  définie  proposée  ;  nous 
allons  présenter  un  exemple. 


dcK^ 


Considérons  l'intégrale  définie 

où  l'exposant  /i-i-  i  est  supposé  positif.  L'intégration 
par  parties  donne 

/cosorr^      sinax  ?.(/î-f-i)  /*    sinotj: 


d'où 


OU 
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En  différentiant  deax  fois  Téquation  (2),  on  a 
d*où,  par  la  soustraction, 
Mais  la  différentiation  de  Téqualion  (i)  donne  aussi 

et  Ton  a,  par  les  formules  (4)  et  (5), 

d^(  rr)  .  dy 

ou 

Cette  équation  est  encore  celle  dont  nous  nous  sommes 
occupé  dans  les  numéros  précédents.  Nous  savons  Tin- 
tégrer,  sous  forme  finie,  quand  /lestun  entier:  on  pourra 
donc  déterminer,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale proposée. 

Soit,  par  exemple,  71  =  o.  L'équation  (6)  se  réduit  à 

d^Y 
et  son  intégrale  générale  est 

Il  reste  à  déterminer  les  constantes  G  et  C.  D'abord  on 
a  C  =  o  si  l'on  suppose  x  positif,  car  l'intégrale  pro- 
posée ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x.  Ensuite, 
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cette  intégrale  se  réduisant  à  /    r»  c'est-à-dire  à  -» 


o 


pour  j:  =  o,  on  a  C  =  -\  donc 


X 


cos  ax    ,  ^       ^ 

-  aa  =  —  e     M 


I  —  a*  2 

o 


dans  le  cas  de  o:  ^  o,  comme  nous  l'avons  déjà  établi  au 
n«  496. 

Exemple  de  la  détermination  de  la  somme  d'une  série 
donnée  par  le  mojen  d'une  équation  différentielle, 

771 .  On  peut  quelquefois  déterminer  la  somme  d'une 
série  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable,  en  for- 
mant une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfasse  la 
somme  de  la  série,  et  en  intégrant  ensuite  cette  équa- 
tion. Souvent  aussi  l'on  parvient,  par  le  même  procédé, 
à  transformer  des  séries  en  d'autres  plus  commodes  pour 
le  calcul  numérique  ;  nous  allons  en  présenter  un  exemple . 

Proposons-nous  de  trouver  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

'  1.3.5       1.3.5. 7. 9  '    i.3.5...(4/ï -Hi) 

La  variable  x  étant  supposée  réelle  et  positive,  posons 

j  =  X  v'j^. 
on  aura 

s  9  *w-H 

^  '  1.3.5       1.3.5.7.9        '      ^  1.3.5..  \l^n'\'\) 

Différentiant  deux  fois  et  multipliant  par  4»  il  vient 

^   '   ^  <lc*  L  1-3.5       1.3.5. 7.9  J 


"1"" .  •  •  • 
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puis  on  a,  en  ajoutant  les  équations  (a)  et  (3), 

(4)  4lZ^^^_... 

Cette  équation  (4)  est  linéaire  et  à  coefficients  con- 
stants ;  en  lui  appliquant  les  règles  que  nous  avons  éta- 
blies, on  obtient  pour  son  intégrale  générale 

j^=  -  cos'-fC -4-    /     X    *cos-fltr\ 

(5)  ;  ^        ^^         -^o  ^      / 

I   •-+-  -  sm -  I  C  4-  1     x   *  sm  -  dx\  y 
d'où  Ton  tire 

-; X    "=:— 7Sln-C-^     1      X    ^  cos-dx\ 

(6)  i  ^         ^.       -^.^  ^ 


7  ces  -    G'  4-  I     Jc  *  sin  -  fi^j:  l 

4        2\        J^  2      / 


Pour  déterminer  les  constantes  G,  C,  nous  l'erons  jc  =  o, 
et  nous  comparerons  les  équations  (  5  )  et  (  6  )  à  Téqua- 
tion  (2)  et  à  la  suivante, 


3 


,   .  dr      \    -\  I    X 

(7)  ^ *  *=--- 


dx       1  2  1.3 

qu'on  obtient  en  difTérentiant  l'équation  (2).  Les  seconds 
membres  des  équations  (  2  )  et  (  7  )  s'annulent  pour  j:  =  o; 
par  suite,  il  doit  en  être  de  même  des  seconds  membres 
des  équations  (5)  et  (6),  ce  qui  exige  que  Ton  ait  C  =  o , 

G=  o.  Remettant  donc  Xy/x  au  lieu  de  j^  dans  la  for- 
mule (5),  on  aura 

(o  )     X  i/x  =  -  ces  -    I     «   *  cos-  (Lk-{ —  sin  -    I    x   *  sm  -  tix^ 

^     '  ^  2  2j^  2  2         2j^  2 

S.  —  Cale.  int.  38 
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La  valeur  de  x  ayant  été  supposée  positive,  on  a 
(n°  516) 


ou 


y  lit  J a 


dok 


si-- 

et,  si  l'on  remplace  x  ^  par  cette  valeur  dans  le  second 
membre  delaformule  (*8),  il  viendra,  en  intervertissant 
Tordre  des  intégrations, 

Xi/j7=:  =:cos-    /     et    '^dal     e    *     cos-€ir 

I  .      X      /'"     — i  /"    -lax   .      jc 

H =  sin  -    1      a    '^/y.  /     e    •    «sin-t/j?. 

D'ailleurs  (n^  488), 

/ 
/ 

c/ ^  2  \  1  -h  a'  /        I  -f-  a' 

donc 

a*rfa             I       .    X    I       a.    ^  da. 
i  -t-  -__z  sm  -    / r 

'-+-«'  V'^^  ^Jo  '"^"^ 


1  t     /  — «ces — i-sin- \ 

e     "       C0S-ûfj:=r2e    *       V 1 /-4- 


2  \  I    t-  a*  /         I  4_a* 


tZr  .    .7: 

1  !       /  —  cos asin- 

c  sin-<i^=2e    *      \ r /H- 


..*  /  ,  _i_^*5 
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- — \,   I      ? — ^ se  réduisent 
l'une  et  l'autre  à 


^v 


en  posant  a  =  z""*  dans  la  première  et  oc^^z*  dans  la 
seconde;  par  conséquent,  on  a 


ou 


en  faisant 

'»•   -«il 


I  I        e      ^a}eia 


Le  produit  W  ^jir.x  s'annule  pour  j:  =  -f-oo;  par 
conséquent,  si  la  valeur  de  x  est  très-grande,  on  aura, 
à  fort  peu  près, 

I       \  Y  Kilt     (         X  x\ 

[il]  X  = =  I  cos  — h  8in  -  )  : 

^      ^  i^x\       '^  ^1 

il  est  évident  que,  pour  de  telles  valeurs  de  j?,  l'emploi 
de  la  formule  (i)  serait  impraticable.  Mais  nous  pou- 
vons aller  plus  loin  en  développant  V  en  une  série  très- 
commode  pour  le  calcul  de  X  dans  le  cas  des  grandes 
valeurs  de  x.  On  a  effectivement 


I  -t-  a*  '  ^        '     1  -h  a 


Sa 
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d'où 


/»«  X     *n4-l 


V  =  -l-\    r%-"f  a»<fo-  /*"•'?«•< 

La    dernière  intégrale  peut  être   représentée    par 

/•     _cif     *"-'-^ 
<î      •«    *    rfa,  0  étant  une  quantité  comprise  entre 

o  et  I  ;  d'ailleurs  on  a  (n°  516) 


, 1 .3.5. .  .(4'-ï-  i) 

=  V2ir.r ^,.;; ^-^ 


donc 


(„       1       1.3.5  ,       ,,  .  1 .3.5. .  .(4'»  — 3) 

/»/       \*  i'3.5. .  .(4«—  i) 

4-  ô( —  II*  — i- 

En  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  obtiendrait  une 
série  divergente;  mais,  comme  l'erreur  commise  quand 
on  s'arrête  à  un  terme  quelconque  est  moindre  que  le 
terme  suivant,  la  série  pourra  servir  utilement  au  calcul 
de  V  pour  les  grandes  valeurs  de  x.  Elle  est  analogue, 
comme  on  voit,  à  la  série  de  Stirling.  En  particulier, 
si  X  est  >  loooo,  on  pourra  calculer  X  avec  sept  déci- 
males exactes  au  moyen  de  la  formule  approchée  (12). 
Il  est  facile  d'établir  que  l'équation  X  =  o  a  une  infi- 
nité de  racines  réelles  et  que  les  racines  positives  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur  difi'èrent  de  moins  en  moins 
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des  racines  coiTespondantes  de  Téquation 


X  X 

cos  — h  sin  -  =  o, 
2  a 


lesquelles  sont  contenues  dans  la  formule  x  =  (4  £  +  3)-; 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
ces  conséquences  de  notre  analyse. 


SqS  calcul  irtégbal. 


CHAPITRE  XL 

DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
OU  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  on 
peut  appliquer  les  procédés  d'intégration  relatifs 
aux  équations  dij^érentielles  ordinaires. 

112.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  renferme 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  de  ces 
variables  et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles. 
Dans  les  problèmes  qui  conduisent  à  de  telles  équations, 
le  nombre  de  ces  équations  est  généralement  égal  au 
nombre  des  fonctions  inconnues;  les  développements 
qui  vont  suivre  seront  bornés  au  cas  d'une  seule  équation 
renfermant  une  seule  fonction  inconnue. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  Tintégration  d^une 
équation  aux  dérivées  partielles  doit  être  regardé  comme 
résolu  lorsqu'il  a  été  ramené  à  Tintégration  d^un  sys- 
tème d'équations  différentielles  ordinaires. 

La  réduction  dont  nous  parlons  a  lieu  d'elle-même 
lorsque  les  dérivées  partielles  qui  figurent  dans  Téquation 
proposée  se  rapportent  toutes  à  ime  variable  unique. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'on  peut  procéder  comme 
si  chacune  des  autres  variables  était  un  paramètre  con- 
stant; mais  il  faudra  regarder  les  constantes  introduites 
par  l'intégration  comme  des  fonctions  arbitraires  des 
mêmes  variables. 
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Considérons,  par  exemple,  l'éqnalion  aux   dérivées 
partielles 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  inconnue  des  variables 
.r,  jy  et  où  fy  F  désignent  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables.  La  variable  y  étant  traitée  comme 
constante,  l'intégration  donnera  (n°  658) 

f{2;y)dx 

F[x,x)dx 

mais  ici  la  constante  C  est  une  fonction  arbitraire  de^, 
et,  en  écrivant  (f{y)  au  lieu  de  C,  on  aura 


z=^e 


F(x,j)r/^     . 


773.  On  peut  opérer  de  la  même  manière  dans  le  cas 
de  certaines  équations  qui  renferment  des  dérivées  rela- 
tives à  plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons 
par  exemple  Téquatjon 

d^z  dz       .. 


dxdr         ôx 

où  a  est  une  constante  donnée  ety(x,  ^)  une  fonction 
donnée  des  variables  indépendantes  a:,  j*  Si  Ton  pose 

dz 
dx=P' 

Téquation  proposée  deviendra 

^-^ap=if[xyy)^ 

et  sous  cette  forme  elle  rentre  dans  la  classe  de  celles 
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dont  nous  venons  de  nous  occuper.  En  intégrant  comme 
si  X  était  une  constante  et  en  désignant  par  X'  la  con- 
stante arbitraire  y  on  a 

p  =  y^er^y^  er'^y  f  e^yf[ar, y]ây. 


*->• 


Dans  cette  équation,  il  faut  regarder  X'  comme  une  fonc- 


tion  arbitraire  de  :r  ;  en  remettant  ~  au  lieu  de  p^  il 


vient 

dz  r^ 

Intégrons  maintenant  cette  équation  en  regardant  y 
comme  une  constante;  on  aura,  en  désignant  par  Y  la 
constante  arbitraire  et  par  X  la  fonction  arbitraire  de  x 
qui  a  pour  dérivée  X', 

djc  I     e''yf[x,y]dx. 

Il  est  évident  que  cette  formule  fait  connaître  la  solution 
la  plus  générale  de  Téquation  proposée;  elle  renferme 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y,  la.  première  indépea^ 
dante  dej^,  la  seconde  indépendante  de  x. 

Des  équations  aux  dérivées  partielles  çlu  premier  ordre 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées. 

774.  Nous  donnerons  plus  loin  la  définition  de  Vinté- 
grale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  nous  établirons  que  la  recherche 
de  cette  intégrale  peut  toujours  être  ramenée  à  l'intégra- 
tion d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires, 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 
Mais  nous  nous  occuperons  exclusivement  ici  du  cas 


chapithb  XI.  60 1 

particulier  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  n'entrent  qu'au 
premier  degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles. 

Cas  de  deux  variables  indépeiîdavtes.  —  Soient 
^i  y 9  ^  trois  variables  dont  la  dernière  est  regardée 
comme  fonction  des  deux  autres  ;  posons  aussi 

dzz=zpdx  -h  q djr^ 

ce  qui  exprime  que  p  et  q  représentent  les  dérivées  par- 
tielles de  z  par  rapport  à  a:  et  kj  respectivement. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  dont  nous  allons 
nous  occuper  est  la  suivante, 

(1)  P/'  +  Q^^R; 

P,  Q,  R  y  représentent  des  fonctions  données  des  trois 

variables  Xyjr,  z. 

On  a  vu  (n°  83)  que,  si  u  et  i^  désignent  des  fonctions 
données  de  x^y^  z,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  même  forme  que  la  proposée,  en  éliminant 
la  fonction  arbitraire  f  de  l'équation 

(a)  9  =  <fu], 

par  le  moyen  de  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différen- 
tiation  relative  à  j:  et  à^.  Il  est  donc  naturel  de  chercher 
si  Ton  peut  satisfaire  dans  tous  les  cas  à  l'équation  (i)  en 
prenant  pour  z  une  fonction  définie  par  l'équation  (a), 
où  ç  désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  u,  i/  repré- 
sentent des  fonctions  de  x^y,  z  convenablement  choisies. 
En  diflférentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  x  et  par 
rapport  à^,  on  trouve 

dv         àv        ,,   si  au         du\ 
^  dv  dv        ,,    s  Idu  âu\ 
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par  conséquent,  pour  que  Téqualion  (2)  donne  une  solu- 
tion de  Téquation  (t),  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  obtienne 
une  équation  identique  en  éliminant  p  et  q  entre  les 
équations  (i)et  (3).  Pour  faire  cette  élimination,  il  suffit 
d'ajouter  les  équations  (3)  entre  elles,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P  et  Q  ;  il  vient  alors, 
en  se  servant  de  Téquation  (i), 

'     di'       ^  ai'       ^  dp\        ,,,  f^  du       ^  du       „  du\ 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction  tf^ 
si  Ton  a  identiquement 

^  du       ^  du       ^  du 
P— +Q-r--hR-— =0, 

l  ^ài>       ^d^       „  dv 
P-p  -i-Q--  -4-R^=o, 

\       ox  Or  oz 

Or  on  a  vu  (  n®  626)  que,  si  Ton  désigne  par 
(5  )  u  =  const.,     V  =r  const. 

les  deux  intégrales  des  équations  diflérentielles  ordi- 
naires simultanées 

.^  dr       dy         dz 

(^)  T=Q  =-R' 

les  fonctions  u  et  (^  satisfont  aux  équations  (4);  si  donc 
on  prend  pour  u  et  i',  dans  Téquation  (2},  les  fonctions 
ainsi  déterminées,  cette  équation  (2)  donnera  une  solu- 
tion de  la  proposée  (i),  quelle  que  soit  la  fonction  ^ . 

77S.  J'ajoute  que  toute  solution  de  Téquation  (i)  est 
comprise  dans  Téquation  (2).  En  effet,  supposons  que 
Téquation  (i)  soit  satisfaite  par  une  valeur  de  z  définie 
par  Téquation 

(7)  F(-»^.ri^)  =  o. 
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On  a,  par  la  dîfféren dation , 

dF  dF  ÔF  dF 

et,  les  valeurs  de  ^  et  de  ^  tirées  de  ces  équations  étant 
substituées  dans  Féquation  (i),  on  aura,  par  notre  hypo- 
thèse, 
,Q^  r.àF       ^dF      ^  dF 

équation  qui  doit  devenir  identique  en  vertu  de  l'équa- 
tion (7). 

Or  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  u  et  (^ 
sont  des  fonctions  données  de  x,  j",  z\  on  peut  donc 
regarder  j^y  z  comme  des  fonctions  de  u,  Vj  x  ou  comme 
des  fonction^  de  u,  Vj  y.  Soit,  en  conséquence, 

(9)  F(^,ri2)=/(",*'»*)=/i("i«'/r); 

on  aura 

âF_^du      dfdv_      df_ 

dx        du  d.r        ôv  dx        Ôjc 

dF^__dfdu      dfdv_ 
dj       Ou  dy      dv  ôf 

dF_^du       dfdp 
Ôz       du  ôz       Ov  dz 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation  (8) 
donnera,  à  cause  des  équations  (4)^ 

Pf-  =  o; 
la  formule  (9)  donnera  également 

Q-r-  =0. 

^dx 

Si  le  premier  membre  de  Féquation  (y)  ne  se  réduit 
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pas  à  une  fonction  des  seules  variables  a,  i^,  les  déri- 
vées -y-^  -^  ne  seront  pas  identiquement  nulles,  et  Ton  ne 

peut  pas  admettre  que  Tune  des  équations^- =o,  -^=0 

ait  lieu  en  vertu  de  Téquation  (7),  y(w,  1^,  j:)  =  o  ou 
/*!  (  a,  j/,  ^  )  =  o,  car  l'élimination  de  x  ou  celle  de  j  don- 
nerait  une  équation  finale  entre  u  et  v,  ce  qui  implique 
contradiction.  Il  faut  donc  que  P  et  Q  s'annulent,  en 
vertu  de  Téquation  (7),  ce  qui  exige  que  R  soit  aussi 
zéro.  Il  est  évident  que,  si  P,  Q,  R  s'annulent  simulta- 
nément pour  une  certaine  valeur  de  z,  l'équation  pro- 
posée sera  en  même  temps  satisfaite;  mais  nous  faisons 
abstraction  de  ces  solutions,  et  l'on  voit  alors  que  l'équa- 
tion (7)  a  nécessairement  la  forme 

d'où  l'on  tire  pour  j/  une  valeur 

qui  ne  dépend  que  de  u, 

776.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  — 
L'analyse  qui  précède  est  applicable  à  toutes,  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes.  C'est  ce  que  nous  allons  établir. 

Nous  désignerons  par 

les  n  variables  indépendantes,  par  x  la  variable  princi- 
pale, c'est-à-dire  la  fonction  inconnue  des  variables  in- 
dépendantes; nous  ferons  en  outre 

dx  =Pi  dry  -h  Pi  d.r^  4-  ...-»-  p^  dXj^. 

Cela  posé,  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 
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partielles  que  nous  considérons  est 

Pi,  Pa,  . . . ,  P„  et  P  désignant  des  fonctions  données 
des  n  -h  I  variables  x,  x^,  x^^  . . .,  Xn* 
On  a  vu  (n^83)  que,  si 

«1,  Mj,  ...    9         tt;, 

sont  des  fonctions  données  des  variables  a:,  ^r^  x^,  •••,  ^n 
et  que  $  représente  une  fonction  arbitraire,  l'équation 

(2)  ♦(£/!,  tt,,..  .,tt„)=0 

conduit  à  une  équation  aux.  dérivées  partielles,  telle 
que  (  i),  par  Télimination  de  la  fonction  arbitraire.  Cher- 
chons donc  si  réciproquement,  Téquation  (i)  étant  don- 
née, il  est  possible  d'y  satisfaire  par  une  équation  telle 
que  (2),  en  déterminant  convenablement  les  fonctions 
Ui,  lia,  •  •  M  ^'-n  qui  y  figurent. 

En  difTérentiant  Téquation  (2)  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes,  on  obtient 


d*  ( duy 


(au*  diii\  d*  fârin  àu„\ 

ÔJTi         ^      àx  ]  ÔUn  \Ô.r^         "^      ÔJi-  / 


()♦  /dui    ,   _    àu^\  d*  fdttn    .   _    àun\ 


et,  pour  que  Téquation  (2)  satisfasse  à  la  proposée,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'élimination  des  dérivées  pt,  p^,  *  *  - ,  pn 
entre  les  équations  (i)  et  (3)  conduise  à  une  identité. 
On  exécutera  l'élimination  dont  il  s'agit  en  ajoutant  les 
équations  (3),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  P|,  Pj,  .  .  •,  P«,  et  en  ayant  égard  ensuite  à  l'équa- 
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tîon  (  I  )  ;  on  trouve  ainsi 


du 

+  .. 


Cette  équation  sera  satisfaite,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion ^^y  si  Ton  a  identiquement 

P  ^-4-P,  ^+..--4-P„  ^=o, 

(4)  \      dx  dr^  "  dx^ 


et  nous  savons  (n^  626)  que  ces  dernières  équations 
auront  effectivement  lieu  si  les  fonctions  U{,  i<2,  , ,  .^  Un 
ont  été  choisies  de  telle  manière  que  les  équations 

i/i  =  const. ,     II)  =  const.,     . . . ,     «n  =  const» 

soient  les  n  intégrales  du  système  d'équations  simultanées 

^   '  P        P,         P, 


'n 

•  •  ■ 


777.  Par  le  raisonnement  du  n*»  775,  on  peut  établir 
en  outre  que  toute  solution  de  Péquation  (i)  est  néces* 
sairement  comprise  dans  Téquation  (a);  car,  soit 

(6)  F(.r,xi,a:„  ...,j:„)  =  o 

une  telle  solution,  on  aura,  par  la  différentiation, 

ÔF  ÔF  ÔF  ÔF 

OX,        "^    OX  '      ÔXf^        '^'^  Ox 
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tirons  de  là  les  valeurs  de  pty  p2t  . .  •>  pn  pour  les  sub- 
stituer dans  l'équation  (i),  il  viendra 

^dF       ^   ÔF  ^  ÔF 

Supposons  qu'on  ait  exprimé  les  variables  jc,  X|,  x^y  ..., 
Xfi,  à  Texception  de  a:/,  en  fonction  de  U| ,  ^3,  . . . ,  Un  et 
de  Xif  et  soit 

r  ^x,  Xj,  jTj,  . . .,  J?^)  =//■(  "il  "il  •  •  •  >  "«>  J^Z/î 


on  aura 

dF 

dx  ~" 

'  ân^  ôx 

••-f- 

(}f, 

du,, 

Ou: 

J 

ÔF 
0^1 

àfi  àu^    ^ 

••-+- 

du„ 

ÔXi 

> 

ÔF 

df,     d«t 
ôui  dx,_i 

-h" 

►•  -f- 

•   •    •   1 

du„ 

ÔF 
ÔJCi 

ÔU^    Ô.ri 

-h" 

•  + 

ÔJCi 

àfi 

ÔJCi 

ÔF 

àui  ôx^ 

1 

..  -\- 

àu„ 

àUn, 

•  *  •  > 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7)  et  réduisant 
au  moyen  des  équations  (4)y  il  viendra 

Si  donc  les  coefficients  Pi ,  P2,  . . .,  P„  et  P  ne  s'annulent 
pas  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura  l'identité 

ÔJCi 

d'où  il  résulte  que  l'équation  (6)  a  bien  la  forme  (2). 
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778.  La  méthode  précédente  fait  connaître  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l'équation  proposée,  et  nous 
pouvons  donner  à  cette  solution  le  nom  d'intégrale  géné- 
rale. Les  résultats  que  nous  avons  établis  se  résument 
dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  n -h  i  variables  x,  jti  , 
Xi,  ...,  Xny  dont  la  première  est  fonction  des  autres; 
pi  dx\  -h  pa  dx^  -h  . . .  -hpndxn  la  différentielle  totale 
dx  de  x;Pj  P|,  P,,  . . . ,  P„  des  fonctions  données  des 
variables  x^  x^,  j:2,  >..,Xn'  Pour  av^oir  l'intégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérii^ées  partielles  du  pre^ 
mier  ordre 

Pi/^i  -»-  P,/',  -h. .  .-f-  P„p;,=  P, 

il  suffira  d'intégrer  les  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 


dx        /ir,  dlr 


n 


P  Pi  P« 

Si  l'on  représente  par 

«I  =  coDst«9     tt]  =r  const. ,     . .  • ,     Uf^=  const. 

les  intégrales  de  ces  équations,  résolues  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  aux  dérii^ées  partielles  sera 

$  désignant  une  fonction  arbitraire. 

La  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée,  dans 
chaque  problème,  par  des  conditions  particulières.  On 
peut,  par  exemple,  se  donner  comme  condition  que  x  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  de  j:^  Xa, .  .  i  x„^i  quand 
on  attribue  à  la  variable  Xn  une  valeur  déterminée  ^n. 
Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  4>  peut  toujours  être 
choisie  de  manière  à  satisfaire  à  cette  condition. 


i 
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En  effety  ^n  désignant  une  valeur  déterminée  et/* une 
fonction  donnée,  si  Ton  suppose 

^n  ^^^  Ç»»      '  =/  (-^1»  *S>  •  •  M  ^n—l  )> 

Ui;  Uo,  ...,  Un  deviendront  des  fonctions  des  n  —  i  va- 
riables Xif  X2f  •  •  •«  ^/i— I*  Soit 

" » 

"«  ==  Yn  ( •'^l «  •'*î>  •  •  •  »  ^n— 1 J  î 

l'élimination  de  :ri,  Xz,  ...,  x„^i  entre  ces  équations 
donnera  un  résultat  tel  que 

Y(tfi,«„  ...,«„)  =  o, 

et  il  est  évident  qu'on  remplira  la  condition  démandée 
en  prenant  pour  4>  la  fonction  Y. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 

exemples, 

779.  Exemple  I.  —  On  demande  de  trouver  l'équa^ 
tion  des  cylindres  d'après  l'équation  aux  dérii^ées  par^ 
tielles  qui  appartient  à  ces  surfaces. 

Les  coordonnées  rectilignes  étant  représentées  par  x, 
^,z,  nous  posons,  comme  à  l'ordinaire,  dz^pdx-i-qdj  . 
En  exprimant  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  une 
droite  fixe,  nous  avons  obtenu  (n**  348),  pour  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  cylindres, 

(i)  ap-hbqz=i, 

a  et  b  étant  des  constantes  données;  il  s'agit  d'intégrer 
cette  équation. 

S.  —  Cale.  int.  t^ 
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A  cet  effety  nous  poserons  les  équations  simultanées 

dx       dy       dz 

a  b  I 

OU 

dx — adz=zo^     dy — bdzz=On 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont 

X  —  az  =  consU ,    y  —  bz=z  const.  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles  est 

(2)  ^[x  —  azy  y  —  6«)r=o. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire par  la  condition  que  le  cylindre  passe  par  une 
courbe  .donnée  ayant  pour  équations 

(3)  t^(x,y\z]  =  o,     ^{x,yyz)=:o. 

Posons 

X  —  az=M,     y  —  bzz=v, 

les  équations  (3)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

f{u-\-  aZy  9  -{-  bzj  z)  =0,     ^(m  H-  ac,  v  -h  bz^  z)=iO» 

Éliminant  Zj  on  aura  une  équation  résultante  telle  que 

W(u,  v)^=o     ou     y{x  —  aZf  y — bz)zr:o; 

par  conséquent,  il  faudra  prendre  pour  4>  la  fonction  V, 
Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  veuille  déterminer 
la  fonction  4>  par  la  condition  que  le  cylindre  soit  cir- 
conscrit à  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

fi^jj^i  z)  =  o. 

Il  suflira  de  déterminer  la  courbe  de  contact  de  cette 
surface  avec  le  cylindre,  car,  cette  courbe  étant  connue, 
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on  sera  dans  les  conditions  du  cas  précédent.  Formons 
les  équations  des  plans  tangents  au  point  [oc, y,  z)  à  la 
surface  donnée  et  au  cylindre,  savoir  : 

Z  —  3  =/?(X  —  j:) -h  <7(Y  — r). 
Comme  les  plans  tangents  dont  il  s'agit  coïncident,  on  a 

dit  Ô9  09  09 

et,  à  cause  de  l'équation  (i), 

a-z — ho-3 — h-T-=o. 
ox  ôjr       ôz 

Cette  équation  détermine,  avec  celle  de  la  surface,  la 
courbe  de  contact;  on  achèvera  la  solution  comme  dans 
le  piemier  cas. 

780.  Exemple  II.  —  On  demande  de  trouver  l'équa- 
tion des  cônes  d'après  l'équation  aux  dérivées  par^ 
tielles  de  ces  sur/aces. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  co- 
niques s'obtient  (n^  349)  en  exprimant  que  le  plan  tan- 
gent passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la 
surface.  Dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes, 
cette  équation  est 

p{x—  Xo)  H-  q{x  ^jro)=z—  z^^ 

x^y  y^y  Zo  étant  les  coordonnées  du  sommet. 

Pour  rintégrer,  il  faut  chercher  les  intégrales  des 
équations  simultanées 

dx  (ÎY  dz 

J?  —  Xq      y  —  y^       z  —  Zg 

3o* 
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Ces  intégrales  sont 

log  (x  —  Xq  )•—  log  (  3  —  zo  )  —  const. , 

l«§(r--ro)  —  log{«  —  «o)  —  const. 
ou 

^^  =  const. ,      =  const.  ; 

il  en  résulte  que  Tintégrale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  est 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérera  de  la  même  manière  qu'au  n°  779  si  Ton 
veut  déterminer  la  fonction  4>  par  la  condition  que  le 
cône  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  circonscrit  à 
une  surface  donnée. 

781.  Exemple  III.  —  Trouver  l'équation  des  sur- 
faces  conoïdes  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces 
s'obtient  (u^  350)  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en 
chaque  point  renferme  la  génératrice  qui  y  passe.  Cette 
équation  est,  en  coordonnées  rectiligncs, 

pjc  -h  qy  =  o, 

lorsqu'on  prend  la  directrice  pour  axe  des  z  et  le  plan 
directeur  pour  celui  des  xy-  Pour  l'intégrer,  on  cher- 
chera les  intégrales  des  équations  simultanées 


dx  _ 

dy 

dz 

X 

ï 

o 

qui  sont 


-  =  const.,     z  =  const.  ; 
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on  a  donc* 

pour  réqaation  des  conoïdes,  cp  étant  une  fonction  arbi- 
traire. 

782.  Exemple  IV.  —  Trouver  V  équation  des  surf  aces 
de  révolution  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par-- 
tielles. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  est 

pjr^qx=o, 

quand  on  suppose  que  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires et  que  celui  des  z  coïncide  avec  Taxe  de  la 
surface;  on  l'obtient  (n^  351  )  en  exprimant  que  la  nor- 
male rencontre  Taxe. 

Ici  il  faut  intégrer  les  équations  simultanées 

fix        fiy        dz 

ou 

xdx  -\-xdx  =  0,     dz'=  o; 

les  intégrales  sont 

«•  -*-  j^  =  const.,     z  =  const.  ; 

donc  rintégrale  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  est 

tf  désignant  une  fonction  arbitraire. 

783.  Exemple  V.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

oùf{x^j)  désigne  une  fonction  donnée^ 
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Les    équations   différentielles    ordinaires   qu'il  faut 
considérer  sont  ici 

cix       dy  dz 


ou 

/   V  djr      dx      dz       z       ffî^, r) 

*     '  J  X  OX  X  X 

De  la  première,  on  tire  logj  =  logx  -h  const.  ou 
(3)  y^(:x', 

portant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde  équation,  il 

vient 

r/z    '    z  /'^  «r,  C  j:  ) 


—  » 

(ix       X  X 


Cette  équation  est  linéaire,  et  Ton  trouve  pour  son  inté- 
grale 

(4)       .^_c'x_.r^-^) 


dXy 

X' 


G  étant  une  seconde  constante  et  Xo  une  valeur  initiale 
de  X  quelconque.  Maintenant  il  faut  résoudre,  par  rap- 
port aux  constantes  C,  C,  les  deux  intégrales  (3)  et  (4) 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  établir  entre  les  valeurs 
trouvées  une  relation  arbitraire;  mais,  pour  cela,  il  est 
nécessaire  de  remplacer  x  par  une  autre  lettre,  Ç,  sous 

le  signe    i  contenu  dans  l'équation  (4)*  Il  vient  alors 


=zCx  --x  j 


v;ç.cç) 


^^, 


V 

ou,  en  remplaçant  C  par  la  valeur  tirée  de  l'équation  (3), 


(5)  zz=C 


'~'l  — ? — 
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Il  reste  à  tirer  des  équations  (3)  et  (5)  les  valeurs  de  C  et 
de  G  pour  les  substituer  dans  Téquation 

(6)  C'--y(G), 

OÙ  (f  désigne  une  fonction  arbitraire  ;  cela  revient  à  éli- 
miner C  et  O  entre  les  équations  (3),  (5),  (6).  On  a 
ainsi 


(7) 


=■.(9-/^. 


Cette  équation  (7)  est  l'intégrale  générale  demandée.  . 
Supposons  que  la  fonction  y(j:,j^)  soit 


/(-.r)= 


a  étant  une  constante  donnée.  L'équation  à  intégrer  est 

axf 


z  zjzpx  -i-  qjr  -i- 


^à^  -\-x^  ^a}  -!-  j* 


et,  d'après  la  formule  (7),  l'intégrale  générale  sera,  en 
faisant  Xq  =  o, 

« 

ou,  en  supposant  a:  ^  o  et  en  faisant,  sous  le  signe    /  9 

a  =  .r©l—      — aXY   \     —  - : T» 
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Des  éijuations  aux  différentielles  totales* 

784.  Avant  de  poursuivre  Tétude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  nous  devons  parler  des  équations  aux 
difTérentielles  totales  que  Ton  rencontre  dans  certaines 
recherches.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  va- 
riables j:,  y^  z,  dont  Tune  sera  regardée  comme  une 
fonction  des  deux  autres,  et  Téquation  dont  nous  allons 
nous  occuper  est 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  de  x,  j%  z.  Il  s*agit 
de  savoir  s'il  existe  une  fonction  z  àe  x  el  j  propre  à 
vérifier  l'équation  (i)  et  de  trouver  cette  fonction  quand 
elle  existe.  Si  Ton  fait 

dz  z=z  pdr  -+-  qdXt 

et  que  l'on  substitue  cette  valeur  de  dz  dans  l'équa- 
tion (i),  les  différentielles  restantes  dx,  dj  étant  arbi- 
traires, il  faudra  que  leurs  coefficients  soient  nuls  ;  on  a 
donc 

(2)  P-+-Il/>  =  o,     Q-f-R^  =  o. 

Ainsi,  il  nous  faut  satisfaire  par  une  même  valeur  de  2  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  \  cela  n'est  possible 
que  dans  le  cas  où  une  certaine  condition  se  trouve  rem- 
plie. Différentions  la  première  équation  (2)  par  rapport 
à  ^  et  la  seconde  par  rapport  à  x;  on  aura 

(dV         dK\         /ÔP         âK\      ^dp 
fôQ         dR\         fôQ         dR\      „  da 
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retranchant  ces  équations  Tune  de  l'antre  et  remarquant 

dp       dq    .,    . 
que  -^  =  Y^  "  vient 

m 

OU,  en  éliminant /7  et  if  par  le  moyen  des  équations  (2), 

telle  est  la  condition  que  remplissent  nécessairement  les 
fonctions  P,  Q,  R  lorsque  l'équatîon  (i)  est  intégrable. 
Il  reste  à  prouver  que  cette  condition  est  suffisante  ;  c'est 
ce  que  nous  allons  faire,  en  procédant  directement  à  la 
recherche  des  solutions  que  l'équation  (i)  peut  admettre. 

785.  Désignons  par  |x  un  facteur  propre  à  rendre 
l'expression  Qû[j^-+-Rrfz  différentielle  exacte  d'une 
fonction  u  des  variables  j^  et  z  ;  le  facteur  fji  et  la  fonc- 
tion u  dépendront  généralement  de  x.  Posons,  en  con- 
séquence, 
/  /  V  •  r^      au         ^       au 

(4)  ,^Q  =  ^^    ^11  =  57' 

et  faisons,  en  outre, 

(5)  ''P=ë  +  ^ 

« 

X  désignant  une  certaine  fonction  de  x,  y^  z.  L'équa- 
tion (i),  multipliée  par  jui,  deviendra 

fàu      --\   .        du  ,        du  . 
ou 

(6)  </wH-Xd:r  =  o. 

U  étant  fonction  de  x^j^  z,  on  peut  regarder  z  comme 
fonction  de  Xjj^  u,  et  alors  X  deviendra  fonction  des 
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mêmes  variables.  Mais,  puisque  les  différentielles  du,  dx 
figurent  seules  dans  l'équation  (6),  u  ne  dépend  que  de  x; 
donc  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  X  ne 
contienne  pas  y  et  soit  fonction  des  seules  variables  x 
et  u.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  existe  un 
facteur,  fonction  de  x  et  de  a,  qui  rend  différenti^lle 
exacte  le  premier  membre  de  Téquation  (6);  si  Ton  dé- 
signe par  -  un  tel  facteur,  il  est  évident  que  X  sera  un 

facteur  propre  à  rendre  une  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  proposée.  On  a  ainsi  ce 
théorème  : 

Lorsque  l'équation  Prfx-:-Qrfj^H-Rd3^=o  est  inté- 
grable,  il  existe  unjacteur  X  tel,  que  X  (Prfx-t-Q  dj  h-R  dz) 
est  une  dijf'érentielle  exacte  dV;  l'équation  est  donc 
satisfaite  en  posant  U  =  G,  G  étant  une  constante  arbi- 
traire. 

786.  Revenons  à  la  condition  de  possibilité  ;  elle  est 

exprimée  par  Téquation  —  r=  o,  quand  on  regarde  z 

comme  fonction  de  Xjjr^  u]  mais,  X  étant  exprimée 
en  Xfj^f  z,  elle  sera 

ôjr    '    dz  ôj  ~^    ' 

dz       , 
la  valeur  -r-  doit  être  tirée  de  Téquation  qui  exprime  u 

en  fonction  de  x^j,  z,  et  Ton  a,  en  conséquence, 

du      du  dz 

dj-  ~^  dz  djr" 

.  dz 

Eliminant  donc  ~  9  notre  condition  devient 

df 

.  du  du      dn  dx. 

^  '  '  dzdf       df  dz 
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On  a,  d'ailleurs,  par  les  formules  (4)  et  (5), 

df  ôjr  ôjc  ôy  ày  ôr. 

dz  '  Ôz  dx  ôz  ôz  Ox     ^ 

si  Ton  substitue  ces  valeurs,' ainsi  que  celles  de  -t->  ---'. 

'  ^  ày    ôz 

tirées  des  formules  (4)»  Téquation  de  condition  (7)  de- 
viendra 

Enfin,  en  ajoutant  Tidentité 


^'[^-V^h- 


qui  résulte  des  équations  (4)?  effectuant  les  différentia- 
tions  et  supprimant  le  facteur  yi,  on  trouve 

ce  qui   est  l'équation  de  condition  déjà  obtenue   au 
n«  784. 

On  voit  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  quan- 
tité X  qui  figure  dans  Téquation  (6)  sera  fonction  des 
seules  variables  x  et  u.  Dès  lors,  cette  équation  (6), 
qui  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  sera  une 
équation  différentielle  ordinaire,  dont  l'intégrale  géné- 
rale pourra  être  mise  sous  la  forme 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  U  une  fonction  de  x 
et  de  u^  c'est-à-dire  une  fonction  de  Xy  y^  z. 

L'analyse  précédente  montre  que  l'équation  de  condi- 
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tion  (8)  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téquation 

proposée  admette  une  intégrale  ;  elle  donne,  en  outre, 

'  le  moyen  de  déterminer  cette  intégrale  quand  elle  existe. 

787.  Cas  ou  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  homogènes 
DU  MÊME  degué.  —  Supposons  la  condition  d^intégraLi- 
lité  remplie,  et  posons 

P  =  P'z»,      Q  =r  Q'z",     R  =  R'z\ 

F,  Q',  R'  étant  des  fonctions  de  xf  et  de^'.  La  propo- 
sée (i),  divisée  par  z""*"*,  devient 

z 


ou 


dz  y  djc' -h  Q' dx'     _ 

z  ■*"P';r'-^Q'/-^R'-^^' 


• 


le  deuxième  terme  de  cette  équation  ne  dépend  que  des 
variables  a/,  j^,  et  il  doit  être  une  différentielle  exacte, 
en  vertu  de  Téquation  de  condition. 
Considérons,  par  exem'ple,  Téquation 

On  a  ici 

et  la  proposée  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

dz       (y«-4-/-4-i)^y-4,(j:^«-^  j^,f-|]^^_ 
z  "^        (a:'/H-x'  +  /)(:r'-f./-M)     *    .- ^• 

Or  on  a,  par  la  décomposition  en  fractions  simples, 


(xy-Hx'-4-/)(x'-H/-f-i)  ""  x'/ -+- x' H-/       x' +/-*-! 

x'*  -i-  x'  -f-  I  x'  H-  I  I 

(x'/H-x'T;^T(i'-f-y4-i)""xy-f-x'H-y""x'-h/-hl' 
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ce  qui  permet  de  mettre  notre  équation  sous  la  forme 

On  voit  que  chaque  terme  est  une  différentielle  exacte; 
rintégralion  donne,  en  désignant^  par  a  une  constante 
arbitraire  y 

logz  -h  log(x'/  -4-  x"  -{-/ )  —  log(x'  -hjr'  -f-  l)  =  log  a, 

d'où 

afy  -h  r'-J-  Il 


x'x'-t-x'  -^y 


Remettant  enfin  -  j  -  au  lieu  de  a/,  i',  il  vient 

z      z  "' 

'  xjr  -^jz  -h  za-  =:  a  ( X  -4- j  -f-  z), 

ce  qui  est  Tintégrale  de  la  proposée. 

Définition  de  l  intégrale  générale  d 'une  équation  aux 
dérii/ées  partielles  du  premier  ordre.  —  Des  inté- 
grales complètes. 

788.  La  variable  x  étant  regardée  comme  fonction 
des  n  variables  X|,  x^j  •  •  m  ^ni  posons 

dx  =  Py  dxi  -\-  Pj  rf-Tj  -4-  ...  -h  /?^  dXn» 

Toute  équation  telle  que 

F  [x,  Xj,  Xj,   .  .  .  ,  X„,  pi,  ^2*   '  •  •  ^  Pn  ,^^^  ^ 

est  une   équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Si  Ton  peut  trouver  une  valeur  de  Xy  fonction  de  Xt , 
X27  '•  '7  ^ftf  qui  satisfasse  à  Téquation  proposée  et  qui  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  arbitraire  ^deX{fX2y., 
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X/i.i  quand  on  donne  à  Xn  une  valeur  déterminée  \n 
choisie  à  volonté,  l'équation  qui  détermine  cette  valeur 
de  X  sera  dite  V intégrale  générale  de  la  proposée. 

L'équation  proppsée  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des 
dlffërentiations  successives  déterminent  les  valeurs  de  x 
et  de  ses  dérivées  dçs  divers  ordres,  relatives  k  Xny  en 
fonction  de  x,  Xj,  X2,...,  x„,  et  des  dérivées  de  a: 
relatives  à  X|,  x^, . . . ,  Xn^\*  On  conclut  aisément  delà 
que  rintégrale  générale,  si  elle  existe,  est  unique. 

L'existence  de  l'intégrale  a  été  établie  précédemment 
à  l'égard  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées, et  elle  sera  démontrée  généralement,  pour  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
par  la  méthode  même  qui  nous  servira  à  la  trouver. 

789.  Lagrange  a   nommé  intégrale  complète  d'une- 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  n 
variables  indépendantes,  toute  équation  entre  les  n  -f-  i 
variables   qui    satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles et  qui  renferme  /inconstantes  arbitraires. 

Soient 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à  n  variables  indépendantes  x^,  x^j  •  •  •  7  Xn,  et 

(2)  /(j:,  X,,  x,,  .  .  .,  .r„,  rij.  <7j,  .  .  .,  a;,)  =  o 

une  intégrale  complète  de  l'équation  (i).  Si  l'on  dilTé- 
rentie  cette  intégrale  par  rapport  à  chaque  variable  indé- 
pendante successivement,  on  aura 

L'équation  (i)  doit  devenir  identique  quand  on  j  rem- 
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place  X  et  Pi  y  /7a,  . . ,,  p„  par  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (2)  et  (3);  donc  on  doit  reproduire  Téquation  (i) 
quand  on  élimine  les  n  arbitraires  a^f  a^t  - , .,  an  entre 
les  équations  (2)  et  (3). 

L'intégrale  générale  de  Téquation  (i)  renfermant  une 
fonction  arbitraire  de  n  —  i  variables,  il  est  évident 
qu'on  pourra  en  déduire  une  infinité  d'intégrales  com- 
plètes. Mais  il  est  très-remarquable  que  réciproquement 
l'on  puisse  déduire  d'une  intégrale  complète  une  solu- 
tion renfermant  une  fonction  arbitraire  de  71  —  i  va- 
riables et  qui  généralement  coïncide  avec  l'intégrale 
générale. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  consi- 
dérons la  constante  arbitraire  an  de  l'équation  (2) 
comme  une  fonction  arbitraire  cp(ai,  ^2, .  • .  t  ^/i.i  )  des 
n  —  I  autres  arbitraires.  L'équation  (2),  qui  satisfait  à 
l'équation  (i),  dans  l'hypothèse  des  arbitraires  con- 
stantes, ne  cessera  pas  de  la  vérifier  si  l'on  suppose  les 
arbitraires  variables,  pourvu  que  les  équations  (3)  sub- 
sistent dans  cette,  dernière  hypothèse. 

Prenons  la  différentielle  totale  de  l'équation  (2)  en 
considérant  les  arbitraires  comme  variables,  mais  en 
supposant  que  an  soit  remplacé  par  la  valeur 

(4)  «n  — ?(^l»''l»  •  •  •.  ^/i-l)î 

écrivons  aussi  p^dx^  -[-.  •  '-hpndxn  au  lieu  de  rfxj  il 
viendra 

àf  ^         àf  ,  df    , 

Il  est  évident  qu'on  déduira  les  équations  (3)  de  la 
précédente  si  les  arbitraires  a^y  a*^^  . . .,  an^\  sont  dé- 
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finies  par  les  équations 

(5)  ^-=0,      v-  =  o,      ...> =  0. 

Si  donc  on  pouvait  éliminer  a^  ^2,  • . .,  a„^i  entre  les 
équations  (2)  et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  con- 
tenant une  fonction  arbitraire  de  n  —  i  quantités  et 
satisfaisant  à  la  proposée;  une  telle  équation  ne  peut 
différer  de  Tintégrale  générale.  Mais  Télimination  dont 
nous  venons  de  parler  n'est  pas  possible^  à  cause  de  la 
fonction  arbitraire  (f  qui  entre  dans  Téquation  (2),  et 
dont  les  dérivées  partielles  figurent  dans  les  équa- 
tions (5);  il  faut  donc  conserver  le  système  des  équa- 
tions (2)  et  (5),  qui  définit  Tintégrale  générale  d'une 
manière  suffisante. 

Il  faut  remarquer  qu'à  chaque  intégrale  complète  de 
l'équation  proposée  répond  une  forme  déterminée  de 
l'intégrale  générale,  et  que,  relativement  à  cette  forme, 
l'intégrale  complète  joue  le  rôle  de  solution  particulière, 
en  ce  sens  qu'elle  ne  s  y  trouve  pas  comprise.  On  voit 
enfin  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  résulte  de  l'élimination  d'une  fonction  arbi- 
traire par  la  méthode  exposée  au  n**  87;  cela  suppose 
toutefois  que  l'existence  de  l'intégrale  générale  soit 
établie. 

790.  Les  remarques  qui  précèdent  s'appliquent  à  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Mais  on  a  vu  au  n^  778  que,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées,  l'intégrale  générale 
peut  être  mise  sous  une  forme  particulière  qui  ne  con- 
vient qu'à  ce  genre  d'équations  ;  cette  intégrale  doit  coïn- 
cider avec  celle  que  l'on  déduit  d'une  intégrale  complète. 
Nous  allons  éclaircir  cela  sur  un  exemple. 
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Considérons  Téqualion 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées;  z  est  une  fonction 
inconnue  des  variables  x^y,  et  nous  faisons  comme  à 
Tordinaire 

On  satisfait  à  Téquation  proposée  en  posant 

r  =  ûx  4-  bfy 

aelb  étant  des  constantes,  car  on  tire  de  là/?  =  a,  ^  =  & . 
L'équation  précédente  est  donc  une  intégrale  complète 
de  la  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faul, 
d'après  la  méthode  du  n®  789,  remplacera  par  une  fonc- 
tion arbitraire  <\[(i)  de  a  et  éliminer  a  entre  les  deux 
équations 

dont  la  seconde  s'obtient  en  diflTérentiant  la  première  par 
rapport  à  a.  D'après  cette  seconde  équation,  ^* [a)  est 

égale  à — -5  donc  a  et  ^[a)  sont  des  fonctions  de'-»  et 

la  première  de  nos  deux  équations  montre  que  l'on  a 


-M^' 


rien  ne  détermine  la  fonction  <f^,  et  nous  retrouvons  par 
cette  voie  l'intégrale  à  laquelle  conduit  la  méthode  du 
u*'  778. 

Intégration  des  équations  aux  dévissées  partielles  du 
premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes» 

791.  Le  problème  qui  constitue  le  calcul  intégral  des 
équations  aux  dérivées  partielles  est  aujourd'hui  corn- 

S.  —  Caic,  iiii,  fyi 
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plétement  résolu  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  que  l'intégration  d'une  telle 
équation  peut  toujours  être  ramenée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  difTérentielles  ordinaires  simul- 
tanées. Parmi  les  méthodes  propres  à  atteindre  ce  but, 
il  faut  surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et  de  Gauchy; 
je  prendrai  ici  pour  point  de  départ  l'analyse  de  Gauchy, 
mais  je  présenterai  en  même  temps  quelques  dévelop- 
pements relatifs  à  une  difficulté  inhérente  à  cette  analyse 
et  que  j'ai  déjà  publiés  ailleurs. 

792.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes.  Soit 

(î)  F(x,jr,3,/?,  q'  —  O 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  ^  désigne  une  fonction 
inconnue  des  deux  variables  indépendantes  x,j',  et  où/e7, 
(/  représentent  respectivement  les   dérivées   partielles 
dz    dz 
dx    ôjr 

Il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de  z  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j^,  et 
qui,  pour  une  valeur  donnée  x^  de  x,  se  réduise  à  une 
fonction  arbitraire  Aonnée  f[y)  dejr.  Ainsi  l'on  doit 
avoir  en  même  temps 

le  problème  énoncé  en  ces  termes  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  Gauchy,  une  fonction  actuellement 
indéterminée  y^  de  or  et  de  j^  ;  on  pourra  considérer  jr 
comme  une  fonction  de  x  et  de  r«,  et  mlors  z^p^q  seront 


aussi  des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  On  aura  donc 

dz   ,         àz    . 
dx  ôj^ 

et,  si  l'on  porte  ces  valeurs  de  Jz  et  de  dy  dans  l'équation 
qui  exprime  la  définition  de  p  et  de  9,  il  viendra 

Cette  équation  ajant  lieu  quelles  que  soient  les  difTé- 
rentielles  dx  et  dy^  on  a 

/    \  dz  dy 

Si  l'on  diSerentie  l'équation  (a)  par  rapport  k  j^  et 

l'équation  (3)  par  rapport  à  Xy  puis  que  l'on  retranche 

ensuite  les  deux  résultats  obtenus  l'un  de  l'autre,  il 

viendra 

[A\  dp  ___dq  dy       dq  dy ^ 

^^'  dyfi       dx  dy^       ôy^  dx^ 

Cela  posé,  désignons  par 

dF  =  Xdx  -f-  Ydy  H-  Zdz  -h  ^dp  -h  Qdq 

la  diflférentielle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i);  on  aura,  en  di£férentiant  cette  équation  (j)  par 
rapport  kjof 

/•rx  -mr    dr  r.    "dz  ^    dp  ^     ^^ 

4o. 
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dz 
et,  si  Ton  porte  dans  Téquation  (5)  les  valeurs  de  -x— 

et  de  ^  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il  viendra 

Or,  la  fonction  de  x  et  de^o  qui  représente^  et  que 
nous  avons  introduite  est  jusqu'ici  indéterminée*,  nous 
en  disposerons  de  manière  que  Ton  ait 

(1)  p|-Q=°- 

et  nous  l'assujettirons  en  outre  à  se  réduire  d  jr^  pour 
x  =  Xo'  Ainsi  Ton  aura  en  même  temps 

•r— ''o'    J~ro>     «~'3o>     ^--<7o.    P=Po^ 
en  posant,  pour  abréger, 

et  en  déterminant  po  par  l'équation  . 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (i),  dans  laquelle 
on  remplace  x,  j^,  z,  p^  q  respectivement  par  Xo,  jo> 

^o>  P^y  Ço» 

L'équatÎDu  (7)  réduit  l'équation  (6)  à 

(8)  Y  +  Z5-f-p|^..--o. 

en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
quatre  fonctions  j^,  z,  /?,  q  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  j^O)  qui  satisfassent  généralement  aux  cinq 
équations  (1),  (a),  (3),  (7)  et  (8),  et  qui  se  réduisent 
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respectivement  àj^o>  ^o>  Po>  ?o  pour  x  =  Xo]  nous  ne 
parlons  pas  de  Téquation  (4)»  parce  qu'elle  résulte, 
comme  on  Ta  vu,  des  équations  (a)  et  (3). 

793.  Mais  les  équations  (i),  (2),  (7),  (8)  suffisent, 
comme  on  le  verra,  pour  la  détermination  des  inconnues 
^9  ^f  Pi  Ç\  Téquation  (3)  est  donc  surabondante,  et  il 
faut  qu'elle  se  trouve  vérifiée  d'elle-même.  Voici  com- 
ment Cauchy  a  démontré  cet  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (a),  (7),  (8)  on  ait 
tiré  pour  j,  z,  p^  q  des  valeurs  déterminées,  fonctions  de 
X  et  de  j^o>  qui  se  réduisent  respectivement  kj^y  z^y 
Poy  Ço  pour  X  =  Xo  ;  les  deux  membres  de  l'équation  (3) 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  j^oy  6t, 
en  désignant  par  T  leur  différence,  on  aura 

Si  Ton  différentie  cette  équation  par  rapport  à  Xy  et  qu'on 
en  retranche  ensuite  l'équation  (2)  préalablement  dific^- 
rentiée  par  rapport  k  j^y  on  aura,  au  lieu  de  Téqua- 
tion  (4), 

dT 


àx 


puis,  en  portant  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  de  -r—  et 
de  -r^  tirées  des  équations  (9)  et  (10),  il  viendra 

(")  \  ^i 

enfin,  à  cause  des  équations  [y)  et  (8),  cette  équation  se 
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réduit  à 

T.  ^T      ^  I  dT  Z 

dx  T  dx  P 

Z 

La  quantité  —  -  étant  exprimée  en  fonction  de  x  et 

de  jToy  si  Fintégrale  —  t    -dx  sl  nue  valeur  finie  et 
déterminée,  on  tirera  de  l'équation  précédente 


T  rz 

(12)  ^''^%'="~'J     v"^'     T  =  Totf 


F"' 


en  désignant  par  To  la  valeur  que  prend  T  pour  x  =  x». 

Mais,  comme  Thypottièse  x  =  Xo  réduit  ^—  à  çq  et  ~- 

k  I,  l'équation  (9)  montre  que  Tq  =  o,  et,  par  suite,  à 
cause  de  l'équation  (12),  on  aura  généralement 


T  =  o. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  singulier  dans  lequel 

l'intégrale   /    ^dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  dé- 
terminée. 


794.  D'après  ce  qui  précède,  nous  n'avons  à  considé- 
rer que  les  équations  (i),  (a),  (7)  et  (8).  On  peutméme, 
si  l'on  veut,  remplacer  l'équation  (i)  par  sa  dérivée  rela- 
tive à  x;  cette  dérivée  n'a  pas  en  effet  plus  de  généralité 
que  l'équation  (i),  puisque  les  valeurs  de  y^  z,  p,  q 
doivent  se  réduire  à  ^o>  -^o»  Po>  7o  pour  x  =  x^.  Or  la 
dérivée  en  question  est 

QJC  Ox  Ox  ÔM 
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et,  en  y  remplaçant  -r-  j  Q  et  Y  par  les  valeurs  tirées  des  . 
équations  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à 


(i3)  X-^Z/>-*-P^  =  a. 


Le  problème  dont  nous  nous  occupons  est  donc  ramené 
à  trouver,  au  moyen  de  quatre  des  équations  (1),  (2), 
(7),  (8),  (i3),  des  valeurs  dej^,  z,  /?,  y,  fonctions  de  j: 
et  de ^'09  qui  se  réduisent  respectivement  à^o»  ^o?  /'o»  ^o 
pour  X  =  Jc©. 

Les  équations  (a),  (7),  (8),  (i3)  forment  en  réalité  un 
système  de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  ;  mais,  parce  que  ces  équations  ne  renferment 
pas  la  variable  indépendante ^'o?  elles  doivent  être  trai- 
tées comme  des  équations  différentielles  ordinaires  ;  elles 
sont  comprises  dans  la  formule  unique 

...       dx elr dz  —  tlp     —  flq 

('4J      ^  —  i^  —  ^p^qq-^  x^Zp  —  y"-+:"z^» 

et  l'une  d'elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  rem- 
placée par  l'équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  une  fonc- 
tion linéaire  relativement  aux  dérivées  p  et  ^,  comme  sa 
différentielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  p  et  ç  est 
Pdp-h  Q^dq,  Pet  Q  seront  indépendantes  depet^,  et  F 
aura  la  forme  P/j-hQ^-^R,  R  étant  comme  P  et  Q 
fonction  de  x^y,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux  premières  des 
équations  contenues  dans  la  formule  (i4)y  savoir 

dx dy       dz 

■p  ""  Q  ~  R  ' 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  y,  z  en  fonction  de  x  et  jo-  On  est  ainsi  ra- 
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mené*  dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées,  à  la  règle  du  n**  774. 

79o.  Supposons  généralement  que  des  équations  (i4} 
on  ait  tiré  des  valeurs  de  j^,  2,  p^  q  se  réduisant  à ^09  ^u? 
Poy  Ço  pour  X  =  Xq'j  soient 

J  ---/i(-^,ro»«o»<7o). 

î— /*(«^.ro»«o,  7o) 

ces  valeurs;  nous  n'écrivons  pas  la  lettre  po  dans 
ces  expressions,  parce  qu'on  peut  toujours  supposer 
que  Ton  ait  substitué  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
F(j:o»  7o>  ^09  P09  ^o)  =  ^î  quant  à  Xo,  c'est  une  valeur 
numérique  déterminée  dont  il  n'y  a  pas  à  s'occuper. 

Les  deux  premières  équations  (i5)  donneront  la  solu- 
tion du  problème  proposé  si  l'on  y  remplace  z©  p^^/{Xo) 
et  ço  par/'(/o)'  Si  Ton  attribue  à  la  fonctiony(j'o)  une 
forme  déterminée,  et  que  l'on  puisse  éliminer  yo  entre 
les  deux  équations  dont  nous  parlons,  on  aura  l'expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  zenx  etj.  Mais,  si  la  fonc- 
tiony(j^o)  ou  Zq  reste  indéterminée,  l'élimination  dejr^^ 
sera  impossible,  à  moins  que  les  valeurs  dey  et  de  z  ne 
soient  l'une  et  l'autre  Indépendantes  de  Çq  ;  dans  ce  cas, 
si  Ton  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
port à^o  et  Zq,  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

et  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l'équation 

d'où  l'on  conclut,  comme  on  sait,  que  l'équation  pro- 
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posée  (i)  est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  p  et  ç. 

Si  l'on  fait  abstraction  du  cas  d'une  équation  linéaire, 
je  dis  qu'aucune  des  expressions  dey  et  de  z  ne  peut 
être  indépendante  de  qo.  En  efiet,  portons  dans  Téqua- 
tion  (3)  les  valeurs  de^,  z,  ç  tirées  des  équations  (i5); 
on  aura 

cette  équation  doitavoir  lieu  identiquement,  et,  par  suite, 
les  ternies  multipliés  par -^  doivent  se  détruire.  On  a 
donc  encore  identiquement 

le  facteur  y*!  =;  ^  ne  peut  être  nul  généralement,  d'où  il 

suit  que,  si  l'une  des  quantités -^9  j-^  est  identiquement 

nulle,  l'autre  doitTêtre  aussi  ;  donc  les  deux  fonctionsy*! 
ety*a  dépendent  Tune  et  l'autre  de  ^o»  ou  elles  sont  l'une 
et  l'autre  indépendantes  de  cette  quantité  :  ce  dernier 
cas  ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  que  si 
Féquation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées p  et  ç. 

Cela  posé,  si  Ton  élimine  Ço  entre  les  deux  premières 
équations  (i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra 
tenir  lieu  de  la  seconde  d'entre  elles  et  que  je  représen- 
terai par 

(16)  V(x,  ^,  «,  ^of«o'  — o     ou     V=:0. 

Si  l'on  prend  la  différentielle  totale  de  cette  équation, 
et  que  l'on  y  remplace  dz^  par  ^o^o»  dz  par/?  Jx  -^qdj  ^ 
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il  viendra 

mais  la  première  équation  (i5)  donne 

si  Ton  porte  cette  valeur  de  dj  dans  Téquation  précé- 
dente, et  il  ne  restera  plus  que  les  deux  seules  différen- 
tielles indépendantes  dx  et  dyo  t  en  égalant  donc  à  zéro 
les  coefficients  'de  celle-ci,  on  aura 


dx 


dy\       (dV         dY\dfi 


àzJ\àXo      àz/       dq^ôjrj      \djo  dz^ 

Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  l'on  y  rem- 
place j^,  z,  p,  q  par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5). 

Or  celles-ci  ne  contiennent  pas  la  quantité  arbitraire  -r^  ; 

il  est  donc  nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de 
la  dernière  équation.  Comme  nous  faisons  abstraction  du 

cas  où  l'équation  proposée  (i)  est  linéaire,  la  dérivée-—^ 

ne  peut  être  nulle  ;  il  faut  donc  que  x  "^  ^  TT"  *'*°" 

nule,  et,  en  conséquence,  on  a  simultanément,  par  les 
équations  précédentes, 


{'7) 

et 

(18) 

d\         dW             ÔY         dV 

( 
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Ainsi  les  quatre  équation»  (16),  (17)  et  (18)  deviennent 
identiques  en  vertu  des  équations  (i5);  elles  déterminent 
d'ailleurs  les  valeurs  de  y  y  z,  /?,  ^,  et,  par  suite,  elles 
peuvent  suppléer  les  équations  (i5). 

En  particulier,  si  Ton  remplace,  dans  V,  Zo  pary(j>'o)» 
l'intégrale  cherchée  de  Téquation  (1)  sera  le  résultat  de 
Télimination  de  j^o  entre  les  deux  équations 

()V  \        . 

-x —  j  désignant  la  dérivée  de  V  prise  par  rapport  àj^o» 

mais  en  considérant  Zq  comme  fonction  de  j^o-  Donc, 
pour  avoir  cette  intégrale,  il  suffit  de  connaître  la  fonc- 
tion V,  et  on  l'obtiendra  en  éliminant  p,  ^%  pot  Ço  entre 
les  quatre  intégrales  des  équations  (i4)  et  Téquation 
F(j:o»  JToi  ^OfPof  fa)-~  o. 

796.  Nous  devons  faire  remarquer  que  Féquation 

constitue  une  intégrale  complète  de  Téquation  propo- 
sée (i)y  si  Ton  y  regarde^^o  et  Zq  comme  deux  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  dans  la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l'équation  proposée  (i)  en 
éliminant  j^o  et  Zq  entre  les  équations  (16)  et  (18).  Or,  si, 
au  lieu  de  regarder  j^o  etz«  comme  des  variables  assujet- 
ties à  vérifier  l'équation  (17),  on  considère  ces  quantités 
comme  des  constantes,  il  est  clair  que  les  équations  (18) 
subsisteront  et  continueront  avec  l'équation  (16)  à  re- 
produire l'équation  (1)  par  l'élimination  de  j^o  et  de  z». 
Cette  équation  (16),  qui  renferme  ainsi  deux  constantes 
arbitraires,  est  donc  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (1). 
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797.  Exemple.  — Pour  donner  une  application  de  ce 
qui  précède,  considérons  Téquation 

Z  —  apq  -zz  o, 

où  a  désigne  une  constante.  On  a  ici 

X=:0,       Yr^O,       Z-:=I, 

r  z=  —  aq,      Q  —  — .  apy     Vp-h  Qq  =z  —  lapq  =  —  ar, 

et  les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

(Ir      f/r       dz      dp      dq 

aq       ap        2z        p  V  '      • 

on  trouve  immédiatement  les  quatre  intégrales  suivantes, 

£  —  //.  —  ^^ ,    -^  "~  '''o  __  y-^yo  ^  \'g—  )/±o 

Po        7o        y/7o  ^'7a      ~      ^Po  y/si 

et  Ton  élimine  tout  de  suite  po  et  qo  entre  les  deux  der- 
nières en  faisant  usage  de  Téquation  Zo  — 0^0^0=0; 
on  a 

(y/fj-  ^hoY  __  (.r  — .roU.r  — .ro)  _  {.r  —  x^)[x  —  Xo)  ^ 

Zo  "Vo</o  «20 

Si  donc  on  fait 

Vr^«[v^I-v!7{7;ôj'-(-^-'«){r--ro), 

rintégrale  générale  de  Téquation  z  =  apq  sera  le  ré- 
sultat de  Télimination  de  j  0  entre  les  équations 

V  _-  o,       ---  zii:  O. 

798.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  sup- 

—  dx  conserve  une  valeur  finie 

et  déterminée  ;  nous  allons  nous  occuper  ici  de  cette  inté* 
grale. 


(ii3) 
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Supposons,  pour  abréger,  que  Ton  ait  résolu  Téqua- 
tîon  (i6)  par  rapport  à  ^  et  que  Ton  en  ait  tiré  la  valeur 
z  =  M,  M  étant  une  fonction  donnée  de  Xy  y^  y^^  Zq. 
Les  équations  (16)  et  (17)  qui  fournissent  la  solution 
cherchée  deFéquation  (1)  seront  plus  simplement 

(20)  «==:  M, 

et  les  équations  (18)  qui  déterminent  les  valeurs  dep  et 
de  q  seront 

Pour  reconstruire  Téquation  proposée  (1),  il  faut  éli- 
miner j^o  etzo  entre  les  équations  (20)  et  (22)  ;  par  con- 
séquent la  différentielle  totale  ^F  du  premier  membre 
de  cette  équation  s'obtiendra  en  ajoutant  les  différen- 
tielles totales  des  fonctions  M  —  z.  -z p,  -r a, 

àx       '^    oy        ' 

respectivement  multipliées  par  des  facteurs  X,  |ui,  y  sus- 
ceptibles de  faire  disparaître  les  différentielles  dj^ 
et  dzQy  lesquelles  doivent  être  regardées  ici  comme  in- 
dépendantes; on  aura  donc 


i-('^ 


et  les  facteurs  X,  fx,  v  devront  vérifier  les  deux  équations 
suivantes  : 

,()M  dHI  d*M 

(24)  < 
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De  TéquatioD  (a3),  on  tire 

Z  X 

cty  &  cause  des  équations  (^4)» 


Z c^-ccJ.ro  àf^^fi       ôxôzq  dydy 


0 


P  dM    c)«iM         dM    d'M 


Pour  avoir  l'intégrale  dont  nous  avons  besoin^  il  faut, 
dans  celte  expression,  remplacer  j^  par  sa  valeur  tirée  de 
Féquation  (21),  multiplier  ensuite  par  é/x,  et  intégrer 
entre  les  limites  Xo  et  x;  or  on  peut  éviter  rélimination 
de  j^  en  procédant  comme  il  suit.  Si  l'on  ajoute  au  numé- 

Z 

rateurde  l'expression  précédente  de  — - 1  et  que  l'on  en 

retranche  ensuite  la  quantité 


(i) 


àxJ    (?'M     d'M 
ùjrdz^  dràz^ 


il  viendra 


dxôz^\()Xfi  dy dzp      ôz^  ôxâjrf^)  djâz^X dzp  dr djp      d rp  dx <^3o / 


d8o\dro  d;<^*o       dzo  dj'i?^) 

mais,  en  différentiant,  dans  l'hypothèse  où  j:  et  j^  sont 
seules  variables,  l'équation  (21)  mise  sous  la  forme 


( 


( 


dM\ 
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on  trouve 

\^x<>  dxdjr^      ôXq  dxdzj  ^~~\df^  djràz^      ôz^  àjrdjrj  "^' 
ce  qui  réduit  l'expression  précédente  de  — -  dx  à 

Comme  la  fonction  M  doit  se  réduire  à  Zo  pour  x  =:=:Xo 

eljr  =jrot  il  s'ensuit  que,  dans  la  même  hypothèse,  -  - 

se  réduit  à  Tunité.  On  a  donc,  en  intégrant  Téquation 
précédente  entre  les  limites  Xo  et  x, 


(a5)  -    /     prf^rzrlog 


799.  L'analyse  du  n®  793  se  trouve  en  défaut  lorsque 

[    -  ^/x  cesse  d'avoir  une  valenr  finie  et  dé- 

terminée.  Ainsi  que  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques 
cas  particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en 
effet  il  suffit  généralement  d'attribuer  une  forme  conve- 
nable à  la  fonctiony(j^)  ouy(j^o)  ou  Zq  pour  que  l'in- 
tégrale dont  il  s'agit  devienne  infinie.  Mais  je  dis  que  : 

Si  pour  une  forme  particulière  de  la  /onction /{j) 

l'intégrale  j    -  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et 

déterminée,  les  formules  que  nous  aidons  établies  de- 
viennent  illusoires  et  sont  impropres  à  fournir  la  solu- 
tion du  problème  proposé.  Celle-ci  est  donnée  dans  ce 
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cas  par  l'intégrale  complète  de  Lagrange  qui  accom^ 
pagne  l'intégrale  générale. 

On  voit,  en  effet,  par  l'équation  (aS),  que,  si  Tinlé- 

/*'  Z 
grale  1      ^dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  déter- 

minée  pour  une  certaine  forme  de  la  fonctiony(j^),  la 

dérivée  partielle  -r^  devient  nulle,  infinie  ou  indéter- 

minée  après  la  substitution  de  la  valeur  de  j>^  tirée  de 
Téquation  (21).  Mais  alors  il  est  évident  qu'on  ne  sau- 
rait tirer  de  cette  équation  (21)  une  valeur  déterminée 
dej  se  réduisant  à  j>  pour  x  =  Xq,  puisque  la  double 

hypothèse  x  =  Xq,  y  =  ro  doit  réduire  -^  à  l'unité.  De 

ce  qu'il  est  impossible  de  tirer  de  l'équation  (21)  une 
valeur  déterminée  de  y  se  réduisant  à  y^  pour  x  :^  x© 
il  faut  conclure  que  l'hypothèse  x^-  x^  fait  disparaître  j' 
du  premier  membre  de  cette  équation,  et,  parce  que 
celle-ci  est  satisfaite  quand  on  fait  à  la  fois  x^='X^y 
y  =  j^oî  ^  €st  évident  qu'elle  est  vérifiée  identiquement, 
quel  que  soit  j^,  quand  on  y  fait  x^^  x^.  Il  résulte  de  là 
quej^o  disparaît  de  l'équation  (  ao  )  quand  on  fait  x  —-  x^^ 
car  la  dérivée  du  second  membre  par  rapport  à  }  0  est 
identiquement  nulle  ;  cette  équation  donnera  donc,  dans 
cette  hypothèse  de  x  :^  Xq, 

puisque  nous  savons  qu'elle  a  lieu  identiquement  quand 
on  fait  r  =  J'oj  ^  =  ^o>  et  que  l'on  a  z^  z=^f(^y^).  Con- 
cluons donc  que,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous 
occupons,  la  solution  du  problème  proposé  sera  donnée, 
non  plus  par  le  système  des  équations  (20)  et  (ai),  mais 
par  la  seule  équation  (20). 
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800.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Soit  l'équation 

¥=pZ'-pqX  —  aq=zo, 

où  a  désigne  une  constante  donnée.  On  a  ici 

X=:0,      Yr=— /77,      Z=zpi 

aa  pz 

les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

—  pdx q  fly dz    dp dq 

aq      ""   pz   "^.pqy  "~  ;>*  ""  O 

et  Ton  en  tire  sans  difficulté 

I         I        a(x  — xo) 


P         Pi  «îo 

-  = h  (X  —  Jr^j»       —  = » 

P      Pu  P       Pu  9o 

d'où,  en  remplaçant  po  ps^**  sa  valeur ^^ — » 

^  —   "  ■  -  =: — — _    — rT:Tr9 

p=:  ^^^ 


telles  sont  les  valeurs  de  j^,  Zy  p,  q  en  fonction  de  x^j^y 
Zqj  q^.  On  a  ensuite 

Z  __  __  p* aqo 

S.-  Cale,  int.  4^ 
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et 


-  dx  devient  infinie  sî 

Ton  a 

«0— <7oro  =  o     ou     —-  =  --•, 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  z^  est 

*o  =  «J^oi      d'où     ^0  =^  a» 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  si  Ton  sup- 
pose à  Zo  cette  valeur,  nos  formules  deviennent  illusoires, 
car  elles  donnent  pour^  et  pour  z  les  valeurs 


qui  sont  indépendantes  de  y^. 

Éliminons  ^q  entre  les  deux  équations  qui  déterminent 
les  valeurs  dej^  et  z.  On  tire  de  ces  équations 

«5  —  qlrl 


z-^-q^X  = 


\/ 1  ^0  —  ^0  Jo  )  *  +  ^  û7o  (  ^  —  .ro  ) 


et,  par  la  multiplication, 

au  moyen  de  quoi  la  deuxième  équation,  élevée  au  carré, 
se  réduit  à 

L'élimination  de  q^  entre  les  deux  dernières  équations  se 
fait  immédiatement;  on  trouve 
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ou 

L  ^0     J/o      y  9  y^  j^ 

c'est  Téquation  que  nous   avons   désignée  en  général 
par  V  =  o  ;  on  en  lire 


=[--^^i;*\/(-S)(^)(— '^) 

formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée 
par  M.  On  vérifie  aisément  que  l'équation 

5/0-^^^^  =  " 

donne  la  valeur  de  j^  obtenue  précédemment,  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  l'expression  de  -^9  on  trouve 

<^M gp  —  ^oTo 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  généraux  déduits  de 
notre  théorie. 

Si  l'on  fait  z^  =  olj^  dans  l'équation  z  =  M,  on  ob- 
tient 


= [•  -  "^y  -  \/(-.i)(^')("--""ir')-' 

cette  valeur  de  z  satisfait  à  l'équation  proposée  quand 
on  regarde  a  etj^Q  comme  des  constantes  arbitraires; 
d'ailleurs,  elle  se  réduit  à 

pour  a:  =  Xq  ;  donc  elle  donne  bien  la  solution  du  pro- 
blème proposé  dans  le  cas  où  l'on  suppose  la  fonction 
f(jr)  égale  à  ajr. 

4t- 
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Extension  de  la  méthode  précédente  au  cas  d 'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes, 

SOL  La  méthode  précédente  est  applicable  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables  :  c'est  ce  que  nous  allons 
établir  ici  succinctement,  sans  entrer  dans  la  discussion 
des  détails. 

Désignons  parxi,  x^,  , . .,  Xn  les/i  variables  indépen- 
dantes, par  X  la  variable  principale;  posons  en  outre 

et  considérons  Téquation  aux  dérivées  partielles 

dont    le   premier  membre    est  une    fonction   donnée 
des  2«-f-  I  variables 

X,    JTi,   Xj,    .  •  .,    *^ni  Pu  Pif    •  •  •»  Pn* 

La  fonction  inconnue  x  n'est  pas  déterminée  complè- 
tement par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation  (a)  ; 
mais  elle  le  devient  en  général  (n^  788)  si  on  l'assujettit 
en  outre  à  se  réduire  à  une  fonction  donnée 

des  n —  I  variables  x« ,  Xa,  . . .,  x„^^ ,  lorsqu'on  attribue 
à  Xn  la  valeur  particulière  $;,.  Alors,  si  Ton  pose 

on  devra  avoir,  pour  Xn  =  \ny  non-seulement  x  =  J,  mais 
encore 

Cela  posé,  désignons  par 

%ii   Çi>  •  •  •  »   Çii— I 
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des  fonctions  indéterminées  de 
on  pourra  considérer  inversement 

•'"1»    '^t7     •  •  •  »    «^rt— i 

comme  des  fonctions  de 

et  alors  x  deviendra  fonction  des  mêmes  variables.  La 
formule  (1)  fait  connaître  les  dérivées  partielles  de  x 
relatives  à  cette  hypothèse.  On  a 

l^\  ^-^  ^•''\  àjtn^i 


et 


^^^      <dç:  -''■557  "^•••^'''•-•"dçr' 


Différentions  Téquation  (3  )  par  rapport  à  Ç,-  et  la  i**"^ 
équation  (4)  par  rapport  à  oT;,  ;  retranchons  ensuite  Tune 
de  Tautre  les  deux  équations  obtenues,  on  aura 

^  ^  'dii      \ôx^  dii      dÇ,  ôxj      '"      \  ôx^      dÇ,  dÇ,      dx^  }  ' 

comme  rindice  1  peut  avoir  les  valeurs  i,  2,  ...,  [n — i), 
l'équation  (5)  tient  lieu  de  /z  —  i  équations  distinctes. 
Désignons  maintenant  par 
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la  diflTérentielIe  totale  du  premier  membre  de  Téqua- 
tîon  (2).  On  aura,  en  différentiant  cette  équation  (2) 
par  rapport  à  Ç/, 

m 

H    p,  ^^    .+.... +  p„___o, 

ou,  en  remplaçant  -r^  et  -tt^  par  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  (4)  et  (5), 

(^(x,*X„.P,^)....H-^-!(x..,^X,....P.;^) 

ce  qui  équivaut  k  n  —  i  équations,  Tindice  i  pouvant 
avoir  les  valeurs  i,  a,  ...,(/î  —  i). 

Or,  les  fonctions  de  X/,,  Çi,  {2»  •  •  .5  Ç/i-i>  qui  expri- 
ment les  valeurs  de  x^ ,  x^,  • . .,  Xn^t,  et  que  nous  avons 
introduites,  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons 
à  satisfaire  aux  n  —  i  équations 

et  à  se  réduire  en  outre,  pour  Xn^=  $«,  à  Çi,  Çj,  ..., 
Ç«-i  respectivement,  en  sorte  que  Ton  aura,  pour  Xn=limf 

et  aussi 

la  valeur  tiT/i  étant  déGnie  par  Inéquation 

F  (  Ç,  Çi,  Çt  ■  •  •  »  Ç/»>  ''ij  ''i»  •  •  . ,  o«)  =  O. 
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Les  équations  (7)  réduisent  les  n  —  1  équations  (6)  à 

et  celles-ci  ne  peuvent  être  satisfaites  qu^en  posant 

X.      H-X;,.     +pj£.      =0, 

(8)         /^'   -^^'"  -^'•-l;  =«' 


parce  que  le  déterminant  D,  formé  avec  les  (/i  —  i)^ 
quantités 

517'  ^'  *"*  ~5ir' 

as,'     aç.'  t^ï, 

•• • > 

ne  peut  être  nul.  On  a,  en  effet, 

'^'    -5^*^-   ^dçT'^'  ■^âlT'^'  ^•••^â5±''^-" 

• 

et,  si  le  déterminant  D  était  nul,  on  pourrait  former,  par 
Télimination  des  différentielles  rfÇi,  d^^i  •••!  ^^/i-fi 
une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 

Mt  dx^  4-  M,  dx^  -4- . . .  -4-  M„  dXf^  =  o, 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  il  existe  une 
relation  entre  les  variables  oti,  X2,  •-•»  ocn»  Celles-ci 
étant  indépend  an  tes  y  D  ne  peut  être  nul,  et  les  équa- 
tions (8)  ont  lieu  nécessairement. 

D'après  cela,  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
an  fonctions 

ar,  jTj,      jTj,  •••9  ^n—u  Pu  Pi*  •••»  Pn 

des  n  variables 


*!»»    Çi»    Çt»    •  •  •>    %«— 


1 


qui  satisfassent  aux  3 /z — i  équations  (a),  (3),(4)i(7)> 
(8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  à 

pourXrt  =  Ç«. 

802.  Mais  les  an  équations  (a),  (3),  (7),  (8)  sufGsent 
pour  la  détermination  des  an  fonctions  inconnues;  il 
faut  donc  que  les  équations  (4)  soient  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  établir  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  793. 
Supposons  donc  qu'on  ait  tiré  des  équations  (a),  (3), 
(7),  (8)  des  valeurs  de  x,  X|,  X2,  ...,  J^u-i,  pty  piy  ..., 
Pn  fonctions  de  Xn^  Çi  ?  ^2y  »-  ->  Ç/i-i  et  se  réduisant  res- 
pectivement à  Ç,  $4,  ^2»  "M  Ç/i-o  ^o  tjj,  ...,  zJnpour 
Xrt=5rt.  Désignons  par  T|,  Ta,  ...,  T„  les  différences 
entre  les  deux  membres  des  équations  respectives  du 
système  (4)9  en  sorte  qu'on  ait 

dx dx^  àx„^^ 

Si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  X/z,  et 
qu'on  retranche  ensuite  l'équation  (3)  différent! ée  préa- 
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lablement  par  rapport  à  li,  on  aura 

En  employant  les  précédentes  valeurs  de  -r^  et  de  -^- 

au  lieu  de  celles  fournies  par  les  équations  (4)  et  (5), 
on  formera  une  équation  qui  ne  différera  de  l'équa- 
tion (6)  qu'en  ce  que  son  premier  membre  contiendra 
les  nouveaux  termes 

XT-+.P    ^, 


ety  comme  tous  les  autres  termes  disparaissent  en  vertu 
des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 

rindice*  pouvant  prendre  les/ï — i  valcursi,  2,  ...,(/2 — 1). 
On  tire  de  là 


-X 


1i  =  %ie 

* 

en  désignant  par  G,  la  valeur  que  prend  T,-  pour  Xn  =  Ç«. 
On  reconnaît  immédiatement  que  0/  est  nulle,  el,  pai* 
conséquent,  on  a  aussi 

T/  =  o, 

pourvu  que  l'intégrale  |      —  dxn  conserve  une  valeur 

finie  et  déterminée.  Pour  la  discussion  des  cas  où  l'inté- 
grale dont  il  s'agit  devient  infinie  ou  indéterminée,  je 
renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dont  j'ai  déjà  parlé  (  *  ). 

(')  Voir  le»  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LUI,  ou  les  jénnaies  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  III. 
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803.  D'après  ce  qui  précède,  il  nous  suflit  de  consi- 
dérer les  a/2  équations  (a),  (3),  (7)  et  (8).  On  peut 
même  remplacer  l'équation  (i)  par  sa  différentielle  rela- 
tive à  Xnj  savoir 

puisque  le  problème  proposé  ne  renferme  aucune  indé- 
termination dans  son  énoncé.  En  remplaçant,  dans  la 

précédente  équation,  -- —  par  sa  valeur  tirée  de  Téqua- 

t,on(3),pu,s— ,  ...,.^— et^,  ...,__  parles 
valeurs  tirées  des  équations  (7)  et  (8),  il  vient 

(9)  x„+X/.„  +  P,^=o. 

Nous  sommes  donc  ramené  à  trouver,  au  moyen  des 
adéquations  (3),  (7),  (8)  et  {9),  des  valeurs  de  a:,  Xi, 
j:2,  . . .,  JCn^u  Pif  P2,  -"y  Pn  qui  se  réduisent  respecti- 
vement à  Ç,  Çi,    ...,  ln-K^  c^M  c^2>  •••»   tJw-i    pour 

Xfi  =  Ç/j. 

Les  équations  dont  il  s'agit  sont,  en  réalité,  aux  déri- 
vées partielles;  mais,  comme  elles  ne  renferment  pas  les 
variables  $1,  Ça>  •  •  •?  $«-0  o"^ ^oit  les  traiter  comme  des 
équations  différentielles  ordinaires.  On  peut  les  com- 
prendre dans  une  formule  unique,  savoir 

d,T^ 
(.0)    ■    ^' 


dx^ 

—  ^   •   •   ■ 

dpi 
-.X/?i 

ffx 

p. 

-dpt 

■t-Xpt 

x„ 

-HX/./ 

mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  l'équation  (i)  peut  tenir 
lieu  de  l'une  des  équations  contenues  dans  la  formule  (  i  o)  • 
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I 


804.  Supposons  que  Ton  ait  intégré  les  équations  (lo) 
et  que  Ton  ait  déterminé  les  constantes  arbitraires  de 
manière  que  Ton  ait 

pour  X/,  =  Ç;,.  Soient  alors 

«/  .r       -—y  (j:^,  Si»  ît»  •  •  •  »  in—u  5»  ^ii  •  •  •  »  ^i»)» 

(  ■••  •; 

I   p^  11Z  ^^  (x,„  5i,  Çf      •  •  •  Ç/1--1»  Ç.  CTj,  .  .  ..Un) 

(«^)      

les  intégrales  résolues  par  rapport  à  x,  J^i,  ...,  J'/,»!, 
pi,  •  "•>  P/f  L'intégrale  générale  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  proposée  sera  le  résultat  de  l'élimina- 
tion de 

entre  les  n  équations  (i  i)  et  les  n  +  i  équations 

mais  l'élimination  ne  sera  possible,  en  général,  que 
quand  on  aura  fixé  la  fonction  arbitraire  y*.  Je  n'exami- 
nerai point  ici  les  formes  diverses  que  l'on  peut  donner, 
suivant  les  cas,  aux  équations  (ii),  et  je  renverrai  pour 
cet  objet  au  Mémoire  déjà  cité. 
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Remarque  sur  tes  solutions  particulières  que  peus^ent 
admettre  les  équations  aux  de'riyées  partielles  du 
premier  ordre, 

805.  Sans  entrer  dans  des  développements  que  ne 
comportent  pas  les  limites  de  cet  Ouvrage,  nous  devons 
faire  remarquer  que  l'analyse  dont  nous  venons  de  faire 
usage  permet  de  déterminer  certaines  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

Effectivement,  soit  F  ==o  une  équation  aux  dérivées 
partielles  renfermant  les  variables  j:i,j:2,  ,..,x„f  la  fonc- 
tion X  de  ces  variables  et  ses  dérivées^!,  /?2,  . . .,  pn',  soit 
aussi  V=o  une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
dans  laquelle  figurent  les  n  arbitraires  a^  ^2*  •  •  •>  ^w 

L'équation  V  =  o  pouvant  exprimer  telle  relation 
que  Ton  voudra,  quand  on  considère  les  arbitraires  ai, 
«2,  . . .,  fl/î  comme  variables,  il  est  évident  qu'elle  don- 
nera toutes  les  solutions  de  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles si  les  arbitraires  a^  an,  ...,  a»  sont  assujetties 
à  satisfaire  à  l'équation 

- —  flWfj  -f-  -: —  «IfT,  H-  .  .  •  -f-  -r —  aa„  =  o. 
Ofti  oo^  oa„ 

En  supposant  nulles  les  différentielles  da^y  da^^  . .., 
dan,  on  retombe  sur  l'intégrale  complète;  en  outre,  on 
obtient,  comme  on  l'a  vu,  l'intégrale  générale  en  établis- 
sant une  relation  arbitraire  entre  ai,  aj,  ...,  a;,,  puis 
en  éliminant  l'une  des  différentielles  da^^  da^,  . . .,  da^ 
au  moyen  de  cette  relation  et  en  égalant  à  zéro  les  coef- 
ficients des  différentielles  restantes.  Mais  on  satisfera 
aussi  à  la  précédente  équation  en  posant 

d\  dW  dV 

^ =  o,       -r —    =  O,        •••)        =  O. 
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L'élimination  de  ai,  02^  ...»  a/,  entre  ces  équations  et 
rintégrale  complète  V  =  o  donnera,  en  général,  une 
solution  particulière  de  Téquation  proposée. 

806.  Considérons,  par  exemple,  Téquation 

qui  renferme  les  variables  indépendantes  x,  y,  la  fonc- 
tion z  et  ses  dérivées  p,  q  ;  f{p,  q  )  désigne  une  fonction 
donnée  de  p  et  de  ^.  Cette  équation  admet  pour  intégrale 
complète 

a  et  i  étant  des  constantes.  L'intégrale  générale  résultera 
de  Télimination  de  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
relative  à  a,  si  Ton  regarde  b  comme  une  fonction  arbi- 
traire de  a.  Enfin,  on  aura  la  solution  particulière  en 
éliminant  a  et  i  entre  les  trois  équations 

Si  Ton  suppose  que  x,jy  z  désignent  des  coordonnées 
rectilignes,  l'intégrale  complète  représentera  une  famille 
de  plans,  l'intégrale  générale  une  surface  développable, 
enveloppe  d'un  plan  mobile  dont  l'équation  renferme 
une  fonction  arbitraire;  enfin  la  solution  particulière 
appartiendra  à  une  surface  déterminée  tangente  aux 
plans  de  l'intégrale  complète  et  aux  surfaces  dévelop- 
pables  de  l'intégrale  générale.  Ces  résultats  s'accordent 
avec  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  354. 

Sur  l'intégration  d'une  classe  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre,  à  deux  variables 
indépendantes . 

807.  L'analyse  ne  possède  aucune  méthode  générale 
pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
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des  ordres  supérieurs  au  premier.  Il  y  a  cependant  quel- 
ques procédés  qui  réussissent  dans  certains  cas,  et,  à  cet 
égard,  on  doit  surtout  distinguer  la  classe  des  équations 
du  deuxième  ordre  à  deux  variables  indépendantes , 
étudiées  pour  la  première  fois  par  Monge,  et  reprises 
ensuite  par  Ampère  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
du  Journal  de  r Ecole  Polytechnique  (XVII*  et 
XVIII"  Cahiers)  .Nous  croyons  devoir  faire  connaître  ici 
les  résultats  auxquels  ont  été  conduits  les  géomètres 
.   que  je  viens  de  citer. 

Les  variables  étant  représentées  par  x,  jy  z,  nous 
ferons 

dz^=z  pdx  -^  q  dj-f     dp  ^z  rdx  -^  s  dy^     dq^=^  sdx  H-  /  dv. 

Cela  posé,  désignons  par  uet  (^  deux  fonctions  données 
dcr,  j,  Zy  p^  y,  savoir 

et  considérons  l'équation  du  premier  ordre 

(i)  ♦(«,  (')  =  0, 

dans  laquelle  ^  désigne  une  fonction  arbitraire.  En  opé- 
rant comme  au  n^  82,  on  pourra  éliminer  la  fonction 
arbitraire  et  Ton  formera  ainsi  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  deuxième  ordre.  Effectivement,  la 
différentiation  relative  à  j?  et  celle  relative  ky  donnent 

d^\ du         du        du        dul      ô^rôv         dv        dv        dv  \ 

d>V du         du        du        dul      d^fdv         di*^        dv         dv  \ 
dt'tdf      '  ôz         dp         dqj       dv\^dx      "  dz         ôp         dq} 

d^    d^ 
et,  en  éliminant  le  rapport  des  dérivées  ^i  —  >  on  ob- 
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tient  une  équation  de  la  forme 

(i)  Hr-4- 2K.f-f-L/-1-M-HN(/-r— **    =0, 

dans  laquelle  H,  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  données 
dej:,j,  Zjfy  q. 

L'équation  (  i  )y  de  laquelle  nous  avons  tiré  l'équation  (a), 
peut  être  mise  sous  la  forme  (/==  ^ (u),  f  désignant  une 
fonction  arbitraire  de  u\  elle  est  dite  une  intégrale 
intermédiaire  de  l'équation  (a),  et  le  problème  qui 
aurait  pour  objet  V intégration  de  l'équation  ('i)  est 
ramené  à  l'intégration  de  l'équation  (i). 

808.  Supposons  que  H,  K,  L,  M,  N  désignent,  dans 
l'équation  [%),  des  fonctions  données  de  Xj  y  y  z^p,  q.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (a)  n'admette  pas  d'in- 
tégrale intermédiaire  ;  mais,  quand  une  telle  intégrale 
existe,  on  peut  la  déterminer  par  la  méthode  suivante. 

Introduisons  avec  Ampère  une  fonction  de  x  et  àer 
actuellement  indéterminée,  et  que  nous  représenterons 
par  a  ;  on  pourra  regarder  j^  comme  une  fonction  de  x 
et  de  a,  et,  par  suite,  z,  p,  q  deviendront  aussi  des  fonc- 
tions de  j?  et  de  a.  On  a,  par  les  formules  relatives  au 
changement  des  variables  indépendantes, 

/ov  àz  dy      dz  dy 

^    '  d.r        '         ^   dx       OOL  dot 

dp       ^  ^     ày      dp  _     dy 

.  Ox  OJo        OOL  a<x 

(4)  { 

àq  _  dy      dq  _     dy 

ox  ox         OOL  OCL 

L'élimination  de  5  et  de  f  entre  les  trois  dernières  équa- 
tions (4)  donne  d'abord 

(f:\  àp  _  dq  dy       dq  dy ^ 

'  ô%         O.r  da         da  dx^ 
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ensuite  on  a,  par  les  mêmes  équations  (4)% 


(6) 


d'où 


(7) 


t  = 


ôq 
Ôq         ÔJ'    doL 

dx       ox  dy 


àq 


\ôx       dx  dx)      \àx)    àj'  * 


\dx)        \dx       dx  dx)  dy 


doL 


Substituons,  dans  Téquation  (2),  les  valeurs  de  r,  s^ 
t,  rt  —  s^  tirées  des  valeurs  (6)  et  (7);  il  viendra 


(8) 


dq 


en  faisant,  pour  abréger, 

I  \dx      dx  dx)  dx  \àx) 

Disposons  maintenant  de  la  fonction  indéterminée  de  x 
et  de  a  qui  représenter^,  de  manière  que  Ton  ait  ^^^o; 
Téquation  (8  )  se  réduira  à  $  =  o  ;  le  problème  sera  donc 
ramené  à  trouver  quatre  fonctions,  j-,  z,  p,  7,  de  x  et 
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de  a,  qui  satisfassent  aux  deux  équations  (3),  à  Téqua- 
tion  (  5  )  et  aux  deux  équations 

ï=:0,       •^— O. 

Si ,  dans  la  deuxième  formule  (  9  ) ,  on  remet,  au  lieu  de 
-r-  et  de  -r^  »  les  valeurs  tirées  des  formules  (4)i  il  viendra 

par  conséquent,  l'équation  ^  ==  o  donnera 


y 


djr  _  K  —  Nizhv^jK-  Nj)'— (H -l- IV/)(L -t- Nr) 
âx  ""  11  -h  Nr 

ou,  en  posant,  pour  abréger, 

(10)  G  ==  K*  —  IlL -T- MN, 
et  en  ayant  égard  à  Téquation  (2), 

dj  _K  — NAdzy/G^ 

on  tire  de  là 

^7        T        1  ày 

ou,  en  remettant  ~  au  heu  de  s-^t  -r-^ 

ox  Ox 

(11)  H  ^^  -4-  N  ^  -  K  ip  VG  =0. 

^      '  O.r  ôx  ^^  ^ 

Quant  à  l'équation  $  =  0,  si  Ton  y  remplace  II  ^-  par  la 
valeur  tirée  de  l'équation  (11),  elle  devient 

(„)  llg+(K=pv'G)g-f-M  =  o. 

Lorsque  N  n'est  pas  nul,  l'équation  (la)  peut  être  rem- 

S.  —  CaU,  ini^  ^2 
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placée  par  la  suivante, 

(.3)  Ng-(K.p^G).|+L  =  o. 

que  l'on  obtient  en  éliminant  -p  entre  les  deux  précé- 
dentes. 

809.  L'introduction  de  la  variable  a  a  pour  effet  de 
mettre  en  évidence  la  génération,  par  une  courbe,  de  la 
surface  représentée  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 
proposée.  Ce  paramètre  a  est  constant  pour  une  même 
génératrice,  et,  par  suite,  dcn  est  nulle.  Les  équations  (i  i) 
et  (12)  qui  ont  lieu  pour  cette  courbe,  ainsi  que  la  pre- 
mière équation  (3),  peuvent  donc  être  écrites  comme  il 
suit  : 

/  H  rf/  -h  N  rfç  —  (K  ri:  v'G)  dx  ~  o, 

(»4)  I  Hrf/?-h(Kq-v^)r/y-hM^z=o, 

(  d%  —  pdx  —  q  djr  :=.o, 

La  méthode  d'intégration  que  nous  avons  en  vue  ne 
réussit  que  dans  le  cas  où  il  est  possible  de  trouver  une 
fonction  V  de  x^jj  ^7  Pt  Ç  dont  la  différentielle  totale  se 
réduise  à  zéro  en  vertu  des  trois  équations  (i4)-  On  a 

dV  z=-j-  dx-h  -r-  djr  -^  -.-  dz -^-  ^^  dp -h  t-  dç; 
dx  oy  oz  àp  (fç 

éliminons  dp^  dq,  dz  entre  les  équations  (i4)  et  l'équa- 
tion dW  =:=  o  ;  égalons  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
différentielles  restantes  dxj  dy  ;  il  viendra 


5) 
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d'où,  par  réliminalion  de  -r-  » 

(,6)     {      ^'  ^  ^ 

+  [H;,-;-(Kr!zv/G)7j^-Mg  =  o, 

les  deux  équations  (i5)  se  réduisent  à  une  seule  quand 
N  =  o;  dans  ce  cas,  il  faut  substituer  Téquation  (16)  à 
Tune  d'elles. 

La  fonction  V  doit  donc  satisfaire  à  la  fois  à  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Réci- 
proquement, il  est  facile  de  démontrer  que,  s'il  existe 
une  fonction  V  propre  à  vérifier  les  équations  (i5),  et 
par  suite  l'équation  (16),  on  satisfera  à  la  proposée 
en  posant 

(17)  JV  -  0    ou     V  =  const. 

En  effet,  l'équation  (17)  donne,  par  la  différentiation 
relative  à  j:  et  à  r, 

^V  dV         ÔW  dV  _ 

dx    '  '^  dz         dp         ôq         ' 

ÔV  dV         ÔV         ÔV 

ôjr        '  az  dp  ôq 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  -r-  et  de  -7—  pour  les  substi- 

tuer  dans  les  équations  (i5),  que  nous  supposons  iden- 
tiques, il  vient 

/)V  /)V 

-,L+N;)^-±(K±^-Nx)?^=.o, 
(Kq:VG-N,)g-(H  +  M/)g=o, 

cl  l'élimination  des  dérivées -r->  ^r-  donne  ensuite 

dp    ôq 

(L  +  Nr)  ( H  -4-  N/)  -  (K  -  N*)«  -f-  G  =  o, 

4a, 
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d'où,  en  réduisant, 

nr-h2K.v-4-L/-hM  -+-  N(r/— 5';  =  o. 

810.  Supposons  d'après  cela  que  les  équations  (i5) 
admettent  une  solution  commune  ;  si  cette  solution  ren- 
ferme une  fonction  arbitraire,  elle  donnera  une  intégrale 
intermédiaire  de  Téquation  proposée.  Or  notre  hypo- 
thèse sera  réalisée  si  Ton  peut  trouver  deux  fonctions 
u,  vde  Xf^f  Zj  p,  q  dont  les  différentielles  se  réduisent 
à  zéro  en  vertu  des  équations  (i4)>  csir  il  est  évident  que 
la  même  propriété  appartiendra  à  la  fonction  $(//,  v\ 
quelle  que  soit  cette  fonction  $;  en  conséquence,  on  sa- 
tisfera aux  équations  (i5)  en  prenant  V  =  ^(tt,  ^),  et 
l'on  aura  l'intégrale  intermédiaire 

4»(i/,  f:  =  o      ou      V  =i(f[u]^ 

9  désignant,  comme  ^,  une  fonction  arbitraire.  Quant  à 
la  génératrice  de  la  surface  représentée  par  cette  inté- 
grale, elle  est  définie  par  les  deux  équations 

a  étant  un  paramètre  variable. 

Il  reste  à  intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Mais,  si  la  quantité  désignée  par  G 
n'est  pas  nulle,  notre  méthode  peut  nous  fournir  deux 
intégrales  intermédiaires 


en  prenant  le  radical  yjQ  successivement  avec  le  signe 
et  avec  le  signe  —  ;  alors  la  détermination  de  z  ne  dé- 
pendra plus  que  de  l'intégration  d'une  équation  aux 
différentielles  totales 

p  et  q  étant  déterminées  en  fonction  de  x,  j-,  z  par  les 
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deux  intégrales  intermédiaires.  Pour  effectuer  ce  dernier 
calcul,  il  conviendra  de  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes les  quantités  dont  dépendent  les  fonctions  arbi- 
traires. 

811.  L'analyse  précédente  peut  être  étendue,  sans 
difficulté,  à  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  qui  admettent  des  intégrales  intermé- 
diaires. Mais,  quand  il  s*agit  d'une  équation  qui  n'a  pas 
la  forme  que  nous  avons  supposée,  les  équations  telles 
que  (i4))  auxquelles  conduit  la  méthode,  renferment  les 
dérivées  /*,  5,  f  ;  il  faut  donc  leur  adjoindre  les  deux 
équations 

dp  =  rdx  -f-  stlj'^     dq  =  sdr  -f-  td^. 

Le  calcul  est  le  même  avec  un  peu  plus  de  complica- 
tion ;  nous  ne  pouvons  insister  davantage  sur  ce  sujet. 

application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 

exemples. 

812.  Exemple  L  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion 

r  —  û*  /  =:  o, 

a  étant  une  constante. 

On  a  ici 
H=i,     K  =  o,     L=— a*,     M  =  o,     N  =  o,     \fùz=a\ 
les  équations  (i4)  du  n"^  809  donnent 

djr  qp  adx  =  o,     dpzpadq  :=0j 

d'où 

jrq;zax  =  const . ,    pipaq^z  const .  ; 

on  a  donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 

P'^aqz=:ia(f'fj''h  ax),    p^aqz=  —  afl^'lj  — «jr), 
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f  et  4^  étant  des  fonctions  arbitraires  qui  ont  pour  dérivées 
ç'  et  <|/.  On  tire  de  là 

puis 

dz  =  ff'[x  H-  flj:)(r/^  -^  adx)  -f-'y(j  —  «jr)(r3(^  —  adx)^ 

et  par  suite 

il  est  inutile  d'ajouter  une  constante,  puisque  les  fonc- 
tions f  et  ^  sont  arbitraires. 

813.  L'équation  r  —  à^t^=o  est  celle  à  laquelle  con- 
duit le  problème  des  cordes  vibrantes  ;  on  peut  obtenir 
directement  son  intégrale,  sans  recourir  à  la  théorie  des 
n"*  808  et  suivants;  il  suffit  effectivement  de  poser 

et  de  prendre  a  et  6  pour  variables  indépendantes.  On 
aura 


puis 


/dz       dz\  [  àz       dz\ 


la  proposée  devient  alors 


=  G       ou       — r =  O, 


et  Ton  en  tire 
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t{;'(c  )  étant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  (p  (  o).  Une 
deuxième  intégration  donne 

(f  étant  une  deuxième  fonction  arbitraire.  C'est  le  résultat 
auquel  nous  a  conduit  notre  méthode  générale. 

814.  Exemple  IL  —  Intégrer  l'équation  aux  dérwées 

partielles 

rr  —  1*  =  o, 

qui  appartient  aux  surfaces  développai) les. 
Les  équations  (i5)  du  n^  809  se  réduisent  ici  à 

dr  dz  ày  àz 

Pour  intégrer  la  première  il  faut  regarder  y^p^q 
comme  constantes;  dans  l'intégration  de  la  seconde  on 
regardera  Xj  p^  q  comme  constantes.  Alors  on  a,  pour 
la  première  équation, 

V  =  une  fonction  de  z  — px^y^p^  q\ 
e\.y  pour  la  seconde, 

ÎT  =  une  fonction  de  s  —  qy^  x^p^qx 

on  aura  donc  une  solution  commune  aux  deux  précé- 
dentes équations  en  posant 

et  l'on  satisfera  à  la  proposée  en  égalant  à  zéro  celle 
valeur  de  V. 

D'après  cela,  on  a  les  deux  intégrales  intermédiaires 
suivantes  de  l'équation  rt  —  5'  =  o, 
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cj/  et  ^  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  on  doit  re- 
marquer qu^il  existe,  dans  le  cas  actuel,  une  solution 
qui  renferme  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
savoir 

Pour  achever  Tintégration  de  la  proposée,  il  faut 
joindre  l'équation  dz  =  p  dx  -h  g  dy  aux  intégrales  in- 
termédiaires ;  celles-ci  donnent  alors,  par  la  diiTérentia- 
tion, 

dq  =  f'{p)dp,     xdp-^yclq-^  '^[p)  dp  =  o; 

on  a  ensuite,  par  Télimination  de  dq. 

L'intégrale  cherchée  résultera  donc  de  l'élimination 
de  p  entre  les  deux  équations 

dont  la  seconde  s'obtient  en  diiTérentiantla  première  par 
rapport  à  p.  On  retrouve  bien  ainsi  la  surface  enveloppe 
d'un  plan  mobile. 

815.  Exemple  III.  —  Trouver  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  l'une  des  courbures  sont  situées  dans  des 
f flans  parallèles. 

Les  coordonnées  rectangulaires  étant  x,^',  z,  si  l'on 
prend  le  plan  des  zx  parallèle  aux  plans  des  lignes  de 
courbure,  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  suriaces 
demandées  sera  (n^  322) 

pqr  —  [  I  -f-  />•  )  j  =  o. 
On  a  ici 

Lmo,     M  — o,     Nri^o,     vG  =  ^-^^' 
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Les  équations  (i4)  du  n"  809  sont  alors,  en  donnant 
à  y'G  le  signe  -f-, 

dy  =  o,    pq  (Ijj  —  ( i  -f. ^«j r/<7  =  o, 

cl,  en  prenant  y/G  avec  le  signe  — , 

pq df  -h  (i  -h p*)  (i.v  =.  o^     dp  =  o» 
Considérons  d'abord  le  premier  système;  on  a 

X  =  const., 

puis 

/)  dp  dq 

!-{-  p*         q 

d'où 

—=^=:r=  =  const.  ; 

^l-h  p^ 
on  a  donc  l'intégrale  intermédiaire 


—  —  o> 


(f{y)  étant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  f{j)* 

Considérons  maintenant  les  deux  équations  du  second 
système,  qui,  à  cause  de  p  dx  -+-  q  djr  =.  dz,  sont 

p  dz  -f-  dx  =  p,     r//7  =  o  ; 
on  en  déduit 

p  r-z  const.,     pz-{-  X  =  const.  ; 

par  conséquent, 

sera  la  deuxième  intégrale  intermédiaire,  ¥  étant  une 
fonction  arbitraire. 

Il  reste  à  intégrer  Téquation 

dz  =  /?  </.r  -f-  q  ilj", 

pour  cela  il  convient  de  prendre  j-  et  p  pour  variables 
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indépendantes.  La  seconde  intégrale  donne 

tir  -.--  —  pdz  —  Z dp  -^^'[p]  dp. 

Substituant  cette  valeur  de  dx  ainsi  que  celle  de  q  tirée 
de  la  première  intégrale,  il  vient 

^T^rf^j^^-^^J^  =  -^^r[p]dp^^'[x]dr, 

les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  diffiércn- 
tîelles  exactes,  et,  comme  on  a 

si  l'on  fait,  pour  se  débarrasser  du  signe  /  ^ 

f^{p)  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  rintégralion 
donnera 


z^i  -+-/?*==  —/>v^i  -^p^^'[p)  -f-  ^i-hp*^{p]  -h  f(jr). 

En  môme  temps  la  seconde  intégrale  intermédiaire 
prendra  la  forme 

X  -¥pz  =  -[\  'hp^)y{p)  -hp^ip). 

et  Féquation  des  surfaces  demandées  sera  le  résultat  de 
Télimination  de  p  entre  les  deux  précédentes  équations. 
Si  Ton  pose 


V  =  3  — 77j:  —  v'« -^  A'V(r)  —  ^(A')' 
le  système  de  ces  deux  équations  pourra  être  remplacé 
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par  le  suîvaDt  : 

dp 

Les  surfaces  auxquelles  ces  équations  appartiennent 
admettent  des  lignes  ombilicales  (n°319)  qui  sont  déter- 
minées par  l'équation 

e      _  s 

application  de  la  transformation  de  Legendre. 

816.  Nous  avons  fait  connaître  cette  transformation 
au  n^  92;  elle  est  souvent  utile  dans  le  Calcul  intégral: 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Problème.  —  Trouver  l'équation  générale  des  sur- 
faces dans  lesquelles  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux sont  égaux  en  chaque  point  et  dirigés  en  sens 
contraires* 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de- 
mandées est  (n°  320) 

(1)  [\-\-q^)r—  npqs  -h  (i-f-/?*)/ ~  o. 

Si  on  lui  applique  la  transformation  de  Legendre  et  qu'on 
fasse 

(2)  u=px'\-  qx  —  «, 

d'où 

en  prenant  p  ci  q  pour  variables  indépendantes,  elle  de- 
viendra 
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Les  équations  (3)  donnent 

d^u       ()x       d^u        ôjc       dx 

d^u 

dr 

Ôp^        Ôp^    dpôq        dq        dp 

â^» 

dq' 

par  suite,  Téquation  (4)  peut  être  écrite  de  Tune  ou  de 
Tautre  des  deux  manières  suivantes  : 

(.  +  7')--4-a/,î-+^.+;,')^=0. 

En  diflerentiant  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
à  /;  et  la  seconde  par  rapport  à  q,  on  obtient  deux  nou- 
velles équations  qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 


(5) 


i  du  dV 


en  posant  U  =  j^,  U  =,)'•  Et  si,  en  ayant  égard  à  ce  ré- 
sultat, on  remplace  u  par  px-^-qj  —  z  dans  Téqua- 
tion  (4)>  on  verra  que  Téquation  (5)  est  encore  satisfaite 
par  \]=z.  Ainsi  les  trois  coordonnées,  considérées 
comme  fonctions  ie  p  eiq,  satisfont  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

La  méthode  du  n^  809  n*est  pas  applicable  à  Téqua- 
tion(5);  cependant  les  équations  (i5)dece  numéro, 
adaptées  aux  notations  actuelles,  sont  satisfaites  par  une 
fonction  V  des  deux  seules  variables  /7,  q,  et,  en  égalant 
cette  fonction  à  une  constante  arbitraire  a,  on  aura  une 
intégrale  particulière  de  Téquation  (5).  La  même  inté- 
grale peut  aussi  s^obtenir  par  la  première  des  équa- 
tions (i4)  du  n^  809,  savoir 

(i  -h /?* )  dq  —  {pq  ri:  y'—  i  — /^'—  q^)dp  •=.  o. 


chapithe  XI.  669 

Celle équationdifTérentiée dans  l'hypothèse  de  r/^=:const. 

donne 

d^p  —  o, 

d'où 

—   r=:z  COnst. 

Je  représenterai  la  conslante  par  a  ou  par  o,  suivant 

qu'on  prendra  le  radical^/ — i — p'^  —  q-  avec  Tun  ou 
l'autre  signe.  Ainsi  Ton  aura 

(6)  ^    I  -:-  p*^a{pq  H-  V'-  I  --  /'*  -  7'), 

L'équation  (5)  étant  satisfaite  quand  on  donne  à  U  la 
valeur  de  a  ou  celle  de  6,  il  est  évident  qu'elle  se  sim- 
plifiera si  l'on  prend  a  et  S  pour  variables  indépendantes 
au  lieu  de/;  et  q.  On  tire  des  formules  (6) 


p  --  cnq  -4-  V^—  I  —  «S      p  —  ^jq-^  y/—  I  —  G*, 

d'où 


a^/_  I  _  Ç»  —  Ç^_  ,  _  a^  V^_,_C»  —  sj—x  —  a} 

p^ »    q  — 7 5 

a  —  o  «  —  o 

Cl  Ton  trouve  que  l'équation  (5)  se  réduit  à 

da  dé  "-"''' 
dont  l'intégrale  est 

$  et  ¥  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Ainsi  l'on  peut 
écrire 

({»  et  <p  étant  des  fonctions  arbitraires.  Dans  l'hypothèse 
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de  q  constante,  on  a 


donc 

cj (7)  étant  une  certaine  fonction  de  q.  Dîfférentiant  par 
rapport  à  r/,  iJ  vient,  par  les  formules  précédentes, 

Mais,  comme  r  est  de  la  forme  <!>(«)+ 4^(6),  il  faut 
que  ^{q)  soit  une  constante  ;  alors  on  peut  fondre  cette 
constante  dans  les  fonctions  arbitraires  cp,  ^j  ce  qui  re- 
vient à  la  supposer  nulle  ;  donc  on  a 

j-=[f(«)-«/(«)]+[-H«)-ef(e)]- 

La  fonction  o(f  )  étant  constante,  elle  se  confond  avec 
les  intégrales  qui  figurent  dans  la  précédente  valeur  de  u 
et  dont  les  limites  inférieures  sont  arbitraires.  De  cette 
valeur  de  u  on  conclut  celle  de  z  par  la  formule  (2), 
savoir 

Ainsi,  l'intégrale  de  Téquation  proposée  résultera  de 
Télimination  de  a  et  de  S  entre  les  trois  équations 

;   JT— ^'(a)-+-f  (6), 
<j.^/(a).-a/(a)-f-^(e)-ef[e), 

OÙ  <p  et<|^  représentent  deux  fonctions  arbitraires.  Bien 
que  CCS  formules  (7)  soient  compliquées  d^imaginaires. 
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elles  n'en  représentent  pas  moins  une  infinité  de  surfaces 
réelles. 

Des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles, 

• 

81 7.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 
d'un  ordre  quelconque  et  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes,  mais  qui  soit  linéaire  relative- 
ment à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées  partielles. 
Il  est  évident  que,  si  l'équation  a  un  second  membre,  il 
suffira  de  connaître  une  solution  particulière  de  l'équa- 
tion pour  faire  disparaître  ce  second  membre. 

Si  l'équation  proposée  n'a  pas  de  second  membre,  elle 
jouira  des  deux  propriétés  que  nous  avons  établies  aux 
qOs  724  et  725,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  ordi- 
naires, savoir  :  i^  si  l'on  connaît  une  fonction  qui  satis- 
fasse à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra 
une  solution  plus  générale  en  multipliant  la  fonction 
dont  il  s'agit  par  une  constante  arbitraire;  2®  si  des 
fonctions  données,  en  nombre  quelconque,  satisfont  à 
l'équation,  la  somme  de  ces  fondions  y  satisfera  aussi. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  et  sans  second  membre,  dont  les  coefficients 
sont  constants,  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler 
permettent  d'obtenir  une  solution  de  l'équation  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut; 
quelquefois  même  elles  conduisent  à  une  solution  qui 
renferme  des  fonctions  arbitraires.  Pour  le  montrer, 
nous  considérerons  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  variables 
indépendantes  x,  y\  mais  notre  raisonnement  pourra 
s'appliquer  à  tous  les  cas. 

818.  Soit  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

,  ,  lu  àz       ,   dz\      (    d^z  d*z  d'z\ 


•  •  » 
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d'un  ordre  quelconque  n  et  dont  les  coedGcienta  sont  con- 
stants. 

Remplaçons  z  par  e""*"^-^';  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  e""*^^y(a,  6),  en  posant 

Si  donc  l'équation 

(9.)  /{a.ê:=o 

est  satisfaite  par  a  =  «©,  ?  =  S©,  et  que  Cq  désigne  une 
constante  arb i traire , on  satisfera àréquatîon(i)en  posant 

et,  comme  l'équation  (2)  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions  communes  (a,  6),  on  aura  une  solution  de 
l'équation  (i) 

(3)  zzjy  Ce^'^^y 

renfermant  autant  de  termes  que  l'on  voudra. 

819.  Il  faut  remarquer  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines S  de  l'équation  (  2  )  sont  des  fonctions  linéaires  de  a; 
alors  on  peut  obtenir  une  solution  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  renferme  autant  de  fonctions  arbi- 
traires qu'il  y  a  de  telles  racines  0.  Supposons,  en  effet, 
que  l'on  puisse  tirer  de  l'équation  (2) 

6  =  moL  -h  n. 

La  formule  (3)  donnera,  en  prenant  pour  6  celte  valeur, 

Le  nombre  des  termes  contenus  sous  le  signe  N  est 

indéterminé  ;  les  exposants  a  de  ces  termes  et  leurs  coef- 
ficients C  sont  arbitraires;  donc  la  somme  n'est  autre 
chose  qu'une  fonction  arbitraire  de  e-^^"'".'',  ou,  si  Ton 
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veut,  de  x-^-my.  Ainsi  l'on  aura  celte  solution 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Pareillement,  si  Téquation  (^)  a  une  deuxième  racine 

fonction  linéaire  de  a,  on  pourra  former  la  nouvelle  so- 
lution de  la  proposée, 

et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  solutions,  savoir 

z  =  e^^*[x  -{-  mjr)  -h  e''i^*i(x-l-  /W|j)  -4-.  . ., 
sera  encore  une  solution  de  la  proposée. 

8â0.  Application  au  problème  des  cordes  vibrantes. 
—  Diverses  questions  de  Physique  mathématique  con* 
duisent  à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  ces  ques- 
tions, la  fonction  inconnue  doit  satisfaire  en  outre  à 
certaines  conditions  particulières,  et,  pour  avoir  une 
solution  complète,  il  faut  qu'on  puisse  disposer  des  arbi- 
traires de  manière  à  remplir  les  conditions  imposées. 
Nous  nous  bornerons  ici  au  cas  de  l'équation  du  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  aux  n°»  812  et  813. 

Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  trouver  une  fonc- 
tion^ des  variables  x  et  t  qui  satisfasse  à  l'équation 

et  qui  soit  telle  que  l'on  ait 

(2)  ^-=F(x),     —=/(x)     pourr  =  o, 

F{x)  ei/{x)  étant  des  fonctions  de  x  données. 

s.  —  Caic.  inc.  4^     ' 
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En  substituant  e^"^^  kj-  dans  Téquation  (i),  on  a 

d'où  Ton  tire 

il  en  résulte  que  Ton  satisfait  à  Téquation  (i)  (n^  819) 
en  posant 

(3)  7  =  «(jî-+-a/)-l-7(j:  — a/), 

$  et  ¥  étant  des  fonctions  arbitraires.  Il  reste  à  satisfaire 
à  la  condition  relative  à  £=:o;  on  tire  de  Téquation  (3) 

et,  pour  i  =  o,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

dr 

Pour  satisfaire  aux  équations  (2),  il  faut  poser 

*(x)-+-V(ar)=F(x), 

^{j:)^W[x)=^J    /(x)dx  =  F^[x]', 

on  aura  donc 

Wix)=lF{x)^^F,{x], 

et  par  suite 

___  F{x-hat)'h¥{x  —  at]         F^jx-j-nt)  —  F,  {x  —  at) 


De  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
par  les  séries  ou  par  les  intégrales  définies. 

821 .  Les  cas  dans  lesquels  on  peut  Intégrer  exacte- 
ment les  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres 
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supérieurs  au  premier  qui  se  présentent  sont  très-peu 
nombreux,  et  Ton  en  est  réduit,  dans  les  applications,  à 
essayer  d'obtenir  les  inté^ales  par  la  voie  des  séries. 
Mais  ce  procédé  lui-même  n*est  guère  applicable  que 
dans  le  cas  des  équations  linéaires  ;  on  peut  alors  em- 
ployer la  formule  deMaclaurin  ou  celle  de  Taylor,  comme 
dans  le  cas  des  équations  diflférentielles  ordinaires.  La 
méthode  des  coefficients  indéterminés  est  souvent  préfé- 
rable, et  elle  offre  plus  de  généralité,  car  elle  permet  de 
trouver  le  développement  des  intégrales  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  d'une  fonction  quelconque 
des  variables  indépendantes. 

On  peut  ainsi  représenter  les  intégrales  des  mêmes 
équations  par  des  séries  diverses  qui  souvent  difi'érent 
entre  elles  par  le  nombre  des  fonctions  arbitraires;  il 
en  résulte  cette  conséquence  qu'on  ne  saurait  indiquer 
a  priori  le  nombre  et  la  nature  des  fonctions  arbitraires 
qui  doivent  figurer  dans  l'intégrale  la  plus  générale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au 
premier. 

822.  Considérons  par  exemple  l'équation 

,  .  du         d^u 

^  '  dt         ax^ 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur  et  où  a  désigne  une  constante  donnée. 
On  en  tire,  par  la  difiiérentiation  relative  à  t, 


4î. 
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et,  si  Ton  donne  à  t  la  valeur  particulière  ^0,  les  équa- 
tions (  I  )  et  (2)  détermineront  les  valeurs  correspondantes 
des  dérivées  successives  de  u  relatives  à  t.  Mais  la  valeur 
de  u  demeure  une  fonction  arbitraire  de  a:  ;  en  la  dési- 
gnant par  Ffx),  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


|3! 


,  '= 


a*F"(-r) 


1 .2 


('- 


'.)• 


rt»F"(.r), 


expression  qui  ne  renferme^  comme  on  voit,  qu'une 
seule  fonction  arbitraire  F  ( a: ). 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  développer  u  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — Xq,  Xq  étant  une 
quantité  déterminée  choisie  à  volonté.  L'équation  (i) 
donnera 

d'//  _    I  du 


(4) 

puis 


ôx' 


(5) 


ôyu 


d'u 


ox 


a 

-dt  ' 

I 

a 

dt     ' 

âx 

I 

a* 

dt*  ' 

1 

<; 

a' 


de 


da 


Les  valeurs  de  u  et  de  y  qui  répondent  à  x=aro  sont 


(6) 
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des  fonctions  arbitraires  de  t;  si  on  les  désigne  respec- 
tivement par  9(f)  et  ^{t)y  les  formules  (4)  et  (5)  déter- 
mineront les  dérivées  successives  ^-=-  ?  - —  »  •  •  •  ?  et  Ton 
aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

I     ^  '        i,*i.6        a  i.^.3.4«5        rt 

Cette  expression  de  u  se  compose  de  deux  séries  dis- 
tinctes, et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires  cp(f), 
(f(f).  Cependant  la  formule  (6)  n'a  pas  plus  de  généra- 
lité que  la  formule  (3)  ;  Poisson  a  montré  effectivement 
que  les  deux  formules  peuvent  être  transformées  Tune 
dans  Tautre,  dans  Thypo thèse  de  la  convergence  des 
séries  [Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  i37). 

823.  Au  lieu  de  développer  les  intégrales  en  séries,  il 
y  a  quelquefois  avantage  à  les  représenter  par  des  inté- 
grales définies;  il  nous  suffira  de  présenter  un  exemple 
de  ce  genre  de  calcul,  et  nous  choisirons  à  cet  effet 
Téquation  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  savoir 

du  d^  a 

Appliquons  à  cette  équation  la  méthode  du  n°818;  la 
substitution  de  e**"^?'  à  u  donne 

et,  par  conséquent,  on  a  cette  solution  de  notre  équation 
qui  renferme  un  nombre  indéfini  de  constantes  arbi- 


.   IBTiOHAI.. 
IrairesC,  C «,  « Or  on  a  (n"  498) 

donc  on  peut  écrire 

La  série 

Cc"+C,e".'^-t-... 

csl  propre  à  représenter  une  fonction  arbitraire  de  ** 
ou,  si  l'on  veut,  une  fonction  arbitraire  de  x;  si  on  la 
désigne  par  F(  jr),  la  valeur  de  ii  sera 


-awv'«t)c- 


elle  se  réduit  à  F{x)  pour  t  =  o,  et,  par  conséquent,  elle 
coïncide  avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (3)  du 
n°  822  quand  on  suppose  dans  celle-ci  fg^o.  Toute- 
fois, il  faut  remarquer  que  la  formule  précédente  ne 
subsiste  que  si  la  fonction  F(x)est  telle  que  le  pro- 
duit e~^^V[x)  s'annule  quand  x  devient  infini. 

L'analyse  dont  nous  venons  de  présenter  un  aperçu 
est  surtout  intéressante  au  point  de  vue  des  applications 
ù  la  Physique  mathématique;  les  Traités  spéciaux,  tels 
que  celui  de  Poisson,  en  offrent  de  nombreux  exemples; 
aussi  crojons-nous  inutile  d'entrer  ici,  à  ce  sujet,  dans 
clos  développements  plus  étendus. 
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CHAPITRE  XII. 

DE  LÀ  MÉTHODE  DBS  VARIATIONS. 


Définition  des  variations  d'un  système  de  variables 
qui  dépendent  de  l'une  d'entre  elles. 

824.  Soient  jcretj^  deux  variables  qui  dépendent  Tune 
de  Taulre,  en  sorte  que  Ton -ait 

Si  l'on  regarde  jc:  et j^  comme  des  coordonnées,  Téquation 
précédente  représentera  une  courbe,  et,  si  Ton  veut  com- 
parer cette  courbe  à  celle  que  représente  une  autre 
équation  quelconque 

on  pourra  les  comprendre  Pune  et  Tautre,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières  différentes,  dans  une  même  famille 
dont  Téquation 

(3)  J^  =  F(^,«) 

renfermera  un  paramètre  variable  a.  La  fonclion  F  doit 
être  choisie  de  manière  qu'elle  se  réduise  successivement 
ày*et  ày*4  quand  on  donne  au  paramètre  a  deux  valeurs 
particulières;  par  exemple,  on  pourra  poser,  en  dési- 
gnant par  tto  6t  ai  deux  valeurs  déterminées  quelconques 
de  a, 

*  «1  — <l%  «1  —  «0 


68o  CALCUL    IHTÉGUÀL. 

car  cette  formule  donne 

Ety  si  Ton  veut  avoir  la  fonction  la  plus  générale 
F(x,  a)  qui  remplisse  la  condition  que  nous  exigeons, 
il  est  évident  qu'il  sufïïra  d'ajouter  à  l'expression  que 
nous  venons  de  former  une  fonction  arbitraire  de  jc  et 
de  a,  assujettie  à  la  seule  condition  de  s'annuler,  quel 
que  soit  x,  pour  a  =  ao  et  pour  a  =  ^i . 

Lorsque  l'on  fait  varier  a  de  ao  k  ott,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (  3  )  coïncide  d'abord  avec  celle  que 
représente  l'équation  (i),  puis  elle  se  déforme  continuel- 
lement et  vient  enfin  coïncider  avec  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (  2). 

Si  l'on  veut  comparer  entre  eux  deux  arcs  des  courbes 
(i)  et  (a)  compris  entre  les  ordonnées  qui  répondent  à 
deux  valeurs  données  Xo  et  Xde  x,  on  pourra  supposer 
que,  quand  a  varie  de  «o  à  ^o  l^s  divers  points  du  premier 
arc  viennent  coïncider  respectivement  avec  les  points  de 
l'arc  de  la  seconde  courbe  (a),  en  se  mouvant  sur  des 
parallèles  à  l'axe  des  j^;  alors  les  points  des  courbes  (3) 
qui  répondent  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  0:0  et  X 
seront  correspondants, 

825.  Quels  que  soient  les  arcs  des  deux  courbes  que 
l'on  veuille  comparer  entre  eux,  on  peut  toujours  consi- 
dérer le  deuxième  arc  comme  obtenu  en  déformant  le 
premier,  c'est-à-dire  en  faisant  décrire  certains  chemins 
aux  divers  points  du  premier  arc^  les  extrémités  de  cha- 
cun de  ces  chemins  seront  des  points  correspondants  des 
deux  courbes.  Mais  la  déformation  dont  je  viens  de  parleb 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  différentes,  et 
c'est  ce  qu'il  nous  faut  expliquer  ici. 

Soient  AB  et  Â|B|  les  arcs  des  deux  courbes  que 
nous  voulons  regarder  comme  correspondants.  Nous 
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pouvons  choisir  arbitrairement  les  courbes  MN  et  M,  N| 
sur  lesquelles  se  mouvront  les  extrémités  A^  B  du  premier 


y 

N\ 

\. 

\ 

_,--—- 

r 

r 

\ 

0 

.\ 

• 

S 

arc  pour  venir  coïncider,  après  la  déformation,  avec  les 
extrémités  A4,  64  du  deuxième  arc.  En  outre,  en  opérant 
comme  nous  Tavons  fait  au  numéro  précédent,  nous 
pourrons  comprendre  les  deux  courbes  MN,  M^  N| ,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières  différentes,  dans  une 
même  famille  de  courbes  qui  seront  représentées  par  une 
équation 

(4)  ^(.^,7,0=^Oi 

où  t  désigne  un  paramètre  variable  ;  les  courbes  MN, 
M|N|  répondront  à  deux  valeurs  déterminées  t^,  tt  du 
paramètre  t.  Soit  aussi 

(5)  F(:ir,r,  «)  =  0 

Téquation  d'une  famille  de  courbes  qui  comprend  les 
deux  courbes  ÂB,  A4  B4  que  nous  considérons,  et  suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  ces  deux  courbes 
répondent  aux  valeurs  Aq,  cct  du  paramètre  a. 

Les  systèmes  de  courbes  (4)  et  (  5)détermineront  tous 
les  points  du  plan,  car,  si  Ton  fixe  les  valeurs  de  x  et 
de  j^,  ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  /  et 
de  a.  On  peut  ainsi  regarder  x  cl  y  comme  des  fonctions 
de  t  et  de  a;  supposons  qu'on  tire  des  équations  (4)  et  (5) 


(6) 


«  =  *(/,a),     ^  =  Y(t,«). 
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Si  Ton  fait  varier  t  en  regardant  a  comme  constante, 
leséquations (6)  détermineront  une  courbe  du  système  a, 
lequel  comprend  les  deux  courbes  données  AB,  Â|  B| .  Si, 
au  contraire  y  on  fait  varier  a  en  regardant  t  comme  con- 
stante, les  équations  (6)  appartiendront  à  une  courbe  du 
système  i,  lequel  comprend  les  courbes  MN,  M|N|,  et 
chaque  courbe  du  système  t  coupera  les  courbes  données 
et  les  autres  courbes  du  système  a  en  des  points  que  l'on 
pourra  regarder  comme  correspondants. 

826.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  qui 
dépendent  de  l'une  d'entre  elles.  On  peut  effectivement 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
trouver  n  fonctions  4»,  Y,  II,  ...  de  deux  ^variables  t 
et  CL  telles  que,  en  posant  généralement 

(7)  x  =  «(r,  a),     ^  =  Y(A,a),      2  =  n(/,  a),      ..., 

on  ait  respectii^ement  pour  les  valeurs  a^ct  oi^deoL 

(8)  l'^^'^olO'     ^  =  ^o(0i     z  =  m^[t),      ..., 
et,  pour  les  valeurs  t^^t^  du  paramètre  f, 

(9)        (•^=^*o(*)'    ^^^ot»;*    -2  =  no(a),     ..., 

quelles  que  soient  les  fonctions  données  fo»  ?o  ^'o»  •  •  •  > 
$Q,  $1,  ^oj  •  •  •  •  Il  est  é\^ident,  toutefois,  que  les  fonc- 
tions <^q^  ^^0,110,  ...  dois^ent  être  égales  respectivement 
à  cfo»  4*0)  ^o>  •  •  •  quand  on  suppose  a  =  ot^jt  =  toy  et 
à  (fi,  4*0  ^M  •••  quand  on  suppose  a  =  a^y  t=^tq\ 
pareillement,  les  fonctions  $i ,  ^o  H, ,  ...  doivent  être 
égales  à  cyo,  4'o>  ^o^  ...  ou  à  cp,,  ^j,  ct,,  . . .  lorsqu'on 
suppose  a  =  «q,  <  =  £|  ou  a  =  ai ,  t  =  t| . 
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Par  exemple,  si  Ton  pose 

♦  (^0,  «o)  =  ?o('o)  =  ♦o(«o)  =  A, 
♦('i.«o)  =  ?o('i)  =  *i(«o)  =  C, 

on  pourra  prendre  pour  ^[t^a)  Texpression  suivante, 

U*      —     «A  0C«      «A 

+  i-:zik,(,)_Ai^-"-_B^^ifi"|, 

'i  —  'o  L  "i  —  «0  *i  —  «0  J 

+  ^^—^  [♦.(«)- C -îîî^^  -  D -ï^^liîllî 
/j  —  r^  L  «I  —  «0         «1  "~  «0  J 

et  de  même  pour  les  autres,  W{t^a),  .... 

Les  équations  de  la  première  ligne  du  système  (8) 
définissent  un  système  quelconque  de  variables  qui  dé- 
pendent de  Tune  d'entre  elles.  Si  Ton  prend  x  pour 
variable  indépendante,  elles  pourront  être  représentées 
par 

(lo)     r=/W,     «=/^*>(^),     «=/('>(*) 

Pareillement,  les  équations  de  la  deuxième  ligne  du  sys- 
tème (8)  définissent  un  second  système  de  fonctions 

(il)        jr^Ai^),        Z=.f}^[x),        U=/\^\X],         ..., 

et  les  deux  systèmes  seront  compris  dans  le  système  plus 
général  défini  par  les  équations  (7);  ils  répondent,  l'un 
à  Thypothèse  a  =  ^o»  l'autre  à  Thypothèse  a  =  oti . 

827.  Supposons  que  l'on  attribue  à  a  une  valeur  quel- 
conque déterminée;  les  équations  (7)  définiront  un 
système  de  fonctions^,  x,  ...  de  la  variable  x.  Si  Ton 
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pose,  en  outre, 

djr   ^zf*  djc,  dz   =.  z  dxj  du  =  w'  dx^ 

df  =  y^dx,  dz'  =  3"  dx,  du'  =  u"  dx, 

df  =  y"  tlx,  dz'*  =  z*"  dx,  du**  =  a^  dr^ 


les  nouvelles  variables  j',  z',  u',  . . . ,  j",  -z",  u",  . . .  pour- 
ront être  exprimées,  de  même  que  x,y,  z,  . . . ,  en  fonc- 
tion de  ^  et  de  a.  Par  exemple,  la  différentiation  des 
équations  (7)  donne 


dx  = ^T — 'dt,     dxr= — -^T-^dt^     dz  = ~-^^^ 


dt 


et  Ton  en  conclut 


ât 


dt 


•  •  •» 


dV(t,a)    d*{t,a)  ,        dn{l,a]     d*{t,K) 

on  aura  de  même  j'',  zl',  ...  par  une  nouvelle  différent 
tiation,  et  ainsi  de  suite. 

828.  Les  variables  x^y^Zy  , ,  fj\  z',  ...  ^y^  . . .  étant 
ainsi  exprimées  en  fonction  de  t  et  de  a,  regardons  t 
comme  constante  et  faisons  varier  x  de  da\  x,yy  z,  ... 
prendront  des  accroissements  dont  les  expressions  seront 


Ax  = 


Ar 


doL  -i x-z, 1- .  .  .  , 


()a 

&¥(t,  «) 
du. 


doL' 


I  .a 


</a  -h 


a*Y(/,a)    r/a* 


C)a« 


I  .2 


Si  Ton  emploie  la  caractéristique  $  pour  désigner  les 
différentielles  des  divers  ordres  relatives  à  la  seule  va- 
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riable  a,  on  pourra  écrire  plus  simplement 


Ax  =  ^x  -4- 


1 .1 


9^  Y 
I  .2 


A2  =1^  Jz  H 

I  .2 


et  Ton  aura  aussi 


1.2 

Az'  =  ^3'  -{ h .  .  . , 

I  .2 


Les  difTérentielles 

9xy  Qjfy  oz^    .  ,  . ,  ajr  f  oz  ,    .  .  .  j  ojr  ^    ... 
sont  dites  les  variations  des  variables 

Xj   Jfy    2)      •  '  '  y   X  *    ^»     *  '  *  *   y     •••5 

elles  sont  relatives  au  passage  du  système  de  fonctions 
que  déterminent  les  équations  (y),  pour  une  certaine 
valeur  de  a,  au  nouveau  système  que  déterminent  les 
mêmes  équations  (  7  )  quand  a.  a  crû  de  sa  différentielle  da. 
Mais  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  a  =  «0! 
le  système  (7)  coïncide  alors  avec  le  système  donné  (10), 
et  les  variations  ix^  iy,  iz,  . . . ,  iy,  ...  se  rapportent  à 
une  altération  des  fonctions  de  ce  système;  d'aillejurs  cette 
altération  est  arbitraire,  car  le  système  (7)  définit,  pour 
a  =:  «1,  un  système  de  fonctions  arbitraires,  et  la  diffé- 
rence ai  —  «0  peut  être  supposée  aussi  petite  que  Ton 
voudra. 
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Les  différentielles  deuxièmes 

(J'x,  i^Xy   •••»  ^x\  ••• 

sont  dites  les  variations  du  deuxième  ordre  des  va- 
riables 

de  même 

seront  les  variations  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

Soit  généralement 

V  =  r  (.r,  y,  z,    .  .  . ,  ^  ,  z  ,    .  .  . , ^,    •  •  •  ) 

une  fonction  des  variables  x,j,  z,  , ,  .^j\z\  ....  Les 
fonctions  j^y  z,  . . .  étant  définies  par  les  équations  (lo), 
si  Ton  substitue  au  système  (lo)  le  système  (7)  avec 
lequel  il  coïncide  pour  0e  =  ag,  les  différentielles  succes- 
sives de  V  relatives  à  a  prendront,  pour  a  =  ocq,  des  va- 
leurs qui  seront  précisément  les  variations  des  ordres 
successifs  de  la  fonction  V. 

Les  variations  n'étant  pas  autre  chose,  comme  on  le 
voit,  que  des  différentielles,  les  règles  de  la  différentia- 
tion  leur  sont  applicables,  et  l'on  aura,  par  exemple, 
l'expression  suivante  de  la  variation  du  premier  ordre  JV  : 

Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  sont 
applicables  au  cas  d'un  système  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes;  mais  nous  ne  ferons  pas  ici 
cette  extension,  que  ne  saurait  comporter  le  plan  de  cet 
Ouvrage. 
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Théorèmes  relatifs  à  la  permutation  des 

caractéristiques  » 

829.  Théoeème  L  —  On  peut  inten^ertir  l'ordre  des 
opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  d  et  d. 

En  eflet,  soit 

Les  variables  x^  j,  z,  . . . ,  j\  5/,  . . . ,  j^,  . . .  étant 
exprimées  en  fonction  des  deux  variables  t  et  a,  comme 
on  Ta  expliqué  plus  haut,  on  aura 

V=:/(/,«), 

où  Ton  suppose  que  ol  a  une  valeur  déterminée  «o*  Cela 
étant,  on  a,  par  définition, 

dt  da 

les  variables  tel  a  étant  indépendantes,  leurs  diflféren* 
tielles  dtei  da  sont  arbitraires  et  constantes;  si  donc  on 
différentie  les  deux  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à  a,  la  deuxième  par  rapport  à  t,  on  aura 

^a/(r,a)  ^  d/(t.  g) 

^dV= ^^  dtdoL,     dâV  = :^^—  di  da, 

da  ôi  ' 

et  par  conséquent  (n**  60) 

^dVz^dâV, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

CoROLLAiEK.  —  Oti  a,  quels  que  soient  les  entiers  m 
et  n,  d''d'^y  =  d'^S''V. 

830.  Théorème  II.  —  On  peut  intervertir  l'ordre  des 
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Opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  j  et  d, 

quelles  que  soient  les  limites  entre  lesquelles  l'intégra-- 
tion  doit  être  effectuée. 

En  effet,  soit 


=1 


Vdx; 

V  désigne  une  fonction  donnée 

V  =  V  ^Xy  y^  Zf  .  ,  ,  y  y  ,3,  ,  »  ,^  y  y  z  ,  ...J 

d'une  variable  indépendante  x,  de  diverses  fonctions  j^, 
Zy  ...  de  X  et  des  dérivées  de  ces  fonctions;  elle  peut 
aussi  dépendre  des  valeurs  de  x,  j^,  z,  . . . ,  y,  z',  ... 
aux  limites  de  l'intégration. 

On  peut  exprimer  x,y^  z,  ...  ,^',  z',  . . .  en  fonction 
des  deux  variables  tel  a  y  .mais  il  faudra  supposer  à  a  une 
valeur  déterminée  oLq  après  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  V.  Alors,  si  to  et  t^  désignent  les  valeurs  de  t  qui 
répondent  aux  limites  Xq  et  x^y  on  pourra  écrire 


my- 


S 

Maintenant,  pour  obtenir  dS,  il  faut  différentier  cette 
intégrale  par  rapport  à  a,  et,  comme  les  limites  to,  t^ 
sont  indépendantes  de  a,  la  différentiation  pourra  être 

exécutée  sous  le  signe  /  .  On 


aura  ainsi 


^S 


=r'(^)* 


Mais,  commeafestune  constante,  onaol--^j  =— ~t — y 


donc 
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Cl,  en  revenant  à  la  variable  indépendante  or, 


On  écrit  aussi  quelquefois 

en  supprimant  le  facteur  dx,  qui  figure  en  numérateur  et 


en  dénominateur  sous  le  siciie  / ,  et  en  sous-entendant 


le  signe/, 

alors  que  Tintégration  est  relative  à  la  variable  indépen- 
dantex.  La  formule  précédente  estconforme  àTénoncédu 
théorème,  et  elle  subsiste  quelles  que  soient  les  limites  Xo 
et  Xo  qui  sont  constantes  quand  la  variable  x  coïncide 
avec  2,  mais  qui,  dans  le  cas  général,  varient  avec  a. 

Expressions  des  variations  d' une  fonction  et  de  ses 
dérivées,  en  fonction  de  la  variation  de  la  variable 
indépendante  et  d'uhe  variable  nom^elle. 

831.  Soit  j"  une  fonction  donnée  de  la  variable  x. 
Posons,  comme  précédemment, 

(i)  dx=yda:y     dy^y^dx,    ..., 

et  faisons  aussi 

d'où 

^y  -=2  y'  ^x  -\-  &>. 

Si  Ton  différentie  la  première  équation  (i)  avec  la  carac- 
téristique d  et  Téquation  précédente  avec  d^  on  aura 

^dy  =  d>'  dx-h/^  dx, 
d$y  =idy'9x  -hy'dâx  -hdta, 
S.  —  Cale»  int,  ^4 
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comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  caractéris- 
tiques d  et  $j  la  comparaison  de  ces  équations  donnera 

fy'  dx  =  dy'  $x  -\-  dta 

OU,  en  divisant  par  dx  et  en  faisant  usage  de  la  deuxième 
équation  (i), 

Pareillement,  si  Ton  différentie  la  deuxième  équa- 
tion (i)  avec  la  S  et  Téquation  précédente  avec  la  d,  on 
aura 

^dy=^j''du:'hy'^dr, 

d^f  =  dj  ''Sx  -h  j  "dix  -hd^j 

d'où 

doi 

$r^  dx  =  tir"  Sx  -{- d — 

•^  -^  dx 

ou,  en  divisant  par  dxy 

d^fù 


Sj^^zy^Sx-^- 


dx^ 


11  est  évident  qu'en  continuant   ainsi  on  formera 
équations 

dx 

(3)  M-^''=^"*'  +  S'' 


> 


qui  permettent  d'exprimer  les  variations  Jj',  dj,  ij^^ ... 
par  les  seules  quantités  Sx  et  o). 
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832.  Au  moyen  de  ces  formules ,  on  peut  obtenir  une 
expression  très-simple  de  la  variation  d*une  fonction 
quelconque  de  a:,  de^  et  des  dérivées  y',  y" y  ....  Soit 

(4)  v  =  F(x,r,r',7" r^»)), 

et  désignons  par 

(5)  dS^y^dx-^Xdy^Vdy  ^...^XWdjW 

la  différentielle  totale  de  V;  on  aura  (n**  828) 

(6)  JV  =  X(yx  -f-  X^y  +  Y'a>-'  +. . .  +  YC»)(yr(«). 

Si  Ton  retranche  les  équations  (5)  et  (6)  Tune  de  l'autre 

dx 


êx 

après  avoir  multiplié  la  première  par  —  9  il  viendra 


ou,  à  cause  des  formules  (3), 

/     V    ••,         .-»  ^-^        «..  -m,,  d^i        ^rifd*(a  „^   .//"w 

(7     JV=rrfV— H-Yw-4- Y'  —  ^-Y"-— --h...4-Y(«)--— . 
^  "  dx  dx  dx^  dx^ 

Si  la  fonction  V  contient  d'autres  fonctions  de  x,  sa- 
voir :  z,  u,  .,,,  avec  leurs  dérivées  zfj  u', . . .,  z",  u",  . . ., 
il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  la  formule  (5) 
les  termes  nouveaux 


Zdz-hZ'dz'-h..   H-Urf«-4-U'rftt'-+- 


. .  • 


et  au  second  membre  de  la  formule  (6)  les  termes  ana- 
logues 

alors,  si  Ton  pose 

vjz=^z  —  z'^x,     ;^  =  ^tf  —  u'âUf    ..., 

4k 
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il  est  évident  que  la  formule  (7)  continuera  à  donner 
la  variation  dV,  pourvu  que  l'on  ajoute  au  second  membre 
les  termes 

Zcj  -f-  Z'  -^  -t- . . .  -MJ Y  -+-  U'  -^  -+- 

dx  dx 

Calcul  de  la  variation  d'une  intégrale  définie. 

833.  Proposons-nous  de  déterminer  la  variation  de 
rinté^ale  définie 

(i)  s==  r  ydx. 

Nous  supposerons  d*abord  que  V  soit  indépendant 
des  limites  Xoy  X|,  qui  sont,  en  général,  variables  avec  a, 
et  qu'elle  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  j'  de  a:; 
ainsi  l'on  aura 

En  différentiant  l'équation  (i)  avec  la  î,  on  a  (n° 830) 


-  dx; 


dx 

Xo 

d'ailleurs,  comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  diffé- 
rentiations  par  d  et  î, 

^{Vdx)  =  $Ydx-^Yd^x; 
on  a  aussi  (n^*  832) 

dx  dx  dx*^ 

en  posant 

dW  =  lLdx  4-  Ydy  +  Y V/  + . . .  +  Y^'')djW 

et 

w  =  d^7  — jr'ix. 
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On  conclut  de  là 

(4)  ^(ydx)  =  d(yâx)--h(Y<^-hY'^^...-hYW^\dx; 

ety  par  conséquent,  la  formule  (3)  donnera 

(5)  {  '•  '•  '• 

La  première  des  intégrales  contenues  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  le 
produit  V  dx  aux  limites  de  l'intégrale  ;  parmi  les  inté- 
grales qui  suivent,  celles  qui  dépendent  des  dérivées  de  co 
peuvent  être  transformées,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  en  d'autres  où  ne  figure  que  la  seule  quantité  a>« 
On  a  effectivement 

• • 7 

d'où,  en  prenant  jTq  et  X|  pour  limites, 


Si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 


(8) 


(.o) 
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et 

puis  que  Ton  désigne  par  Fo,  F^  les  valeurs  que  prend  F 
aux  limites  de  l'intégration,  Texpression  (  5  )  de  $S  de- 
viendra,  à  cause  des  formules  (6), 

(9)  js  =  (r4  — ro)H- r  K»Éù?. 

Si  l'on  remplace  co,  —  »  ^-j?  •••  par  leurs  valeurs 

iy — ycîx,  jy — y 5a:,  iy'—j"'^x^  ...,  l'expres- 
sion (8)  de  F  deviendra 

[v-(--^;-^'-> 

834.  Nous  avons  supposé  qu'il  n'entrait  dans  l'expres- 
sion de  V  qu'une  seule  fonction  j^  de  x,  avec  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  ;  mais  il  est  évident  que  le  calcul 
de  la  variation  dS  se  fera  exactement  de  la  même  ma- 
nière si  V  renferme  d'autres  fonctions  z,  u^  . . . ,  avec 
leurs  dérivées  ^,  z'\  . .  .y  z^p\  u'y  ufj  . . . ,  u^^\  • . . .  En 
effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n^  832, 

ij  =  ^z  —  z'  $x,     ^z=iu  —  u'^Xy    ...» 
il  est  évident  que  la  formule  (4)  continuera  à  donner  la 
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variation  i[Ydx),  pourvu  que  Ton  ajoute  au  second 
membre  les  termes 

analogues  à  ceux  qui  dépendent  de  &>.  En  appliquant  à 
ces  nouveaux  termes  le  procédé  que  nous  avons  employé, 
on  trouve  cette  expression  de  dS, 

(il)  ^s  =  (rj— ro)-4-  r    {K«  +  Hny-}-Gx-f-...)^-^> 

où  K  désigne  la  quantité  définie  par  la  formule  (7)  et 
où  Ton  fait  de  plus 


H  =  Z  — 


fiZ'       d^Z"  ,        .    r/z'ZC) 


_L.   ,'  _L.    I  '  /'  


dz  dv*  •    ■    ^         y       ,/^p 


de  dr*  ^         '        dxf 


En  outre,  Tq,  Fi  désignent  toujours  les  valeurs  que 
prend  F  aux  limites  de  l'intégration ,  c'est-à-dire  les 
valeurs  qui  répondent  respectivement  à  j?  =  x©  et  à 
x  =  Xi  ;  mais  à  l'expression  générale  de  F  donnée  par 
la  formule  (10)  il  faut  ajouter  de  nouveaux  termes, 
savoir  ceux  qu'on  déduit  des  termes  déjà  écrits  et  qui 
renferment  les  lettres  Y,  j,  en  remplaçant  respective- 
ment ces  lettres  par  Z,  z,  puis  par  U,  u,  etc. 

835.  Enfin  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  fonc- 
tion V  dépend  des  valeurs  de  x,  y,  j',  j'\  . . . ,  j  f"-*),  z, 
z!y  z",  . . .,  3^^~*^,  . . .  aux  limites  de  l'iolégrale. 

Dans  ce  cas,  la  variation  de  Yda:  se  composera  de  deux 
parties,  savoir  celle  que  Ton  obtient  sans  faire  varier  les 
quantités  qui  se  rapportent  aux  limites  et  celles  que  l'on 
obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces  seules  quantités. 
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Nous  avons  considéré  la  première  partie  aux  numéros 
précédents,  et,  si  Ton  représente  par  la  caractéristique  d* 
les  variations  relatives  aux  seules  limites,  la  seconde 
partie  sera  î'(  Vrfx)  ou  9Y  dx.  Il  suffira  donc  d'ajouter 
à  l'expression  (  1 1  )  de  dS  le  terme 


J/%^% 
[/ 


Vdx. 
On  a 

d'où,  en  intégrant, 

si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

(i5)  ç=ri-ro  +  A, 

l'expression  complète  de  dS  sera 

(i6)        (TS^g+r    (K»  4- Hcj-f-Gx -+-...  l*^» 

et  Ton  voit  que  les  termes  introduits  dans  Ç  par  A  sont 
de  même  forme  que  ceux  qui  existaient  déjà. 

Autre  manière  de  calculer  la  variation  d'une  intégrale 

définie, 

836.  Au  lieu  d'appliquer  la  formulé  générale  que  nous 
avons  obtenue  au  numéro  précédent,  il  est  souvent  pré- 
férable, dans  les  applications,  de  procéder  à  une  recherche 
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directe.  On  peut  alors  se  dispenser  d'introduire,  comme 
nous  l'avons  fait,  les  quantités  (ù,  u,  . . .,  en  dirigeant  le 
calcul  comme  il  suit.  L'intégrale  proposée  étant 

S=  f    Vrfr, 


on  a,  comme  on  l'a  vu, 


=x 


'1 


.      âlYdx)  ^ 


mais  nous  écrirons  simplement 

sans  désigner  la  variable  par  rapport  à  laquelle  se  fait 
l'intégration,  les  valeurs  que  prend  cette  variable  quand 
on  a  j:  =  Xq,  x  =  oTi  devant  être  prises  pour  limites  de 
l'intégrale. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  de  x^y,  ^',  . . . ,  z,  2',  . . .  ; 
mais  nous  introduirons,  au  lieu  des  dérivées  j^^,  y\  - . ., 
zf,  . . . ,  les  différentielles  des  variables  a:,  j^,  z,  . . . ,  la 
variable  indépendante  étant  le  paramètre  t,  dont  la 
variation  est  nulle.  Comme  on  a 

dx         ^       (ixePjr  —  dyd^x  ,       tlz 

(ix  dx^  dx 

ydx  deviendra  une  fonction  de  x,  j,  z,  . . .,  dxy  dy^ 
dzy  . . .,  d^x,  d^y-y  d^Zy  ...  ;  en  différentiant  ce  produit 
avec  la  caractéristique  d  et  en  remarquant  qu'on  peut 
intervertir  l'ordre  des  opérations  exprimées  par  d  et  J, 
on  aura  un  résultat  de  cette  forme  : 


-+-  Yo^/  -f-  Y|rfay  H-  Y,e£«(îy  -h. . . 
-4-  Zg (^3  -f  Zi  rf^2  -i-  Z,  d^ 9z 
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Les  dîfTérentialîons  exprimées  par  d  se  rapportent  à 
la  variable  ty  et  rintégration  par  parties  donne 

/  Hid  JjT  =  Xj  ^-c  —  I  dXi  ^x, 

• • .• • » 

C-Y^d}Sy  =  Y^d9x  -  dY^$X  -^  Cd^Y^Sf, 


Par  conséquent,  si  l'on  pose 

X  ^=^  x^  —  r/X|  -+-  d^  X j — •  •  •  > 

T==To—  rfY, -l^rf'Y,  — ..., 
'  Z  ==  Zq  —  dJii  -^  d*Zf  —  •  . . , 


et 

r  =:(Xi— «fX,+  ..  .)^T-|-(X,  — .  ..)^dx^... 

+  (Zi  —  r/Z,  -4-.  .  .)^z  4-(Z,  — .  ..)<yefo  4-.  ..  , 


puis  qu'on  représente  par  Fo,  Tt  les  valeurs  de  F  aux 
limites,  pour  lesquelles  on  a  respectivement  x  =  XQf 
y=zy^,  ...  et  a:  =  x^,  j^==j^|,  .. .,  on  aura 


(TS 


=  (r,  —  To)  -+-  Ç(lL$x  +  Y  jy  -h  z  ^Z  -4- . . .) , 


et,  si  X  est  la  variable  par  rapport  à  laquelle  s'exécute 
rintégration,  on  devra  écrire 
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Nous  avons  suppose  ici  que  la  fonction  V  est  indépen- 
dante des  valeurs  que  prennent  les  variables  aux  limites  ; 
mais,  si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira  d*ajouter  à  l'expres- 
sion précédente  de  iS  les  nouveaux  termes  dont  nous 
avons  fait  le  calcul  au  u^  835. 

La  formule  précédente  coïncidera  avec  celle  du  n**  835, 
si  Ton  y  remplace  ^y,  iz,  . . .  p*ar  les  expressions 

djr  ^  dz  . 

-7-  ox  -h  w,      -7-  0 x  -+-  CT,      ...  ; 

tir  dx 

par  cette  substitution,  la  quantité  XJxH- Y  ^-hZ  î^-f-  ..► 
se  réduit  à 

Sx 
dx 

il  en  résulte  que  Ton  a  identiquement 

et  que  Y,  Z,  . .  •  ne  sont  autre  chose  que  les  quantités  dé-- 
signées  par  K,  H,  ...  au  numéro  cité. 

837.  Nous  avons  calculé  la  variation  de  l'intégrale  dé- 
finie S  dans  rhypothèse  la  plus  générale  et  en  suppo- 
sant une  altération  quelconque  dans  le  système  des  fonc- 
tions de  x  que  nous  avons  désignées  parj^,  z,  . . . .  Si  Ton 
suppose  que  la  variable  x  coïncide  avec  la  variable  t^  dont 
la  variation  est  nulle,  les  limites  Xqi  0:1  seront  constantes, 
et  Ton  aura  généralement  ix  =.-  o.  Alors  les  quantités 
désignées  par  co,  cr,  •  •  •  ne  sont  autre  chose  que  les  varia- 
tions ^,  iz,  ....  L'expression  de  dS  se  réduit  alors  à 


,S=(r.-r.)-.riil±^i-:^... 
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Objet  de  la  méthode  des  variations, 

838.  La  méthode  des  variations  a  été  imaginée  par 
Lagrange,  dans  le  but  de  résoudre  certains  problèmes  de 
maxima  et  de  minima  d'une  nature  particulière;  mais 
elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  d'autres  ques- 
tions diverses.  Dans  les  problèmes  de  maxima  et  de  mi- 
nima dont  je  viens  de  parler  il  s'agit  de  déterminer  des 
fonctions  d'une  variable  indépendante^  de  manière  à 
rendre  maximum  ou  minimum  une  certaine  intégrale 
définie  où  figurent  ces  fonctions.  Quelques  problèmes 
de  ce  genre  avaient  été  résolus  avant  Lagrange  ;  en  voici 
un  exemple  : 

Trouver  une  courbe  plane  CMD  qui  passe  par  deux 
points  donnés  C,  D  et  qui  soit  telle  que  l'aire  engendrée 
par  l' arc  CD  en  tournant  autour  d' un  axe  situé  dans 
son  plan  soit  un  minimum. 

Si  l'on  choisit  deux  axes  rectangulaires  O  x,  Oy  dont 
le  premier  coïncide  avec  l'axe  de  révolution,  que  l'on 


V 

C 

/ 

uJ 

> 

0 

k 

1 

p    1 

) 

X 

mène  les  ordonnées  CA,  DB  des  extrémités  G^  D,  et  que 
l'on  fasse  OA  =  jCq,  OB  =  ar^  la  surface  engendrée  par 
l'arc  de  courbe  CD  sera  égale  à  2  7rSy  en  désignant  par  S 
l'intégrale 


'■^è'^- 
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Il  s*agit  donc  ici  de  trouver  quelle  est  la  l'onction  de  x 
qu'il  faut  substituer  ky  pour  que  la  valeur  de  S  soit  un 
minimum. 

Au  lieu  de  se  donner  les  extrémités  C  et  D  de  l'arc  de- 
mandé, on  peut  supposer  que  ces  points  soient  seulement 
assujettis  à  la  condition  d'être  situés  sur  deux  courbes 
données;  la  question  se  ramènera  encore  à  trouver  le 
minimum  de  l'intégrale  S,  mais  ici  les  limites  Xq,  x%  ne 
seront  plus  données. 

Recherche  des  ^valeurs  maxima  et  minima  d'une 

intégrale  définie. 

839.  Soit  l'intégrale  définie 

S=  r  \dT, 
où  l'on  suppose 

^f  Zf  ...  étant  des  fonctions  dex,  etj^,  j'',  . . . ,  z',  . .  • 
désignant  comme  précédemment  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. La  fonction  V  peut  dépendre  aussi  des  valeurs  que 
prennent  les  variables  aux  limites  de  l'intégrale  ;  quant  à 
ces  limites,  elles  sont  données  ou  assujetties  à  certaines 
conditions.  Cela  posé,  il  s'agit  de  déterminer  les  fonc- 
tions j^,  z,  . . .  qui  répondent  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  S. 

Le  système  des  fonctions  qu'il  faut  trouver  et  tel  autre 
système  aussi  peu  différent  du  premier  que  l'on  voudra 
peuvent  être  compris,  comme  on  l'a  vu,  dans  un  sys- 
tème plus  général,  qui  dépend  d'un  paramètre  a.  Dans  ce 
dernier  système,  toutes  les  variables  x^j,  Zy  ...  ainsi 
que  les  dérivées  y,  j^,  . . . ,  ^,  ...  sont  exprimées  en 
fonction  d'une  variable  nouvelle  t  et  du  paramètre  oc,  et 
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la  même  chose  a  lieu  pour  les  valeurs  particulières  que 
prennent  les  mêmes  variables  aux  limites,  lesquelles  dé- 
pendront des  limites  ÎQy  t^  de  t  et  du  paramètre  a.  Après 
la  substitution  des  valeurs  de  Xyjj  . . . ,  Texpression  de  S 
deviendra 


=I.>^h 


ce  qui  se  réduit  à  une  simple  fonction  du  paramètre  a. 

Ainsi  l'on  se  trouve  ici  dans  le  cas  ordinaire  du  maxi- 
mum el  du  minimum.  La  condition  nécessaire  pour  le 

maximum  et  pour  le  minimum  est  que  la  dérivée  -j-  ou 
la  différentielle  -r-  da  soit  nulle  :  or,  cette  différentielle 

aa 

n*est  autre  chose  que  la  variation  de  S  ;  donc  la  condi- 
tion dont  nous  parlons  est  simplement 

^S  =  o. 

Mais  on  sait  qu'elle  n'est  pas  suffisante.  Il  faut  en  outre, 

pour  le  maximum,  que --^^  ou  — ^  aa"  soit  négative  et, 

pour  le  minimum,  que  la  même  différentielle  soit  posi- 
tive; cette  différentielle  est  précisément  la  variation  du 
deuxième  ordre  $^  S  ;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

^•S<o 

pour  le  maximum  et 

^*S>o 

pour  le  minimum.  Dans  le  cas  de  (}^S  =  o,  il  faudrait 
pour  le  maximum  et  pour  le  minimum  que  l'on  eût  aussi 
î»  S  =  o.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discus- 
sion, qui  n'a  pas  d'objet,  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
on  sait,  par  la  nature  de  la  question  à  résoudre,  s'il  y  a 
réellement  maximum  ou  minimum.  Aussi  nous  borne- 
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rons-nous  à  étudier  la  condition  dS  =  o  commune  au 
maximum  ou  au  minimum. 

840.  Cas  ou  V  ke  contient  qu'uwe  seule  fonction  j^ 
DE  X.  —  Alors  on  a,  dans  l*liypo thèse  la  plus  générale, 
diaprés  la  formule  (16)  du  n^  835, 


La  condition  dS  =  o  exige  que  l'on  ait  séparément 

g=o,     K  =  o. 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait  fixé  les  variations  rela- 
tives aux  limites.  Comme  la  déformation  qui  résulte  des 
variations  du  paramètre  a  est  entièrement  arbitraire,  la 
fonction  cd  est  elle-même  arbitraire,  et,  si  K  n'est  pas  nul, 
on  peut  choisir  (ù  de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  Xq  et  Xi,  elle  ait  constamment  le 
signe  de  K  ou  constamment  un  signe  contraire  à  celui 

de  K.  Alors  l'intégrale   I     Ktùdx  aura  une  valeur  dific- 

rente  de  zéro,  et  elle  sera  positive  ou  négative  à  volonté  ; 
par  conséquent,  quelque  valeur  que  Ton  suppose  à  Q,  on 
pourra  faire  en  sorte  que  iS  ne  soit  pas  nulle.  La  condi- 
tion du  maximum  et  du  minimum  exige  donc  que  l'on  ait 

(i)  K  =  o, 

et  il  en  résulte  nécessairement  qu'on  doit  avoir  aussi 

(1)  t,'  =  o. 

Soient 

V  =  F(x,r,/,^ ^(«)) 

et 

dVzzzXdx-^-Ydjr-hY'dy  -h...^  Y(")  dyi^)^ 

l'équation  (i)  pourra  être  mise  (n°  833)  sous  la  formo 
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C'est,  comnie  od  voit,  une  équation  différentielle  dont 
Tordre  sera  en  général  a/z,  et  son  intégrale  renfermera 
2/1  constantes  arbitraires.  Supposons  qu'on  ait  trouvé 
cette  intégrale  et  représentons-la  par 

(4)  r=/(-^.c„c„...,c,„); 

Téquation  (4)  fera  connaître  la  fonction  inconnue j^,  et 
il  n*y  aura  plus  qu*à  déterminer  les  27z  constantes  d, 
Cs)  •  •  •  y  C2/1  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  (2). 
Il  faut,  à  cet  égard,  distinguer  plusieurs  cas. 

I**  Si  les  valeurs  0:0,^0,  ji ,  •  •  •  ,j\!""\  J^i,Ji  i/i ,  •  •  - , 
^r^it-i)  relatives  aux  limites  sont  données,  les  variations  de 
ces  quantités  seront  nulles  et  Téquation  (a)  sera  satis- 
faite d'elle-même.  Différentions  n  fois  l'équation  (4); 
nous  aurons  des  résultats  de  cette  forme  : 

/=/0)(j:,C„C„...,Cîi«), 

i^\  j  y  =y^  '\^^ Cl,  Cl, .... Cj;,), 

I    •  ^ 

^(«-i)^yt»-i;(x,C„C„  ...,C,^). 

Remplaçant  alors,  dans  les  équations  (4)  et  (5), x,^, 
r'>  •  •  •  »  J^""*^  d'abord  par  x^,  jo»  /o ,  •  •  • ,  7^^^\  puis 
par  X|,  j^i,  j', ,  . . . ,  ji'*~*\  on  aura  un  système  de  a/i 
équations,  savoir  : 

I  X^  =y  (•'^o>  Cl,  Cl,  - . . ,  Cf/i), 

J^'^=^f^    '   («^O»   Cl,  Cl,     .    .    .  ,   Cl;,), 


(6) 


y^       — y^'*      ('o> Cl, Cl,  . . .,  Cl;,), 

X\  =y  (*i>  Cl,  Cl,  . . .,  Cl;,), 
y \  =y  *  '\^\y  Cl, Cl,  . .  -,  Ci„), 


qui  serviront  à  détermiaer  les  a/i  arbitraires. 
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2°  Si  Ton  donne  seulement  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  a/2  quantités  x^^  Jq^  . . .,  jo'''~*\  ^i,  j)  1,  . .  ., 
yi""*\  o^>  pl'^s  généralement,  si  Ton  donne  i  équations 

(7)  Mj-=o,     Mj3— o,      ...,     M/ r^  o 

auxquelles  ces  quantités  doivent  satisfaire,  on  difTéren- 
tiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  ^  ;  les  équa- 
tions résultantes 

•••••••• •.•••••••• •  ••••.., 

permettront  d'exprimer  i  variations  en  fonction  des 
2/2  -I-  2  —  i  autres;  on  portera  les  valeurs  de  ces  i  varia- 
tions dans  l'équation  (2),  et,  comme  les  variations  res- 
tantes sont  arbitraires,  il  faudra  égaler  à  zéro  leurs 
coefficients.  On  obtiendra  ainsi  2/2-4-2  —  i  équations, 
qui,  réunies  aux  équations  (6)  et  (7),  compléteront  le 
nombre  ^n-h  '^  d'équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  2/2  arbitraires  et  les  2/2 -f-  2  quantités  relatives  aux 
limites. 

3^  Si  aucune  relation  n'est  donnée  entre  les  quantités 
aux  limites,  les  variations  de  ces  quantités  resteront  ar- 
bitraires et  l'équation  (2)  se  décomposera  en  2/1-1-2 
équations  distinctes;  ces  équations  suffiront,  avec  les  2/? 
équations  (6),  pour  déterminer  les  4  n-r  a  inconnues.  Ce 
cas  est  compris  dans  le  précédent,  en  supposant  le 
nombre  i  réduit  à  zéro. 

Remarque.  —  Il  peut  se  faire  que  l'ordre  de  l'équa- 
tion (3)  s'abaisse  au-dessous  de  2/1,  et  cela  arrivera  né- 
cessairementsi  V  est  linéaire  parrapport  à  la  dérivéej^  ^"^  ; 
ce  cas  ne  saurait  ofirir  de  difficultés,  et  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'examiner  les  modifications  qu'il  exige. 

S.  —  Cale,  int,  4-^ 


2*06  CALCUL    ISTËGKAL. 

841.  Cas  ou  V  coktiejnt  plusieurs  fonctions  de  x,  — 
Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  V  renferme 
|tt  fonctions  y^  2,  &t^  . . .  de  jt^  avec  quelques^-unes  de 
leurs  dérivées,  et  nous  supposerons  d'abord  qu41n*existe 
aucune  relation  donnée  entre  les  fonctions  y,  z,  u,  .  .  . 
et  la  variable  indépendante  x.  Alors  la  variation  de  riii- 
légrale 

s       /     V^ 

sera  (nO  835) 


^S 


et  je  dis  que  la  condition  dS  =  o  exige  que  Ton  ait  sépa- 
rément 

K.  :^  o,     U  —  o,     G  —  o,     ... 

et 

En  effet,  supposons  que  K,  H,  G^  . . .  ne  soient  pas 
toutes  nulles  et  que  Ton  ait  fixé  les  variations  aux 
Umites;  les  fonctions  a>,  ^'  X'  *  *  *  étant  arbitraires,  on 
peut  les  choisir  de  manière  que  pour  chaque  valeur  de  or 
comprises  entre  Xq  et  X\  elles  soient  respectivement  de 
même  signe  que  K,  H^  G,  ...,  ou,  si  Ton   veut,  de 

signe  coiBtraire  à  K.,  H,  G, Alors  Tintégrale  qui 

figure  dans  Texpression  de  dS  aura  une  valeur  différente 
de  zérc^  et  dont  le  signe  peut  être  pris  à  volonté;  il  en 
résulte  qu^on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  dS  ne 
soit  pas  nulle.  Ainsi  Ton  doit  avoir 

K  ^^  o,     H  ^^-  o,     G  --  o,     . . . , 
et  par  suite  aussi 

Çr--:0. 

Les  premières  équations  constituent  «a  sjslème  d'é- 


quatîons  simultanées  dont  on  devra  d*abord  chercher  les 
intégrales.  Il  faudra  ensuite  satisfaire  à  Téquation  Ç=o, 
et  déterminer  les  arbitraires  introduites  par  Tintégra- 
tion,  ainsi  que  les  quantités  aux  limites,  si  celles-ci  ne 
sont  pas  données;  cette  recherche  n'offre  aucune  diffi' 
culte,  après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent; 
ta  marche  à  suivre  est  en  effet  exactement  la  même. 

842.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  V  renferme 
plusieurs  fonctions  j',  z,i/,  .  . .  de  or,  liées  à  la  variable 
par  une  ou  plusieurs  équations  données.  Soit 

*(Ar»5,  «,  . .  .):^-^o 

une  telle  équation.  En  la  différentiant  avec  la  caracié- 
rislique  d,  puis  avec  la  d,  on  a 

-r-  Jx  -4-  V-  ^J  4-  T-  ^3H-  -T-  ^u  4-,  *.3=<X 
Ôj:  Ôjr  ôz  âa  ^ 

^-  rfr  -f-  -r-  ^/  -h  -7-  tfi  4-  ^^  du-h,  .  .^^O: 
OX  OJ  ôz  ou 

si  Ton  retranche  ces  équations  Tune  de  l'autre  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  -j-  et  en  se  rappelant  que  Ton  a 

dy  dz 

jy  —  -^  Jx  r=  w,       ^Z  —    -r-  àx  --  O,     .  .  , , 

dx  dx 

il  viendra 

d4»  f)4»  d* 

0/  ôz  ou 

Ainsi,  à  chaque  équation  donnée  entre  x,y,  2,  i/,  . . . 

répond  une  équation  linéaire  entre  ot>,  o,  ;^, Si  le 

n€M»bre  de  ces  équations  est  égal  k  î,  tm  potirra  exprimer  i 
des  quantités  co,  tj,  ;^,  ...  en  fonction  des  fi — i  autres, 
et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  l'expression 

43. 
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de  JS,  il  viendra 


JS 


=  g-h   r    '(K'a>-|-II'BT-hG'xH-...)^'^- 


Les  fjt  —  i  fonctions  restantes  «,  cj,  ;^,  ...  étant  arbi- 
traires, le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre 
que  Ton  a 

K'  =  o,     H'  =  o,     G'  =  o,     ,.., 

avec 

5  =  0. 

Les  premières  équations,  jointes  aux  i  équations 
données  ^{jc^j',  z,u,  . . .)  =  o,  . . .,  constituent  un  sys- 
tème de  p.  équations  simultanées  qu'il  faudra  intégrer. 
L*équation  (/=  o  servira  ensuite  à  déterminer  les  arbi- 
traires et  à  achever,  s'il  y  a  lieu,  la  détermination  des 
quantités  aux  limites. 

Supposons  que  la  fonction  V  ne  renferme  que  deux 
fonctions  j',  z  liées  à  x  par  la  relation 


*(•'•,.>■»«)  — o; 
on  aura 


()♦ 


»uis 


d*  d*  ,,  -  ôr 

dr  dz  '  d^ 


d*       _,d4» 


^^""5^    /        di ^"^-^^ 


dz dj 

Tz 

les  conditions  du  maximum  et  du  minimum  seront  donc 

,,  d*       „  d*  ^ 

K-    —  H  — —  o     et    (7  =  o. 
ôz  Ojr  ^  , 
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D'une  classe  particulière  de  maxima  et  de  minima 

relatifs. 

843.  Après  avoir  montré  comment  on  peut  trouver 
les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  d'une  inté- 
grale définie 


quand  on  ne  s'impose  aucune  restriction,  nous  avons 
considéré  le  cas  où  les  variables  qui  figurent  dans  la 
l'onction  V  sont  liées  entre  elles  par  des  équations  don- 
nées. Il  peut  arriver  aussi  que  les  équations  de  condition 
renferment  soit  des  dérivées  des  fonctions  inconnues, 
soit  une  ou  plusieurs  intégrales  définies.  Il  n'entre  pas 
dans  notre  plan  de  développer  la  solution  générale  de 
cette  question*,  il  nous  suffira  de  traiter  le  cas  le  plus 
simple,  celui  dans  lequel  on  se  propose  de  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  l'intégrale  S,  en  imposant  la  condi- 
tion nouvelle  qu'une  deuxième  intégrale  définie 


(.)  s'^-T 


ait  une  valeur  donnée  /.  Dans  ce  nouveau  problème,  qui 
se  ramène  sans  difficulté  à  celui  du  n^  840,  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  d'un  maximum  relatif  ou  d'un 
minimum  relatif. 

Nous  raisonnerons  ici  comme  au  d?  839  ;  le  système 
des  fonctions  inconnues  et  tel  autre  système  aussi  peu 
différent  du  premier  que  Ton  voudra  peuvent  être  com- 
pris dans  un  système  plus  général  qui  renferme  un  para- 
mètre a.  De  plus,  dans  ce  système,  toutes  les  variables 
s'exprimentpar  une  même  variable  t  indépendante  de  a. 
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et  alors  on  a 

J,,    .     d'  J.,        dt 

en  sorte  que  S  et  S'  sont  des  fonctions  de  a.  Mais  la 

seconde  de  ces  fonctions  doit  se  réduire  à  une  constante, 

puisque  Tintégrale  S' doit  conserver  la  même  valeur  dans 

le  passage  d'un  système  de  fonctions  à  un  autre  ;  on  aura 

dS' 
donc  -J-  =o;  d'ailleurs  la  condition  du  maximum  ou  du 

da 

minimum  3era  -^  z:^  o,  comme  au  a®839  ;  ainsi  Ton  aura 

(3)  ^S:r=0,       ^S'.-nO. 

844.  Supposons  d'abord  que  V  et  V  ae  renferment 
qu'une  seule  fonction  y  de  la  variable  x;  les  expressions 
de  $S  et  de  ^S'  pourront  être  mises  (n°  833)  sous  la 
forme 

^j  ¥J  désignant  des  quantités  analogues  à  Ç,  K  respec- 
tivement. Posons,  avec  Cauchy, 

(5)  r    K'«d:rr^y(x); 
on  aura,  en  différentiant, 

(6)  K'«r---y'(a:),      d'oCl      «  =  4t^.    ' 

Iv 

Gomme  f(xo)  est  nulle  d'après  la  formule  (5),  l'expres- 
sion de  dS'  sera 

(7)  ^'^qA^^[x,Y 

et   celle  de   dS  deviendra,  en   remplaçant  b>  par  sa 
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valeur  (6), 

L'intégration  par  parties  donote 

par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  K|,  K!^  les  valeurs 
de  K  et  de  K!  pour  x  >^  Xo  on  aura,  à  cause  de  (f  (xo)  =^-  o, 

La  fonction  (f{x)  est  entièrement  arbitraire;  elle  est 
assujettie  seuiemeni,  par  sa  définition,  à  s'annuler  pour 

Cela  posé 9  on  voit,  par  la  formule  (7),  que  la  condi- 
tion dS'=  o  équivaut  à 

ce  qui  réduit  la  formule  (8)  à 

La  fonction  f  (x)  pouvant  être  choisie  à  volonté,  le 
raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n?  840 
montre  que  la  condition  (}S  =  o  exige 

(9)  ç-^^-o,  ^=0. 

La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  Tintégration^' 
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K 

î^— «ou 

(10)  K  '\~  flK!  =r  o, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  la  première  équa- 
tion (9)  devient  ensuite 

(n)  q-^aq=.o. 

Les  équations  (10)  et  (11)  sont  les  conditions  deman- 
dées du  maximum  relatifou  du  minimum  relatif;  on  voit 
qu'elles  sont  aussi  les  conditions  du  maximum  absolu 
ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale 

en  sorte  que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  se 
trouve  ramené  à  celui  qui  a  été  résolu  au  n**  840.  A  la 
vérité;  nous  avons  ici  une  constante  arbitraire  a  de  plus; 
mais  nous  avons  aussi  une  équation  nouvelle,  savoir 

845.  L^analyse  précédente  s^applique  sans  modifica- 
tions au  cas  où  V  et  V  renferment  plusieurs  fonctions j^, 
Zy  ...  de  la  variable  indépendante  x.  On  a  effectivement 

êS  =  q   -^    I  (KW  4-  H  BT  -i-  .  .  .  I  r/x, 


I  -/  '  (K^« 


Posons 


d'où 


K'a>-i-frcJ-r-...:::=?'(-r),       «  =  ?^  -  ~  CT 
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on  aura  ^(^Xo)=  o,  et  la  condition   ^S'=o  donnera 
cf  (a:,  )=  —  J';  en  outre,  l'expression  de  dS  deviendra 

âS  -- --  Q  -,- J"  [|;  f'(x)  +  (h  -  ^)  =r  +  .  .  .]  rf.r; 

d'ailleurs,  l'intégration  par  parties  donne,  à  cause  de 

9(x,)=-g', 

r"  d  - 

et  il  en  résulte 

>H^-w,^)*l  [-Ï,(-)-(h-|'':)o-....]^. 

Les  fonctions  ^(x),  o,  ...  étant  arbitraires,  la  condi- 
tion ^S  exige 

K 


^_         il    _  ^ 


avec 

K 

K 


ff-F-'^'-^o- 


K 

La  première  de  ces  équations  donne  ^,  =  une  constante 

—  a\  par  conséquent,  les  conditions  du  maximum  ou 
du  minimum  relatif  dont  nous  nous  occupons  seront 

K-f-«K'~  o,     H-i-ûH'— o,  ..., 
avec 

ce  sont  bien  les  conditions  du  maximum  absolu  ou  du 
minimum  absolu  de  l'intégrale  S  -f-  aS', 
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Remarques  sur  quelques  cas  pai^tîcdiliers. 

846.  Les  cas  des  maxima  ou  des  niinima  relatifs  se 
ramenant  à  celui  du  maximum  ou  du  minimum  absolu, 
nous  ne  considérerons  ici  que  ce  dernier  cas. 

Reprenons  la  formule 


r 


S::  -    I         Wdx, 

et  supposons  que  V  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  j^ 
de  X  avec  ses  deux  premières  dérivées  j^,^''^.  Si  Ton  pose 

et 

la  fonction  inconnue  j^  dépendra  de  l'équation  différen- 
tielle 

qui  sera,  en  général,  du  quatrième  ordre.  Nous  allons 
indiquer  quelques  cas  généraux  dans  lesquels  on  peut 
effectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégrations. 

I**  Si  V  ne  renferme  pasj^  et  que  Ton  ait,  en  consé- 
quence, 

Y  sera  nuUe,  et  alars  Téquation  (i)  se  réduit  à 

dx  '^'d^  "'^^ 
en  intégrant  et  en  désignant  par  C  une  constante,  il  vient 

(a)  _Y'+^=C. 

ce  qui  est  une  équation  du  troisième  ordre,  en  général. 
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On  peut  opérer  de  la  même  manière  lorsque  V  ren- 
ferme un  terme  du  premier  degré  en  y ,  car,  dans  ce 
cas,  Y  est  constant,  et,  en  intégrant  l'équation  (i),  on  a 

Yx-T'-f--J-r-C. 

dx 
a°  Supposons  que  Y  ne  renferme  pas  x  et  que  Ton  ait 

Si  Ton  résout  Téquation  identique 

dV  -=  Y  dj  -H  Y'  dy  -4-  Y'  dy" 

par  rapport  à  Y,  et  qu'on  porte  la  valeur  obtenue  dans 
l'équation  (i),  celle-ci  deviendra 

/  dY'       \        /«/*¥"  ^ 

ou,  à  cause  de  djr=ydx,  dy  ^-j'àx, 


Ux 


le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle 
exacte  ;  en  l'intégrant  et  en  désignant  par  C  la  constante, 
on  a 

(3)  V-y(Y'-^)-YV  =  C, 

équation  diflérentielle  qui  est,  en  général,  du  troisième 
ordre. 

3°  Supposons  que  V  ne  renferme  ni  x  ni  j',  et  que 
l'on  ait 

On  se  trouve  à  la  fois  dans  les  deux  cas  que  nous  venons 
d'examiner,  et,  à  cause  de  Y  =  0|  on  aura  ces  deux  in- 
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tégrales  premières  de  réquatlon  (i), 
dY' 


-Y'H- 


dY''  I  dY"  \ 


G  et  G  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'élimination 
de  --T— >  qui,  en  général,  contient  seule  la  dérivée  de  j^ 

€Mt£ 

dont  Tordre  est  le  plus  élevé,  donnera  donc  Tintégralo 
seconde 

(4)  v.=--Y'0''4-C'r'-f-C. 


u4pplication  de  la  méthode  des  variations  à  la  solution 

de  quelques  problèmes, 

847.  Problème  I.  —  Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points. 

Soient  x^j  y-Qj  Zq  et  x^j^'i,  Z|  les  coordonnées  des 
extrémités  de  la  ligne  demandée  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires.  La  longueur  de  cette  ligne  sera 


On  a  donc  ici,  en  conservant  toutes  les  notations  dont 
nous  avons  fait  usage  précédemment, 

, r '  dy'  -4-  zf  d:f 

puis 

X  -  -  O,       Y  r-  O,      Z  -r  O, 


Les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  inconnues, 
savoir  K  =  o,  H  =  o,  sont 

dY'  dZ' 

^  =  0,     —  =  o, 
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d'où  Ton  conclut 

Y'  r=:  const.,     Z'  -^  const.9 

cl  par  suite 

y  =  C,     z'=zC; 

on  tire  de  là,  par  une  nouvelle  intégration, 

(1)  j=rC^-i-Cp     zizC'x-f-C',; 

ainsi  la  ligne  demandée  est  une  ligtie  droite. 
La  condition  Ç  1:11  o  est 

(V,  -  -  ry,  --  z\  z\  )  (?..,  -•-  r.  eTr,  ^  K  ^^i 

en  employant  les  indices  o  et  i  pour  représenter  les  va- 
leurs que  prennent  aux  limites  les  diverses  quantités  que 
nous  considérons.  Si  Ton  désigne  par  ds  la  diirérentielle 
de  l'a  *c  de  la  ligne  demandée,  compté  à  partir  d^une  ori- 
gine quelconque,  on  pourra  écrire 

T=^,    z'^-^'    et    v-yy-zv^-; 

as  ds  lis  ' 

la  condition  relative  aux  limites  est  donc 

,3^  j  [(i)/-(S)/^-(z:),-.] 

-[(ï).''-'-+('l).''-^'+(s)>]=°- 

848.  Passons  à  la  détermination  des  constantes.  Si  les 
extrémités  de  la  ligne  demandée  sont  données,  les  varia- 
lions  Sxq,  Sjo,  Szof  Jxi,  Sjt,  Szt  sont  nulles  et  la 
condition  (3)  est  satisfaite  d'elle-même.  Alors  on  déter- 
minera les  constantes  C,  C| ,  C,  C\  en  exprimant  que  la 
droite  représentée  par  les  équations  (a)  passe  par  les 
deux  points  donnés  (xo,j'q,  Zq),  (j^o^o  ^i). 

Si  les  extrémités  ne  sont  pas  données  et  que  leurs  coor- 
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données  soient  liées  entre  elles  par  i  équations  données, 
on  diiTérentiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  d, 
puis  on  éliminera  i  variations  entre  les  équations  obte- 
nues et  la  formule  (  3  )  ;  enfin  on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  6  —  /variations  restantes.  En  tenant  compte 
des  i  équations  données  et  de  celles  qui  expriment  que 
la  droite  (  2  )  passe  par  les  points  (  JTo./o?  ^0  )?  {^^  ^Jt  >  ^t )> 
on  aura  les  dix  équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
coordonnées  des  extrémités  et  les  constantes  arbitraires. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  coordonnées 
Xo,^o>  ^0  sont  indépendantes  de  Xijj^i,  Zi  ;  Téquation  (3) 
se  décomposera  en  deux  autres,  savoir  : 

€ÊS^  uXq  CISq 

Supposons  que  Textrémîté  (xo^j^o»  ^0)  soit  assujettie 
à  demeurer  sur  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 


F(-^o»ro»^o)  — 0; 

on  aura 

ÔF  ^          ÔF  ^          âF  ^ 
dx^             àx^             dz^ 

Si  Ton  élimine  ix^  entre  cette  équation  et  la  deuxième 
équation  (4)»  puis  qu^ensuite  on  égale  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  d^o  et  de  izoy  on  aura 

^        «(r©       ^ 


dF         dF         dF 
à-To        àfo        dz^ 

ce  qui  exprime  que  la  ligne  de  longueur  minîma  est  nor- 
male à  la  surface  donnée,  résultat  confcH'me  à  celui 
qa^on  a  obtenu  au  n^  1OT. 
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Si  rexlrémité  (x©,  j'e>  ^0)  est  assujettie  à  rester 
sur  une  courbe  donnée  ayant  pour  équations 

on  aura 

àF  ^  dF  ^         ÔF  ^ 

<^J^o  ^,>'o  <^2, 

ÔJ-Q  ÔXo  ÔZq 

Les  variations  $x^,  5/o>  ^^o>  dont  ces  équations  déter- 
minent les  rapports,  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  au  point  (xo^j^o^  ^o)>  donc  la  deuxième  équa- 
tion (4)  exprime  que  cette  courbe  donnée  a  pour  normale 
la  ligne  de  longueur  minima. 

n  est  évident  que  ce  qui  précède  s'applique  à  Tune 
et  à  l'autre  des  deux  extrémités  de  cette  ligne. 

849.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  chercher  directement  les  conditions  du  minimum 
de  l'intégrale 


"  Vb        ■  ^  .r, 


en  procédant  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n"  836. 
On  a 

Or  l'équation  ds^  z=^  dx^  -\-  dj^-k-  dz^  donne 
ds9ds  m  dxidx  -f-  dy^dy  -f-  dz^dz\ 


donc 


J  \ds  ds      '         ds        J 
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ce  qui  devient,  au  moyen  de  Tintégration  par  parties, 

'^=[(S),".-(S)/--(^),'=.] 

Les  variations  Sx,  Sy,  dz  étant  arbitraires  sous  le  signe   /  •» 

celles  des  conditions  du  minimum  qui  déterminent  les 
fonctions  inconnues  seront 

.d.r  elr  ^dz 

ds  ds  ds 

ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  Ton  en  conclut, 
comme  au  numéro  précédent, 

dr  dz 

-•-  rr:  const.,      --  =  const. 

djc  dx 

Nous  nous  dispensons d^écrire  les  conditions  aux  limites, 
qui  sont  évidemment  celles  que  nous  avons  déjà  ob- 
tenues. 

850.  Problème  II.  —  Tromper  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  donnes  sur  une  surface  donnée, 

La  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique. 
Soient  [xqj  jQy  z^),  [x^,  y^^  z^)  les  coordonnées  des 
points  donnés  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires,  et 

(i)  FIj:,/,  s;  — o 

l'équation  de  la  surface  donnée. 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent; 
la  valeur  obtenue  pour  JS  convient  au  cas  actuel,  et  les 
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conditioDS  du  minimum  ou  du  maximum  seront  encore 

(2)  Sxd--  +  $Yd-^'ffSzd-r=.o, 

^    '  ds  '^      ds  eu         ' 

„,  ,  [fê),'-(l).'-(â),'-.] 

'-[(S).'-(E'-(S)/4 

seulement  les  variations  dx,  ij^  iz  doivent  ici  satisfaire 

à  Téquation 

//x  àF  .         àF  .         ÔF  ^ 

Si  Ton  élimine  d^  entre  les  équations  (a)  et  (4)^  puis 
qu^on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  variations  restantes 
^^f  ^J  ï  ïl  viendra 

d—        d^        d^ 

ds  ds    ds  ^ 

dx  djr  dz 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  contenues 
dans  cette  formule  se  réduisent  à  une  seule,  à  cause  des 
égalités 

dF  d^        ôF  dr         ^  ^  __ 
dx  ds  ôf    ds  dz    ils  ' 

dx   ,dx        dr   ,dr        dz   ,dz 

—  d h  —  ^-^  H ^ —  =  o, 

ds      ds        ds      ds        ds     ds 

dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  l'identité 

{sy-(i)'- (!)■=■• 

La  courbe  cherchée  sera  donc  déterminée  par  deux 
des  trois  équations  (i)  et  (5).  Les  constantes  introduites 
par  l'intégration  et  les  coordonnées  x©,  J'oi  ^o>  «2^0  T^i  >  -^i  » 

S.  '—  Cale,  int* 
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si  elles  sont  variables,  se  détermineront  ensuite,  sans 
difficullé,  en  faisant  usage  des  équations  aux  limites. 
Les  numérateurs  des  rapports  (  5  )  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes,  la  normale 
principale  de  la  ligne  géodésique;  d'ailleurs,  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  fait 
avec  les  mêmes  axes  la  normale  de  la  surface  donnée;  donc 
les  deux  normales  coïncident,   et  Ton  a  ce  théorème  : 

Le  plan  osculateur  d^une  tigne  géodésique  d'une  sur- 
face est  constamment  normal  à  la  surface. 

La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  n'a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs 
d'une  ligne  géodésique.  Ainsi,  sur  la  sphère,  les  lignes 
géodésiques  sontdes  grands  cercles,  et,  si  l'on  prend  deux 
points  sur  la  circonférence  de  l'un  de  ces  grands  cercles, 
la  propriété  du  minimum  n'appartiendra  qu'à  Tare  infé- 
rieur à  une  demi-circonférence. 

851.  Problème  lU.  —  Trou^^er  la  courbe  plane  qui 
passe  par  deux  points  donnés  ou  assujettis  à  des  condi- 
tions données,  et  qui  engendre  une  aire  minima  en 
tournant  autour  d'un  axe  donné  dans  son  plan. 

Si  l'on  prend  deux  axes  rectangulaires  dans  le  plan  de 
la  courbe,  dont  l'un,  celui  des  x,  coïncide  avec  Taxe  de 
rotation,  Taire  dont  on  demande  le  minimum  sera  le 
produit  par  2?:  de  l'intégrale 


I  -^  y^dx. 


On  a  donc,  en  se  reportant  aux  formules  générales  du 
n*^  833, 
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L^équatlon 

K  3^  o     ou    Y j-  =  o 

ax 

tombe  dans  Fun  des  cas  du  n^  846,  et  elle  a  pour  inté- 
grale première 

y--Ty-^c  ou  — '^- —  =z c, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 


cdr  ,,  ,     x  —  a      ,     r  "+-  s/x*  — 


dx  =  —    •     ■■  >     d'où     :—  log 


c 


t 


V>«-c» 


> 


a  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  écrire 


-=.€   *^    ,        ~  zrze       *^      » 

4t;  c 

d'oà 

ce  qui  est  Téquation  d'une  chaînette. 
L'équation  aux  limites  Ç=  o  est  ici 

elle  servira  pour  la  détermination  des  coordonnées  jti  ,  j^i 
et  jtq,  /o>  lorsque  celles-ci  seront  variables. 

Si  les  extrémités  sont  données,  l'équation  de  la  courbe 
suffira  pour  déterminer  les  constantes  c  et  a  ;  supposons, 
par  exemple,  que  les  ordonnées  de  ces  extrémités  soient 
égales,  et  prenons  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à 
Taxe  menée  à  égale  distance  de  ces  deux  points.  On 
aura  X|  =  — Xq  ;  par  suite,  la  constante  a  sera  nulle,  et 
Ton  aura,  pour  l'équation  de  la  courbe, 

46. 
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la  constante  c  se  déterminera  donc  par  la  condition 


=4 


e 


]. 


ro 


Si  le  rapport  —  est  inférieur  à  une   certaine  limite 

qu*on  détermine  aisément,  la  précédente  équation  n*a 
aucune  racine  réelle  c\  dans  ce  cas,  il  n^existe  ni  mini- 
mum ni  maximum. 

Lorsque  les  extrémités  sont  mobiles  sur  des  courbes 
données,  on  a 

et  Ton  conclut  facilement  de  là  aue  la  chaînette  demandéo 

A 

est  normale  aux  deux  courbes  données. 

852.  Problème  IV.  —  Etant  donnés  deux  points  A 
et  B,  trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point 
matériel  pesant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans 
le  temps  le  plus  court» 


La  courbe  demandée  est  dite  brachistochrone.  Prenons 
trois  axes  rectangulaires  dont  Tun,  celui  des  x,  soit 
parallèle  à  la  direction  de  la  pesanteur,  et  désignons  par 
(j:^,j^o>  ^o)>  i^iy^iy  ^i)  l^s  coordonnées  des  points  A 
et  B.  L'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  désignée 
par  g,  et  y,  z'  représentant  comme  à  Tordinaire  les  dé- 
rivées •j'i  3"  '  ^®  temps  employé  par  un  corps  pesant,  par- 
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tant  du  repos,  pour  aller  de  Â  en  B  est  égal,  comme  on  le 

démontre  en  Mécanique,  au  produit  de  la  constante  ^2^ 
par  rintégrale 

=x 


s  =  /  ■■'i'*y'*'- ,,, 


'0         v/-^  —  -0 

il  s'agit  de  trouver  les  conditions  du  minimum  de  S.  On 
a  ici 


V  — — ^    I^—z j—  9    1  j=  o,    Z  =r  O, 

1'  2! 


pais 

du:  dx 

Comme  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  conditions 
du  minimum  seront  ici 

dY'  âU 


=  0,     -r-  =  o, 


dx  dx 

d'où 

c  et  (/  étant  des  constantes  arbitraires.  On  a  donc 


d'où 


.'=^/, 


intégrant  et  désignant  par  d^  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  a  Téquation 


C 
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qui  est  celïe  d'un  plan  vertrcal  contenant  la  courbe  de- 
mandée. Ce  plan  passe  par  les  deux  points  donnés,  et, 
par  conséquent,  il  est  déterminé;  on  peut  le  prendre 
pour  celui  des  xy^  et  alors  on  a  c'=o,  0^'=  o,  d'où 
z=  o,  z'=  o,  et 


Résolvant  par  rapport  à  j'=  -^j  il  vient 


dx 


dx 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cycloïde  dont  la  base  est  hori- 
zontale (n^  231  )  ;  on  achèvera  de  déterminer  cette  courbe 

par  la  condition  qu'elle  passe  par  les  points  A  et  B  ;  -^  est 

ici  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

853.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  A  et  B 
ne  soient  pas  données,  mais  qu'elles  soient  assujetties  à 
certaines  conditions.  L'équation  ' 


c  -^ 


a  toujours  lieu,  et,  par  conséquent,  la  courbe  demandée 
est  encore  située  dans  un  plan  vertical*  Bien  que  ce  plan 
soit  inconnu,  rien  n'empêche  d'y  choisir  deux  axes  pour 
y  rapporter  la  courbe,  et  l'analyse  du  numéro  précédent 
prouve  que  cette  courbe  est,  dans  tous  les  cas,  une 
cycloïde. 

Tout  se  réduit  ici  à  déterminer  les  points  extrêmes  et 
le  rayon  du  cercle  générateur.  L'équation  aux  limites 
Ç=o  est  ici 


dx  =^o. 


0 

O 
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Or  on  a 

donc 

etf  parce  que  Y'  et  21  ont  des  valeurs  conslautesy 

^rfx=:4(Yy-hZV-^V)5 
notre  équation  devient  donc 

r V  —  Y'/-^  ZV)dr*  -+. Vfy  4-  Z'izV 

—  Tv  —  Y'/-  zvl*^4ri  — 
ou,  en  remplaçant  V,  Y'  et  Z^  par  leurs  valeurs. 

Enfin,  comme  on  a 

I  c  c' 

si  Ton  désigne  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
les  produits  ^y  et  \zf  étant  constants,  on  aura 

et,  par  conséquent,  Féquation  de  condition  sera,  après 
la  suppression  du  facteur  X|, 

Quelles  que  soient  les  conditions  auxquelles  les  points 
extrêmes  doivent  satisfaire,  on  achèvera  maintenant  la 
solution  sans  difficulté.  Supposons  que  chacun  de  ces 
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points  soit  assujetti  à  être  sur  uoe  courbe  donnée  :  on 

aura  séparément 

jj-,  +y,3'-t  +  y,jz,  =:o, 

Jj-g  +  y,  îxo  +  ï'i  S'a  =  O, 

d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  brachistochrone  esZ 
normale  à  la  courbe  donnée  qui  passe  par  le  point 
d'arrivée,  et  que  la  tangente  de  la  seconde  courbe 
donnée,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  de  la  brachistochrone  au  point  d'arrivée. 

8S4.  Peoblème  V.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle  que  l'aire  ABCD,  comprise  entre  l'arc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD,  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A,  B,  et  l'arc  de  la  développée  CD 
compris  entre  les  centres  de  courbure  C,  D,  soit  un 
minimum. 

Soient  MK.  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de 
l'arc  AM  =  j,  M'K'  un  rayon  de  courbure  infiniment 


voisin  ;  l'aire  comprise  entre  ces  rayons  R  et  les  deuit 
courbes  sera  évidemment  égale  à  Rds(i  -f-i),  t  étant  un 
infiniment  petit.  Si  donc  on  rapporte  la  courbe  à  deux 
ases  rectangulaires  Ox,  Oj-,  l'intégrale,  qui  doit  titre 


un  minimum,  sera 


<«^--r 


ii±y7. 


CHAPITBS  xti. 


7^9 


Ainsi  Ton  a 


on  est  donc  dans  l'un  des  cas  du  n^  846,  et  Téquation 
du  minimum  admet  Tintégrale  seconde 

mais  ici  celte  intégrale  se  réduit  simplement  à 

C  et  G  étant  des  constantes   arbitraires,  à  cause  de 

Y'S''  =  — V.  Remettant  R-/  au  lieu  de  V,  et  --   au 

lieu  de  J^  on  aura,  pour  déterminer  la  courbe  de- 
mandée, 

R^=C-+-C'-f-     ou     R  =  C  —  -t-C'-^- 
dx  tlx  dx  dx 

Posons 

dx        .  djr 

ds=='''''^'    ds  =^^'^' 

puis 

0,^=1  ^aco&a^     C  ^^  —  ^aÛTLOLy 

aeia  étant  de  nouvelles  arbitraires;  notre  équation  de- 
viendra 

R  r=r  4«sin(ç>  —  a). 

Mais,  si  Ton  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  a,  et  que 
Ton  désigne  toujours  par  (f  l'inclinaison  de  la  tangente 
de  la  courbe  cherchée  sur  l'axe  des  a:,  on  aura  plus  sim- 
plement 

l{z=:  /\asinf     ou     ds  =  ^asinfdtf, 

car  d(f  est  évidemment  égal  à  l'angle  de  contingence.  On 
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a  ensuite 

djr .  z  els C0S9)  =  ^asinj  cosf  dfz=:iasin^f  d^^ 

d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  Xo,  yo  ^^  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

X—  j:o=  a(2f»  —  sin  ay),    7  —  j^o  =  ^('  —  cosay); 

on  voit  que  la  courbe  demandée  est  une  cycloïde. 

855.  PnoBLÈME  VI.  —  Étant  donnés  deux  axes  rec^ 
tangulaires  O  a?,  Oy  et  deux  points  C,  D  dans  leur  plan, 
on  demande  de  troui^er,  parmi  toutes  les  courbes  de 
longueur  donnée,  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux 
points  C,  D,  celle  pour  laquelle  l'aire  ABCD  comprise 
entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  extrêmes, 
est  un  maximum. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  maxima  est  ici 


•«"a 

et  l'on  doit  avoir 

S'-:    ' 


/  'r^. 


/  étant  une  longueur  donnée.  Il  faut  alors  (n^  843)  cher- 
cher le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

'-      {x-has/i'hy*)dx, 

a  étant  une  indéterminée.  On  a  ici 
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et  l'on  est  dans  le  deuxième  des  cas  du  n^  846  ;  Téquation 
du  maximum  admet  Tiulégrale  première 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

^a'  — (c  — j-J' 

d'où 


x  —  c^=.^a^ — (c — jr]*     ou     (jr  —  c')*-h(^  —  cY^^a*, 
La  courbe  demandée  est  donc  un  arc  de  cercle  de  rayon  a. 

856.  PaoBLkHE  VII.  —  Parmi  toutes  les  courbes  iso^ 
périmètres  que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  qui,  en  tournant  autour 
d'une  droite  donnée  dans  le  même  plan,  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  résolution  ? 

L'intégrale  qui  doit  être  maxima  ou  minima  est 


et  Ton  a,  en  outre, 

il  faut  donc  ekercfaer  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 

'       (y -^  a)  \/ 1 -^' y*  (Ir. 

Comme  a  est  une  constante,  le  calcul  à  exécuter  est  le 
même  que  celui  du  problème  III  (n°  851),  et,  par  con- 
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séquenty  la  courbe  qui  engendre  la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  surface  est  une  chaînette. 

857.  PaoBLEMB  VIII.  —  Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres,  quelle  est  celle  à  laquelle  répond  le  volume 
de  révolution  minimum  ? 

L'intégrale  qui  doit  être  un  minimum  est 


=  r>.x. 


S 


et  Ton  a,  comme  dans  les  précédents  problèmes. 


JTtk 


II  faut  chercher  le  minimum  absolu  de 
On  a 


V=:7»-4-ûv^i-+-/S     Xz^o,     Y  =  ar,     Y'  = 


par  conséquent,  on  aura,  comme  dans  le  problème  VI, 

pour  rinlégrale  première  de  l'équation  différentielle  qui 
exprime  la  condition  du  minimum,  c'est-à-dire 

y  -T-        —  =  C 


ou 
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/ 


ce  qui  est  Téqualion  difFérenlielle  de  la  courbe  élastique 
(n«  709). 

858.  Problème  IX.  —  Déterminer  la  courbe  plane 
qui,  en  tournant  autour  d' un  axe  situé  dans  son  plan , 
engendre  la  surface  minima  renfermant  un  volume 
donné. 

L'intégrale  qui  doit  être  minima  est 

S  =    /     y)/i-^y^  dx, 
et  l'on  a 

y^  dx  =  const.  =  /. 

Nous  chercherons  le  minimum  absolu  de  Fintégralc 
2aS-4-S'=    /      {y^'\'iayyl\^y^)dT, 

a  étant  une  indéterminée.  On  a 

V  =^*-f- 'la/ /i -h-y*,        X  =  o, 

et  Ton  aura  ici  encore,  pour  l'intégrale  de  l'équation  qui 
répond  au  minimum, 

OU 

7«-+--— -^ —  =±62, 
b  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

)/ W'^y^ -  {y^  ±  b^)'^ 
S.  —  Cale.  int.  /|6* 
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Celle  équalion  n*esl  aulre  que  celle  dont  nous  nous 
sommes  occupé  au  n°  712,  et  qui  appartient  à  la  courbe 
décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  située  dans 
son  plan. 
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THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


Par  m.   HERMITE. 


s.  —  Cale.  int.  /|7 


NOTE 


SUR    LA 


THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


On  donne  le  nom  de  fonctions  algébriques  aux  poly- 
nômes entiers  par  rapport  à  une  variable,  aux  quotients  de 
ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  entière  par  rapport  à  l'inconnue  et 
à  cette  variable.  Les  fonctions  que  Ton  appelle  transcen- 
dantessoni  toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la  définition 
que  nous  venons  de  rappeler,  par  exemple  :  les  exponentielles 
et  les  logarithmes,  les  sinus,  cosinus,  tangentes  d'un  arc 
de  cercle,  ou  les  arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc.  Les  fonc- 
tions de  fonctions  que  Ton  obtiendra  par  des  combinaisons 
algébriques  de  ces  premières  transcendantes  seront  encore 
évidemment  des  fonctions  transcendantes,  et  Ton  voit  ainsi 
comment  on  peut,  quoique  sans  utilité,  en  multiplier  indé- 
finiment le  nombre.  C'est  en  quittant  le  champ  de  TAIgèbre, 
et  en  quelque  sorte  dès  l'abord  du  Calcul  intégral,  qu'on  est 
amené  naturellement  et  sans  efTort  à  l'origine  véritablement 
féconde  d'une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes  es- 
sentiellement les  unes  des  autres,  offrant  pourchacune  déciles 
un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même  temps  que 
des  caractères  communs  qui  les  réunissent  en  grandes  caté- 
gories, et  dont  l'étude  approfondie  estl'un  des  objets  les  plus 
intéressants  de  la  Science  actuelle.  Deux  géomètres  illustres, 
Abel  et  Jacobi,  ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de  leur 
nom  à  cette  étude,  en  posant  les  fondements  de  la  théorie 
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des  transcendantes  à  différentielles  algébriques,  dont  les 
logarithmes  Ç^  et  les  arcs  de  cercle   C     ^^^  forment 

les  termes  les  plus  simples  et  les  plus  élémentaires.  Après 
les  logarithmes  et  les  arcs  de  cercle,  s'offrent  les  fonctions 
elliptiques,  auxquelles  donne  naissance  l'étude  des  inté- 

crrales  C-  -  ^ ,  aui  ouvrent  la  série  des  nou- 

velles  fonctions  et  en  présentent  le  premier  terme.  Ce  seront 
celles  auxquelles  sera  consacrée  cette  Note,  et  dont  on  va 
essayer  de  donner  une  première  idée  en  présentant  Tes- 
quisse  de  leurs  caractères  les  plus  saillants. 

Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires 

et  elliptiques. 

En  rappelant  tout  à  Theure  la  définition  des  fonctions  al- 
gébriques, nous  avons  dit  qu'elles  comprenaient,  d'une  part, 
les  polynômes  et  les  fractions  rationnelles  et,  de  Tautre, 
les  racines  des  équations  F(/,  a:)t=zo,  dont  le  premier 
membre  est  rationnel  et  entier  par  rapport  à  la  variable 
et  à  l'inconnue/.  Dans  le  premier  cas,  les  fonctions  ne  sont 
susceptibles  que  d'une  seule  et  unique  valeur  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  Xy  tandis  que,  dans  le  second, 
elles  offrent  autant  de  déterminations  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  l'équation  supposée  irréductible  et  qui 
sert  à  les  définir.  Une  différence  du  même  genre  se  montre 
entre  les  transcendantes  simples  sin.r,  cos;r,  tango?  et 
arcsinj;,  arccos^c,  arctanga?,  les  premières  ressemblant 
aux  polynômes  et  aux  fractions  rationnelles,  comme  n'étant 
susceptibles  que  d'une  seule  et  unique  détermination  ;  les 
secondes,  au  contraire,  en  admettant  une  infinité,  sont  à 
cet  égard  comme  les  racines  d'une  équation  dont  le  degré 
serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  même  pour  l'ex- 
ponentielle e^et  le  logarithme  qu'on  peut  considérer  comme 
défini   par   l'équation   transcendante   ou   de   degré  infini 
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erzzzx.  Ce  rapprochement,  qui  s'offre  au  premier  aperçu, 
se  confirme  et  se  complète  par  les  remarques  suivantes. 
Pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable,  on  a 


= 
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et  du  fait  même  de  la  convergence  des  séries  résulte  qu'en 
les  arrêtant  à  un  terme  suffisamment  éloigné,  les  transcen- 
dantes se  trouvent,  avec  autant  d'approximation  qu'on  le 
veut,  remplacées  par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout 
au  contraire,  les  développements 


X*  x^        x^ 


l0g(  I  -f-  J?)  —  J7 -4- _  _|-  .  .  ,  ^ 

'2  J  4 

x"^         \  ,'\.x^        1 . 3 . 5 . J'"' 

arc  sm-r  =  a:  H -^ ,  -  -  h h . . . , 

•2.3         '2.4.5  '2.40.7 

x"^         x^        x"^ 

arc  tanfîar  —  x —  -4-  ^ h... 

°  3^7 

ne  subsistent  qu'en  supposant  le  module  de  la  variable 
moindre  que  l'unité,  et  l'assimilation  approximative  avec 
des  polynômes  n'est  possible  que  dans  un  intervalle  fort 
restreint.  Enfin,  et  ceci  est  le  point  qu'il  importe  surtout 
de  remarquer,  par  une  seule  valeur  donnée,  soit  de  l'expo- 
nentielle ou  des  fonctions  circulaires,  on  en  peut  obtenir, 
algébriquement  ou  même  rationnellement,  une  infinité 
d'autres.  C'est  ainsi  qu'en  Trigonométrie  rectiligne  on  cal- 
cule, en  partant  de  l'arc  de  lo",  toutes  les  valeurs  du  sinus, 
du  cosinus  et  de  la  tangente  qui  figurent  dans  les  Tables, 
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propriété  aussi  remarquable  qu4mportante  de  ces  fonc- 
lions,  et  qui  découle  de  ces  relations 

sin(a^  ->[-y)  =  sinarcos^  -+•  sin^cosa^. 
cos(ir  -r-^)  —  cosar  cosj^  —  sina?  s\nj'. 

•^  I  —  langer  tang^ 

dont  les  seconds  membres  sont  composés  algébriquement 
avec  les  fonctions  relatives  à  l'argument  .r  et  à  Targument^. 
Ces  mêmes  propriétés  nous  les  trouverons  dans  les  fonctions 
elliptiques,  dont  elles  constituent  les  caractères  les  plus 
essentiels,  et  nous  les  résumerons  en  disant  des  nouvelles 
transcendantes  qu  elles  sont  des  fonctions  uniformes,  à 
détermination  unique,  analogues  à  des  fractions  ration- 
nelles, auxquelles  on  peut  les  assimiler  avec  autant  d'ap- 
proximation,  et  dans  une  aussi  grande  étendue  quon  le 
veut,  des  valeurs  de  la  variable,  et  de  plus  que  les  fonc- 
tions relatives  à  la  somme  de  deux  arguments  x  et  y 
s*expriment  algébriquement  par  les  fondions  relatives 
à  l* argument  x  et  à  V argument  y.  Enfin,  et  de  même 

qu'à  Texponentielle  et  au  sinus  répondent  les  expressions 

,  .  , .       r  dx      r     dr 

inverses  loff.r  et  arcsinu:  ou  bien  /  —  ,    /  _ 

J    -^      J   y/i-j"' 
verrons,  avec  une  infinité  de  déterminations,  s'oftVir  comme 
inverse  des  fonctions  elliptiques  l'intégrale  d'une  nature 

plus  élevée  /     , — — '  -    »  où  la  quantité  placée 

sous  le  radical  est  du  quatrième  degré  en  x. 

De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires 

et  elliptiques. 

Cette  propriété  importante  manifeste  d'une  manière  toute 
particulière  la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  pos- 
sèdent avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous 
les  avons  tout  à  l'heure  rapprochées,  et  leur  imprime  leur 
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caractère  le  plus  apparent  en  quelque  sorte  de  fonctions 
transcendantes.  C^est  d^ailleurs  par  la  périodicité  que  les 
sinus  et  cosinus  interviennent  dans  presque  toutes  les  ques- 
tions de  L'Analyse,  depuis  les  études  qui  ont  pour  objet  les 
propriétés  abstraites  des  nombres  entiers  jusqu'aux  appli- 
cations du  Calcul  à  la  Physique  et  à  TAstronomie.  Aussi 
est-il  bien  digne  d'intérêt  d'étudier  à  ce  point  de  vue,  dans 
la  longue  chaîne  des  nouvelles  transcendantes,  celle  qui 
s'offre  à  son  commencementet  se  joint  immédiatement  aux 
fonctions  circulaires,  les  seules  connues  pendant  si  long- 
temps. Au  début  de  leurs  travaux,  Abel  et  Jacobi  firent 
simultanément  la   découverte  capitale  que  les  fonctions 
elliptiques  possèdent  deux  périodes,  une  première  qu'on 
peut  toujours  supposer  réelle,  et  une  autre  qui  est  néces- 
sairement imaginaire.  Jacobi  démontra,  en  outre,  qu'une 
fonction    uniforme   d'une*  variable    ne   pouvait    posséder 
plus  de  deux  périodes,  et  M.   Liouville,  après  lui,  em- 
brassant dans  toute  sa  généralité  la  théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques^  fit  voir  qu'elles  se  réduisaient 
aux  seules  fonctions  elliptiques,  et  mit  hors  de  doute  la 
prévision  de  Jacobi,  que  ces  fonctions  résumaient  en  elles 
tout  ce  que  pouvait  présenter  l'Analyse  à  l'égard  de  la  pé- 
riodicité, envisagée  dans  le  sens  le  plus  étendu.  Nous  allons, 
dans  ce  qui  suit,  nous  occuper  du  mode  d'après  lequel  se 
manifeste  analytiquement  ce  fait  si  remarquable  de  la  dou- 
ble périodicité,  en  commençant  par  étudier  sous  ce  point 
de  vue  la  périodicité  simple  dans  les  fonctions  circulaires. 
Mais,  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son  caractère  élémen- 
taire et  purement  arithmétique,  nous  donnerons  la  démon- 
stration de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une  fonction  à  plus 
de  deux  périodes. 

I.  —  Proposition  de  Jacobi, 

En  désignant  par  a  et  ^  deux  quantités  dont  le  rapport 
soit  réel  et  incommensurable,  on  sait,  par  la  théorie  des 
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a 


fractions  continues,  qu'il  est  possible  d'approcher  de  -r  par 

une  infinité  de  fractions  rationnelles  — }  de  manière  à  véri- 

n 

fier  la  condition 

a       m        t 

^. 

b         n        /i* 
£  étant  moindre  que  Tunité.  De  là  on  tire 

na  —  mo  =  —  • 
n 

Or  une  fonction  ayant  pour  périodes  a  et  6  ne  changera 
pas  en  ajoutant  à  la  variable  une  somme  de  multiples  de 
ces  quantités  par  des  nombres  entiers,  telle  que  na  —  mb. 
Comme  le  nombre  n  peut  être  pris  aussi  grand  qu^on  veilt, 

sans  quoi  j-  ne  serait  pas  incommensurable,  la  nouvelle 

période  na  —  Tnb^=.  —  peut  être  rendue  plus  petite  que 

toute  quantité  donnée,  et  par  là  nous  reconnaissons  déjà 
quMl  ne  peut  exister  de  fonction  doublement  périodique 
où  le  rapport  des  deux  périodes  serait  réel  et  incommen- 
surable. 

C^est  à  cette  même  conclusion  d^une  période  infiniment 
petite,  ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit, 
que  nous  allons  parvenir,  en  supposant  trois  périodes  ima- 
ginaires 

a  =  a  H-  la', 

Je  dis,  en  effet,  qu'on  peut  déterminer  une  infinité  de  nom- 
bres entiers,  m,  /i,/?,  tels  que  le  module  de  am  -^  bn  -{-  cp 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  forme  quadratique  ternaire 

f  =  (^ax-h^y-+-'^z)*-{-{a'x-h  p>-h  y'-*)*-^  r^y 
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OÙ  X  est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  détermi- 
nant est 

A  = ^- 

Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indéter- 

n  j— 

minées,  aura,  comme  on  sait,  pour  limite  supérieure  v^A, 
de  sorte  que,  en  désignant  par  m,  n,  p  ces  valeurs,  on 
obtient  l'inégalité 

et,  à  plus  forte  raison, 

S^il  est  donc  impossible  d'avoir  à  la  fois 

am  -f   p/i  -■   Y/'  -  ^> 

a'm  -4-  p'/i  —  Y  Z'  -~  ®» 
ou  bien 

am  -»-  6/1  -;    cjo  —  o, 

c'est-à-dire  si  a,  b-,  c  sont  trois  périodes  réellement  dis- 
tinctes, on  reconnaît  que,  \  croissant,  A  peut  devenir  aussi 
petit  qu^on  veut,  et  qu^on  parvient  à  des  périodes  dont  le 
module,  ainsi  que  nous  Tavons  annoncé,  est  indéfiniment 
décroissant.  Toutefois  nous  supposons  que  le  déterminant 
de  la  forme  quadratique  ne  soit  pas  nul.  Mais,  dans  ce  cas 
particulier,  au  lieu  de  la  forme  ternaire,  on  considérera  la 
forme  binaire 

(aa: -H  P7)» -r- (a'ar -+- p»«  H- {-^ .  ■ 

Sous  la  condition  ap' —  px'zi=o,  son  déterminant  sera  —  ^ ,  -  ' 

et  ne  pourra  plus  jamais  s'évanouir.  Or,  en  supposant  que 
le  minimum  soit  donné  pour  j:  =:///,  ^  =  n^  on  aura 
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et,  a  fortiori  y 

(«m  -  p/i)î--(a'm  -+-  p'n)*  <  U 'tl—-^ 


> 


de  sorte  qu^on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et 
parvenir  à  une  période  am  +  hn  dont  le  module  sera  d^une 
petitesse  arbitraire.  Ce  cas  particulier  rentre  d'ailleurs 
dans  celui  dont  nous  nous  sommes  occupé  en  premier  lieu, 
car   la   condition   ap'  —  px'  =  o   exprime   que   le   rapport 

a  -\-  il!        a  ,   , 

-r rQ7  =  7  est  réel. 

IT.  —  De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires, 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition 
dans  le  cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui 
concerne  la  périodicité,  tandis  que,  au  point  de  vue  de 
TAnalyse  pure,  en  prenant,  par  exemple,  pour  définition 
les  développements 

S\ïiX  —  X  - 


\  ,'>..6        1 . 'i . 3 . 4 . 3 
x^  .r* 


cosa"  —  I  — 


l  .  '2  1.2.3.4 


ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  caché.  11 
n'en  est  pas  autrement  à  Fégard  de  l'exponentielle  consi- 

l-H  —  j 
X  x^  x^ 

ou  comme  la  série  i  H 1 '■ 1 — r-  -h  . . ..  Mais  les 

1  1.2  1.2.3 

fonctions  circulaires  sont  susceptibles  d'autres  expressions 
où  le  caractère  périodique  apparaît  tout  aussi  immédiate- 
ment qu'en  Géométrie,  et  qu'il  est  d'autant  plus  intéressant 
d'étudier  que  d'elles-mêmes,  par  une  généralisation  facile, 
elles  conduisent  aux  fonctions  plus  élevées  possédant  deux 
périodes  différentes.  Pour  premier  exemple,  je  prendrai  le 
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développement  en  produit  infini 

qu^on  peut  considérer  comme  la  limite,  pour  m  infini,  du 
polynôme 

„.,=,(,-ï)(,-^)(,-.î). 


(-0(-0( 


H ) 

m/ 


Or  on  voit  de  suite  qu^on  a 

m  -4-  î   •-  .r 

ce  qui  donne,  en  supposant  rti  infini, 

d^où  Ton  conclut 

sin(7:J*  -ht:)—  —  sinira: 

et,  en  remplaçant  r.jc  par  x, 

sin(j^  î-t:)—  —  sinx 
et,  par  conséquent, 

sin(j7  -h  ai:)  --=  sina?. 

Nous  serons  conduit  à  un  second  exemple  en  prenant  la 
dérivée  logarithmique  des  deux  membres  de  Téquation  (i), 
savoir 

II  I  I 

ir  cotir  J7  = i H 1 :;  -f-  . . . 

X       X  —  I        X  —  'x       X  —  3 

i  II 

X  \-\       X  -ç-'x       a?  -h  3 
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Si  Ton  change  œ  en  op  -{-  i,  le  second  membre  devient 

III  I 


-t-  I  iC  X  —  I  X  —  '2. 

I  T  I 


H-  '2        a;  -t-  3        07-1-4 

et,  par  suite,  se  reproduit,  car  les  fractions  partielles  n^ont 
fait  que  changer  de  place  en  s^avançant chacune  d^un  rang. 
G^est  ici  qu^on  voit  s^ofTrir,  par  une  généralisation  facile, 
la  manière  suivante  de  représenter  une  fonction  ayant  pour 
période  une  quantité  quelconque,  à  savoir 

çp(j7)cp(a:  —  a)cp(a:  —  ia)o{x  —  3a)  ... 

0(37)  -i-cp(ir  —  a)-+-ç(a7  —  2a)-4-cp(j?--  3a)-i-... 

©(a: -»- a) -f- ^(.r -4- aa) -h  o(a:H- 3a)  — 

La  condition  de  convergence  du  produit  ou  de  la  série 
infinie  est  seule  à  remplir,  et,  si  Ton  peut  y  satisfaire  en 
choisissant  pour  ©(^)  une  fonction  qui  soit  elle-même  pé- 
riodique, on  se  trouve  amené  à  l'expression  d'une  fonction 
à  double  période.  Tel  serait,  par  exemple,  le  développe- 
ment 


sina:        siii(j7  —  a)        siii(ir  —  'xa)        sin(27  —  3a) 
I  I  i 

sin(j7-»-a)        sin(a7 -+- -ia)        sin(a;-f-3a)       '**' 

qui  s'ofl're  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu'on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque 
la  quantité  a  sera  imaginaire.  En  supposant  a  réel,  les 
termes  successifs  de  la  série  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la 
divergence  serait  manifeste,  ce  qui  s'accorde  bien  avec  ce 
qui  a  été  dit  précédemment  de  l'impossibilité  d'une  fonc- 
tion à  deux  périodes  réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l'intermédiaire  d'une  fonc- 
tion déjà  périodique  et  parvenir  à  l'expression  d'une  série 
doublement  périodique  par  ce  développement  doublement 
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infini 

^  cp(ar  -{-  ma  4-  /i6), 

a  et  6  désignant  les  périodes,  /n  et  /i  des  nombres  entiers 
variables  auxquels  on  attribuera  toutes  les  valeurs  de  — oo 
à  +00.  Et  de  même,  au  point  de  vue  des  produits  infinis, 
une  analogie  immédiate  conduit  à  envisager  des  expressions 
de  la  forme 


Jl  A    V         ^^^  ~^-  '*^  / 


ni  et  n  recevant  encore  toutes  les  valeurs  entières,  en  n'ex- 
ceptant que  la  combinaison  /n=:o,  ai  =  o.  Mais  Tétude 
approfondie  de  ces  expressions  a  révélé  une  circonstance 
importante  autant  que  singulière.  M.  Gayley,  dans  un  Mé- 
moire sur  les  fonctions  doublement  périodiques  publié  dans 
leJournal  de  M.  Liouville,  t.  X,  a  fait  voir  que  leur  valeur 
dépendait  essentiellement  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait 
croître  simultanément  jusqu'à  Tinfîni  les  nombres  m  et  /z. 
Par  exemple,  on  obtient  une  expression  analytique  parfai- 
tement définie  et  déterminée  en  admettant  la  condition  que 
m  et  /i  soient  les  coordonnées  d'un  point  contenu  dans  l'in- 
térieur d'un  cercle  x^-\-  y'^zm  R',  dont  on  augmente  indé- 
finiment le  rayon.  Mais,  en  remplaçant  le  cercle  par  une 
autre  courbe,  ce  sera  une  autre  fonction  qui  s'offrira  à  la 
limite,  et,  au  lieu  de  réaliser  de  la  sorte  des  fonctions  dou- 
blement périodiques,  qui  se  reproduisent  en  changeant  x 
en  j?  -h  a  et  J?  -h  6,  on  parvient  à  des  fonctions  qui  se  re- 
produisent multipliées  par  un  facteur  exponentiel.  Ces 
fonctions  présentent,  en  effet,  l'élément  analytique  fonda- 
mental sur  lequel  repose,  comme  nous  le  verrons,  toute  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  Mais  on  remarquera  que 
la  prévision  fondée  sur  l'analogie  des  expressions 


M.  M.     \         ma  -h  no  / 
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ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas 
précisément  les  fonctions  à  deux  périodes,  bien  qu^elles  en 
fournissent  les  éléments  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans 
toute  leur  étendue  ces  considérations  délicates  et  intéres- 
santes, nous  allons  toutefois  en  donner  Tidée,  en  nous  bor- 
nant aux  produits  simplement  infinis  qui  conduisent  aux 
fonctions  circulaires. 

III.  —  Sur  l'expression  I  1  a?f  n J  • 

Le  fait  principal  sur  lequel  nous  voulons  appeler  Inatten- 
tion consiste  en  ce  que  ce  produit  n^est  périodique  qu^au- 
tant  qu^on  Ten visage  comme  la  limite  déjà  considérée,  sa- 
voir 

(.+  7)(-*;)-(-*S)' 

pour  m  infiniment  grand.  Faisons,  en  effet, 

('-^7)('-^1)--(-^î,)' 

et  concevons  qu^on  augmente  inéfinimentm  et  n  en  posant 
la  condition 

u)  désignant  une  constante  désignée  à  Tavance;  nous  allons 
montrer  que,  pour  n  infini,  la  limite  de  o(â?)  dépend  de  a> 
et  n^est  périodique  qu^en  supposant  co  =  i. 
Soient,  pour  abréger, 


51-^=  - 

Jmd  X  —  n  X 

51-^  =  -^ 

JmàX-^  m         X  -h  l 


1  I 

H h...  H > 


X  X  —  I  X  —  n 

I  I 


a?  -+-  i  x-^  m 
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Inéquation  (i)  donne,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique 
des  deux  membres, 

(p'(x)  _ 


(2)  j_L_^=X |_X 

cp(j7)      jUix  —  n      jUix-^m 

Or  on  a  identiquement 

^àx  —  n~jid\x — u       n)      ^dn      ^ànx  —  n*      ^dn^ 

y-i-=v(-i — -LUy±=y — ■— +y-i, 

Jmdx-r  m  ^d  \x -T-  m  m}  J^  m  J^  mx-\- m*  Jt^  m 
de  sorte  que,  en  faisant  encore 

on  peut  écrire 

<p(j7;      jidnx  —  /A*      j^mx-^-/n*         ' 
et  il  s^agit  d^obtenir  la  limite  du  second  membre  lorsque  m 
et  n  croissent  jusqu^à  Tinfini.  Or  les  séries^ — j> 

:  sont  Tune  et  Tautre  convergentes,  ont  sépa- 

rément  des  sommes  finies  et  donnent  lieu,  par  conséquent, 
à  des  limites  parfaitement  déterminées,  où  la  condition 
nzzzdyn  ne  peut  jouer  un  rôle.  Mais  il  n^en  est  plus  de 

même  à  Tégard  des  séries  51  ^  '  2  "  '  ^^"^  ^®*  sommes 

croissent  indéfiniment  avec  m  et  n\  d^oii  résulte  que  X  se 
présente  comme  la  différence  indéterminée  de  deux,  infinis, 
et  il  s^agit  d^en  obtenir  la  valeur. 

Nous  représenterons  à  cet  effet,  par  une  intégrale  définie, 

la  série  — i h ...  H »  en  partant  de  la  relation 


I        2  m 


s. 


xV--^dx  =  -• 
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On  aura  ainsi 

-\ r-  . .  .H =  /     dxii-k-x  -h  . . .  -ha:»*-n 


'         ^  0 


X 


et  il  en  résulte  que  la  difTérence  des  deux  séries  semblables 
\^  — ,  5j  ""  s'exprime  par 

\     dx I     dx~        —  =  I     dx , 

et  il  s'agit  de  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  po- 
sant m  =  0)71  et  faisant  n  infiniment  grand.  On  y  parvient 
aisément  par  cette  transformation  très  simple 


On  a,  en  effet, 


z 

X  —  \ 

n 


/  1  —  X  ^  z 

•'  0  0 


f 


\  i-ÏÏ-i-iJ 


-0  ^ 


et,  par  conséquent,  pour  n  infini,  l'intégrale  bien  connue 

*  ç-Z  _    f>-tùZ 


*-'o 


La  quantité  désignée  par  X,  ayant  ainsi  pour  valeur  /co, 
ne  s'évanouit  qu'en  supposant  o)  i=  i ,  et,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (2)devient 

(f'x  _    I  î 


cpa?        X       X  —  1        X  —  2,  X  —  m 

I  î  I 


X  -hl  X  -r-  -2  X  -T-  m 
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et  il  est  visible  qu'on  peut  remplacer  les  deux  séries  infinies 
par  cette  seule  série  convergente 


^(^X)~~  X         X^ — I  x^ — 4  '  x^ //l* 


•  •  > 


dont  la  somme  est  ic  cotit  j;.  Mais,  en  général,  et  en  laissant 
entre  m  et  /i  le  rapport  arbitraire  co,  on  aura 

--. — -  =  it  cet  ira?  -+-  /(li, 
d'où 


/ 


,    o'{x)         ,    .  , 

dx-i— —   =  Isinizx -^  X  Ita -h  consi. 


et,  par  suite, 

C  étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d'indé- 
termination que  comporte  l'expression  1  1  x(  i  -i-  -  )  et 
pourra  servir  à  faire  comprendre  le  fait  analogue  relatif 
au  produit  doublement  infini  I  1  a:[  i  H j-~  )»  dont 

la  valeur  générale  s'obtient  en  multipliant,  par  une  expo- 
nentielle de  la  forme  e*''"^ ?'"+'**',  une  valeur  particulière, 
déterminée  en  définissant  par  une  courbe,  comme  nous 
l'avons  dit  plus  haut,  la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les 
nombres  entiers  m  et/i,  en  les  faisant  croître  indéfiniment. 
Mais,  sous  un  point  de  vue  plus  général,  on  peut  se  de- 
mander s'il  existe  des  fonctions  uniformes  et  entières  qui 
aient  deux  périodes.  Tel  est  l'objet  de  la  proposition  sui- 
vante, due  à  M.  Liouville,  et  dont  l'illustre  géomètre  a  fait 
la  base  d'une  théorie  complète  des  fonctions  doublement 
périodiques  ('). 


(*)  On  pourra  conBulter  sur  ce  sujet  l'Ouvrage  do  Briol  et  Bouquet, 
intitulé  :  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  et  en  particu- 
lier des  fonctions  elliptiques.  Paris,  Mallet-Bachelier. 

S.  —  Cale,  int.  4^ 
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IV.  —  Proposition  de  M,  Lio maille. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  uniforme  f(a:), 
possédant  deux  périodes  a  et  b,  se  réduit  nécessairement 
à  une  constante  si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  va- 
leur de  la  variable.  Partons,  en  effet,  de  Texpression  sui- 
vante, de  toute  fonction  entière,  uniforme,  ayant  pour  pé- 
riode a,  savoir 

«0 

La  condition  î{x  -{-  b)  =z  f(a;)  donnera  Tégalité 

2  lire  iiTT.r       ^--« 

Ame       ^  e        «    =2à 


iltb  iiTT.r        ^-^  /It.r 

m 


=    T  AmC*"*    a 


—  am-   — 


el,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  e         "  ,  on 
trouve,  en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  a, 


i'Kb 
a/n 

rimC  =  Ajfi' 


On  en  conclut  que  A,„  est  nul;  car,  en  supposant  imagi- 
naire, ainsi  qu'on  le  doit,  le  rapport  des  deux  périodes  -> 

on  ne  peut  avoir  e  "  ziz  i  que  pour  la  seule  valeur  m  =:o. 
A,„  devant  être  supposé  nul  pour  toute  valeur  de  m,  sauf 
/n  =  o,  on  voit  que  f  (^)  se  réduit  à  la  constante  Aq. 

Cette  proposition,  aussi  simple  qu'importante,  nous  fait 
voir  que  les  fonctions  à  deux  périodes  seront  nécessaire- 
ment des  transcendantes  fractionnaires;  elle  rend  compte, 
a  priori,  des  singularités  que  présente  la  nature  des  pro- 
duits doublement  infinis  I  I  ^(  i  H r  )>  et  montre 

ii     \         ma-T-nb/ 

l'impossibilité  de  donner  pour  origine  aux  fonctions  à  deux 
périodes  l'expression  plus  générale 

o{x)^{x  —  a)  <p(a7  —  aa)(p(a7  —  3a)... 
x^{x  ^  a)^{x  -f-%a)f^{x  -^Za) . . . , 
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en  prenant  pour  (p(^)  une  fonction  périodique  entière.  Mais 
ces  expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions 
à  double  période,  nous  amènent  à  celles  qui  leur  servent 
de  numérateur  et  de  dénominateur,  et  c^est  à  ce  moment 
que,  à  proprement  parler,  nous  entrons  dans  Tétude  des 
fonctions  elliptiques. 

Définition  des  fonctions  ©(^),  H(^),  Bi(^),  H,  (^);  leurs 
expressions  en  produits  et  en  séries. 

Rien  n^est  plus  important  ni  plus  digne  dUntérét  que 
Tétude  attentive  des  procédés  par  lesquels,  en  partant  des 
notions  antérieurement  acquises,  on  parvient  à  la  connais- 
sance d^une  fonction  nouvelle  qui  devient  Torigine  d^un 
nouvel  ordre  de  notions  analytiques,  et  un  Traité  complet 
sur  le  sujet  qui  nous  occupe  ne  devrait  omettre  aucune  des 
méthodes  découvertes  et  suivies  à  Tégard  des  fonctions 
0(a?)  et  H  (a:).  Mais  ici  nous  n'en  indiquerons  que  deux, 
la  première  se  liant  naturellement  à  ce  qui  précède  et  la 
seconde  devant  nous  permettre  de  donner  un  aperçu  sur 
les  fonctions  analogues,  mais  à  plusieurs  variables  et  d'un 
ordre  plus  élevé,  qu'on  nomme  fonctions  ahéliennes  ou 
ultra-elliptiques, 

1.  —  Première  méthode. 

Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par 
Jacobi  dans  Fimmortel  Ouvrage  intitulé  :  Fundam,enta 
nova  theoriœ  functionum  ellipticarum,  et  nous  représen- 
terons les  quantités  qui  serviront  de  périodes  par  K  et  iK\ 

i  désignant  y/ — i.  Cela  posé,  soit  ^{x)  une  fonction  en- 
tière ayant  pour  période  a  K;  nous  considérerons,  au  lieu 
des  expressions 

<f(x)o{x  —  iK')^(x  ^aïK')... 
X  9(x  -t-  iK')<p(a:  r-2<K') 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à  la  définition  d'une 
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fonction  entièrement  déterminée,  les  suivantes  : 

*(:r)  =  o(x-+-  iK')^(x  -+-  3  îK')  <p(ar  -h  5*K')  . . . 

X  cp(— X-+- tK')«p(— J^ -+- 3tK')«(— ar -h  5iK')  . . . 
et 

^i(x)  =  ^(x)^{x-h  2iK')(p(jr-f-  4tK')  .. . 

x<|p(— ar-f-  '2tK')(p(—  x-i-  4tK') 

On  aura  d^abord 

4>  (a?H-  2K)  =  4>  (x) 

on  trouvera  ensuite  facilement 

*,(a7-+-tK')  =  *  (a:), 

et,  en  dernier  lieu, 

Nous  n^avons  donc  pas  ainsi  de  fonctions  doublement  pé- 
riodiques, mais  des  expressions  qui  se  reproduisent  multi- 
pliées par  un  certain  facteur  lorsqu'on  ajoute  21K'  à  la 
variable.  Soit,  par  exemple, 

/TT-r 

^(jr)  =:  I  -I-  e  ^  , 
ce  qui  donne 

?(^)    "  ' 

il  est  aisé  de  voir  que  les  produits  infinis  seront  alors  con- 
vergents, de  sorte  que  *(.r)  et  *i(x)  représenteront  des 
fonctions  holomorphes  dans  tout  le  plan. 

K' 

—  w  — 

Désignons,  en  effet,  par  q  la  constante  e      '',  dont  le  mo- 
dule sera  supposé  moindre  que  Tunité,  et  remarquons  que 
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Ton  a 

<p(a?  -+-  /iiK')  tp(—  a?  -+-  /iiK')  =  n-  ay"  cos  -r^  ■+•  ^*'*. 

En  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  Texpressioji 

I  I  M  -h^q"*  cos^  -+■  y*'*]» 

où  nous  ferons  successivement 

n  =  I,  3,  5, 
puis 

w  =  2,  4,6, 
on  obtient  la  série 


K  ""  K-  2i 


—  y 


IZX 

tn 


I  -{-  a^^cos-^  -4-  q 


qui  est  convergente  sous  la  condition  admise  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable. 

Les  fonctions  ^{x)  et  4>, (^),  que  nous  obtenons  ainsi, 
ont  Tune  et  Tautre  la  période  2K  et  satisfont  aux  équa- 
tions 

*i(ar-htK')  =  *(a:), 

On  les  ramènera  à  contenir  le  même  facteur  exponentiel 
dans  le  second  membre  en  posant 

i'K .  - 

où  p  désigne  une  constante  que  nous  allons  déterminer. 
Effectivement  nous  aurons  d^abord 

lit 
n(ar-h*K')  =  *(j")e    «»^ 

puis 

*(r---«K')^n(a:)c    *«       '", 
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et,  pour  y  parvenir,  on  voit  qu'il  suffit  de  faire 

p-ih--  p, 

c'esl-à-dire  /i^   —JiK'.    Mais  la  nouvelle    fonction    que 
nous  venons  d'introduire  remplit  maintenant  la  condition 

n(:r-,-aK)^.-n(3-); 

nuus  avons  ensuite 

*(:r--iK')^-  Il (x)c" '"*"■''*''''', 
et  de  là  on  conclut  facilement 

II(.r-i-ai"K')  ■-  U(j-)c~'t''''"^'*\ 

l^cla  étant,  je  poserai,  en  désignant  par  A.  une  constante, 
doii 

e,(x)_.^(.-^,,cos^i.C^,.) 

ou  hien 

Je  ferai,  en  second  lieu, 
el  je  remarque  que,  avant 
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l'expression  de  la  fonction  *i(^)  permet  d'écrire 

(TZX  \ 

H-  'iq^  cos  -^  +  ^*  )  •  .  • , 

c'est-à-dire 

l[{x)  =  1  yq  cos  -rr-  (  I  -f-  ay*  cos  -r-  -H  y*  I 

X  f  1  -h  2^*  cos  1^  -\-  q^\ 

J'ai  ainsi  la  formule 

Hi  (  — '-  \  =  K.iy q  co%x{\  -H  a^^cosax-^  «7*) 

X  (i-f-  !i<7*cos'Zj:-+-  y*). . . , 

qui  définit  avec  61(12:)  deu\  des  transcendantes  intro- 
duites en  Analyse  par  Jacobi  comme  éléments  essentiels 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Soient  enfin 

^{x)  =r  e,(K  — rr), 
U(x)^lhiK~-x), 

et,  par  conséquent, 

/iKx\ 
01  j  =  A(i  —  7,q  cosaar-h  y*)(i—  xq^cos^x-^-  q^) 

X  {i  —  2q*C0S7.x  -h  q^^). .  ,y 

H  (  ]  =  A.2  ^q  sinâ:(i  —  a  y'  cos  22:  --  q^) 

X  (1  —  'iq^cos2X  -h  q*). . .  ; 

on  aura  le  système  complet  des  quatre  fonctions  du  grand 
géomètre,  dont  les  rapports  représentent  des  expressions 
qui  sont  doublement  périodiques.  C'est  ce  que  montrent 
les  relations  qui  viennent  d'être  établies  et  que  je  réunis 
comme  il  suit  : 

e(ar-+-aK)  =  4- e(.r), 

n(ar-i-2K)-=— H(:r), 
ei(T--2K)-+ei(:r), 
Hi^x-^-'xK)  —  -ni(j7;. 
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H  (X  -h  2iK')  ^  -  n{x)e"^  ('+«K')^ 
Bi(x  -T-  liK)  -^  -'-  e,(a:)e""ï  ^'■^"''\ 

U(x) 
En  considérant,  par  exemple,  le  quotient  ——{ j  on  recon- 

nait  qu'il  change  seulement  de  signe,  quand  la  variable  aug- 
mente de  aK,  et  qu'il  admet  la  période  2/K',  parce  que  le 
numérateur  et  le  dénominateur  se  reproduisent  multipliés 
par  le  même  facteur  exponentiel,  lorsqu'on  change  x  en 

x-+-iiK'. 

A  ces  relations  nous  joindrons  les  suivantes,  qui  concernen  t 
les  changements  de  a?  en  a:  -i-  K,  x  -\-  / K',  j:  -+-  K  -h  <  K', 
et  dont  l'usage  est  continuel  : 

/     B{x-hK)^-hSi{x), 
j    H(x-4-K)  =  -hH,(:r), 

e,(^-r-K)    rr:-f-e(j:), 

Ui{x~\-K)  =  '-U(x); 
e(x-{-  iK')  =  i  H(a:)e"ni^''"*""^'' , 
n{x  -f.  iK')  =  ie{x)e'"^^'"^'^'\ 
e,(x-+-iK')  =  H,(ar)e    4k'"'-^'    \ 

e(:r -4- K  4- eK') --. -H  H,  (a?)c'"i''i*'"^'*"\ 
U{x-^K-}-iK')=-+-ei(x)e    i*^^""^'    ', 
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Nous  remarquons  enfin  que  les  expressions  sous  forme 
de  produits  d^un  nombre  infini  de  facteurs  des  fonctions 
de  Jacobi  donnent  immédiatement  les  racines  des  équa- 
tions transcendantes  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  cha- 
cune de  ses  fonctions. 

Si  Ton  convient  de  déléguer  par  n  et  /i'  tous  les  entiers 
pairs  et  par  m  et  m!  les  entiers  impairs  positifs  ou  négatifs, 
on  a  les  expressions  suivantes  : 

6(3')— o,         ^  =  /iK-hmiK', 

6j(a:)=o,         X  =:^  mK -\- m' i\\\ 
Hi(a7)  =  o,         x  —  mK\-niK'. 

II.  —  Deuxième  méthode. 
La  proposition  de  Liouville  consistant  en  ce  qu'une  fonc 

tion  uniforme  entière  \  A;„c        "  ,  qui  admet  la  période 

a,  ne  peut,  sans  se  réduire  à  une  constante,  admettre  une 
autre  période  6,  conduit  naturellement  à  rechercher  l'ex- 
pression analytique  des  fonctions  à  double  période  sous  la 
forme  fractionnaire 


2 


A,«e 


2 


Bme        " 


Essayons,  d'après  cela,  de  déterminer  A,„  et  B^»  par  la  con- 
dition 


itzr iTC.         .. 

am  ■ — —  ^^   .         tr  —  ix-^-b) 


^A^je""    "  ^Ke 


I7Ï.I'  __  iTZ,  ,       ' 

an V^  ^       »' — {x-k-b) 


^Bae""   "  ^Bsc 


où  les  indices  m,  /i,  r,  s  parcourent  la  série  des  nombres 
entiers  positifs  et  négatifs.  Faisant,  pour  abréger, 


.      h 

Q  =  e     «, 
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il  viendra,  en  chassant  les  dénominateurs, 


^1  ,  a  m ^^  _        ix  — 


a  /•  —  [x-i-bi 


=  ^Bne""   "   ^A;,^"'  " 


et  dans  cette  nouvelle  égalité  les  coefficients  d^une  même 
exponentielle  devront  être  égaux. 
On  est  ainsi  conduit  à  Tégalité 

où  il  faut  supposer 

m-^  s  =  n  -T-  r, 

et  attribuer  à  m  et  5  dans  le  premier  membre,  à  /i  et  r  dans 
le  second,  toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  qui  rem- 
plissent cette  condition. 

Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  in- 
connues Â;„  et  B^  dans  toute  leur  généralité  :  aussi  nous 
bornerons-nous  à  chercher  cette  solution  qui  s^ofTre  d^ elle- 
même,  et  qui  consiste  à  obtenir  Tégalité  des  séries  en  les 
rendant  identiques.  Soit  donc 

nous  poserons 

m  —  r  -4-  A-, 

/i  =  f  -i-  A*, 

en  désignant  par  k  un  entier  arbitraire  constant,  et  satis- 
faisant ainsi  à  la  condition  m  -\-  s^=  n  -h  r.  J'écris  mainte- 
nant la  relation  proposée  sous  cette  forme 

A,  "^       -    Hs"^      ' 

on  voit  par  là  que,  ret  s  étant  indépendants,  il  faut  que 
chacun  des  deux  membres  soit  une  constante. 
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Les  fonctions  A,„  et  B^  sont  donc  deux  solutions  de  cette 
même  équation  aux  différences  finies 


dont  l^intégrale  générale  est 


~  const., 


^m  =-'  Q  V  " 


m, 


S  dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  Uf^  de- 
vant vérifier  la  condition 


W//i-fA=  u 


/II' 


Cette  quantité  a  peut  être  particularisée,  comme  on  le 
voit,  sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira 
pour  la  retrouver  de  changer  dans  la  fonction  a:  en  a:;  -h  ^o] 
nous  la  supposerons  nulle,  et  nous  prendrons  pour  A;n  6t 
B,„  les  valeurs  suivantes 


/w« 


les  quantités  a^  et  bm  vérifiant  les  conditions 
Ainsi,  en  faisant 


lira 

y 
•/n 

00 


^  m» 


»!•  iTC.r 


—  «o 

le  quotient  — - — ■  sera  Texpression  d'une  fonction  double- 
ment périodique,  donnée  par  notre  analyse,  et  il  s'agit 
maintenant  d'étudier  de  plus  près  ces  séries  remarquables 
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auxquelles  nous  sommes  conduit  pour  le  numérateur  et  le 
dénominateur. 

En  premier  lieu  et  relativement  à  la  convergence,  si  Ton 
suppose,  comme  nous  Tavons  fait  déjà,  le  module  de  Q  in- 
férieur à  r  uni  té,  le  nombre  entier  k  qui  demeure  arbitraire 
devra  évidemment  être  pris  positif;  mais,  cette  condition 
admise,  les  deux  séries  considérées  comme  procédant  sui- 
vant les  puissances  quadratiques  de  Q  présenteront  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  la 
convergence  la  plus  rapide.  En  second  lieu  et  pour  saisir 
de  quelle  manière  se  réalise  la  double  périodicité  dans  le 
quotient,  changeons  œ  en  x  -^  b,  par  exemple,  dans  le  nu- 
mérateur. On  trouvera 


ouJ)îen 


a 


m»  itt.r 


i'ÎZb 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  Q  =:  e  '^  .  Mais  dans  le  terme 
général  il  est  permis  de  remplacer  m  par  m  —  A:,  puisque 
i^indice  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  de  —  co  k 
oc;  on  trouve  ainsi,  et  en  faisant  afn-k^=  ^my 

■f-a|m— *)     a(m~A) 

a 


=  2^-^'        ^ 


■— *    i(m  — *)— — 

a 


de  sorte  que  la  série  primitive  <I>(j?)  se  reproduit  en  fac- 
teur. Nous  écrirons  cette  relation  fondamentale  sous  la 
forme  suivante 

*(jr -h  o)  =  <ï»(a;)e       *»  , 

et,  en  obser^^ant  qu'elle  a  été  obtenue  sans  rien  supposer 
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sur  les  coefficients  arbitraires  a^y  nous  y  joindrons 
celle-ci  : 

^  »  V  w,  /      V     —  *  —  ta  r-+-  h  ) 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à  quoi  tient 
la  double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  4>(^) 
et  n  (x).  Chacune  d'elles  admet  la  période  a,  et,  lorsqu'on 
y  change  x  en  x  -^^  b^  elles  ne  font  qu'acquérir  un  même 
facteur  exponentiel  qui  disparaît  par  la  division  (^). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nombre 
entier  k  qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénominateur 
k  constantes  arbitraires  d'après  les  relations 

bm-hk  =  b„i . 

Mais  nous  devons  dès  à  présent  remarquer  qu'il  est  impos- 
sible de  satisfaire  aux  conditions 

^(x  -\-  a)  ~  ^(x)y 

v(x -\- o)  =  v{sc)e       "  , 

par  d'autres  fonctions  uniformes  entières,  que  par  la  série 
précédente.  Qu'on  fasse  en  effet,  pour  se  placer  dans  cette 
hypothèse,  en  vérifiant  la  première  de  ces  conditions, 

iTt.r 


^(t)  =  2^A,„e        '' 


(  *  )  Dans  le  cas  où  k  est  1c  nombre  pair,  on  remarquera  la    relation 
suivante.  Faisons 

fonction  qui  ne  diffère  de  4*(x)  qu'en  ce  que  les  constantes  arbitraires 
a^  sont  disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 


*(^  +  -)  =  *.(-r) 


(ax-HO) 

e       art 
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OU  plutôt 


m'     amiic.r 


il  viendra,  en  substituant  dans  la  seconde  égalité  et  en 
comparant  les  coefficients  d^une  même  exponentielle, 
a„t+/f^=  flyn.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons 
dans  une  courte  digression  de  dire  quelques  mots  d^une 
généralisation  aussi  remarquable  qu'importante  des  séries 
que  nous  venons  de  rencontrer. 

IIÏ.  —  Aperçu  sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables 

à  périodicité  multiple. 

Une  fonction  f  (^1,  ots,  . . . ,  a:n)  ^^  ^  variables  peut  être 
périodique  non  seulement  par  rapport  à  chaque  variable 
considérée  isolément,  mais  par  rapport  à  leur  ensemble, 
lorsqu'elle  vérifie  une  condition  de  cette  forme 

f  (ti  -f-  ai,  x»-h  aj,  . . . ,  27,1 -r-  a,, ")  =  f  (:fi,  Xj,  , .  .^Xn). 

Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a  d'abord  cette  pro- 
position qu'une  fonction  uniforme  de  n  variables  ne  peut 
admettre  plus  de  a/i  périodes  simultanées  (^).  Mais  il  est 
extrêmement  remarquable,  et  c'est  à  Riemann  qu'on  doit 
cette  belle  découverte  analytique,  qu'à  l'égard  des  fonctions 
uniformes  ou  bien  déterminées  les  un  périodes  simultanées 
ne  peuvent  être  des  quantités  données  apriori^  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  Qu'on  forme  en  effet,  avec  n  pé- 
riodes simultanées  convenablement  choisies  : 

a\j  aj,  . . .,  a„^ 
©i,  ^j,  . . .,  h„, 
> 


(')  Si  elle  est  entière,  elle  n'en  peut  admettre  plus  de  n. 
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les  n  foi^ctions  linéaires 

Xi  =^  ai  Xi  -\-  bi  Xi  -h  ...  -h  gi  37/1, 

Xt  =  a^  Xi -h  bt  xt -h  . . .  4-  ^t  Xn, 


X/t  =  anXi  -+-  bnXi  H-  . .  .  -^  gn^n- 

Ed  posant 

^(Xi,  Xj,  . . .,  X,j)=  F(a7i,  x%,  . . .,  a7n), 

on  aura  une  fonction  transformée  simplement  périodique 
par  rapport  à  chaque  variable,  mais  qui  conservera  n  au- 
tres périodes  simultanées,  et  c^est  à  leur  égard  que  se  ma- 
nifeste dans  toute  sa  simplicité  la  relation  que  nous  voulons 
énoncer.  Représentons-les  par 

Al,      A2,      •  •  •  1      A/i, 

Bi,     B2,     . . . ,     B/i, 


'  j     •  •  •  » 


Gi,     Gj,     . . . ,    Gfi' 

La  proposition  de  Riemann  consiste  en  ce  que  les  terme^ 
de  ce  tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport 
à  la  diagonale  Ai,  Bj,  . . .,  G;,  sont  égaux  entre  eux,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  en  ce  que  les  fonctions  li- 
néaires 

Ai^^i  -f-  Ajj'2  -^  •  •  •  -*~  A «07,,, 

Bi  a7i  -T-  B2  ^e  -'-  . . .  -\-  Bft  Xni 


Gj  J7i  -h  G%Xi  -î-  .  .  .  -h  (jn^a 


sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadratique 
à  n  indéterminées  (*). 


(*)  La  démonstratioa  de  ce  théorème,  dont  l'énoncé  m'oTait  été 
communiqué  par  Riemann,  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par 
MM.  Poincaré  et  Picard  dans  un  article  intitulé  :  Sur  un  théorème 
de  Riemann  relatif  aux  fonetiona  de  n  variables  indépendantes  admet- 
tant an  ajrstèmes  de  périodes  (^Comptes  rendus,  t.  XCVII,  p.  ia8^). 


766  NOTE  SUR   Là   THfiORIB 

Voici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives 
aux  fonctions  à  double  période,  et  qui  donnent  l'expression 
analytique  des  fonctions  analogues  à  n  variables  et  a/t  pé- 
riodes simultanées. 

Représentons  la  forme  quadratique,  dont  il  vient  d'être 
question  par  cp(a'i,  x^^  . . . ,  j:*,,)  et  posons 

le  signe  ^  s'étendant  à  toutes   les   valeurs  entières   de 

—  00  à  4-00  des  n  indices  mi,  m,,  . . .,  /n„,etle  coefficient 
constant  a^,,  am,)  «..i  a^^  étant 'assujetti  à  la  condition 
de  reprendre  la  même  valeur  lorsqu'on  augmente  du  nom- 
bre entier  k  Tun  quelconque  des  indices.  Cette  fonction 
est  évidemment  périodique  à  Tégard  de  chacune  des  va- 
riables considérée  séparément,  et  voici  la  propriété  fonda- 
mentale qui  la  rattache  aux  séries  elliptiques. 

Désignons  par  a,,  ai,  . . .  a^  n  nombres  entiers  arbi- 
traires, on  aura 

\  1  dai  2  dan,  a  dan,/ 

Cette  relation  ne  contenant  pas  les  constantes  a,,,,,  a,„,,  . .  . , 
a^^,  une  autre  série  n  (j:,,  ^j,  . . .,  j;„),  où  ces  constantes 
auront  des  déterminations  différentes,  donnera  de  même 

_,  /  I    rfo  I    rf©  \    d^\ 

Il  pr,  _l_      ^  ,  x^^  -  -j-^,  ...,  Xn-^  -   ~r^ 
\  Il  da^  a  da%  2  danj 

11  en  resuite  que  le  quotient  — y-^ — -^  représentera 

une  fonction  de  n  variables  à  a/z  périodes,  n  d'entre  elles 
égales  à  Tunité  et  appartenant  séparément  à  chaque  varia- 
ble, les  n  autres  étant  les  termes  du  tableau  dont  on  a  dé- 
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duit  la  forme  quadratique  ç(^i,  ^j,  . . .,  os„).  Elles  résul- 
tent eiTectivement  des  égalités  précédentes,  en  y  supposant 
successivement  nuls,  sauf  un  seul  qu'on  prendra  égal  à 
Tunité,  les  nombres  entiers  aiy  ai,  .  . .,  a^,.  Nous  voyons 
aussi  figurer  dans  les  séries  un  entier  k  dont  dépend  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qu'elles  renferment;  or 
ce  nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la  condition  suivante, 
dont  la  découverte  appartient  encore  à  Riemann,  sera  rem- 
plie. 
Soit 

/?!,      P2-        •  •  •-.      /?«» 
Çlt      Ci'      •••t      Çn-, 

^1,        5f ,       .  •  ■  ,       Sfi 

un  système  de  n*  constantes  arbitraires;  il  sera  nécessaire 
et  suffîsant  que  les  fonctions 


égalées  à  zéro  ou  à  Tinfini,  n*admettent  qu'un  nombre  fini 
et  limité  de  solutions  qu'on  ne  puisse  réduire  les  unes  aux. 
autres  en  ayant  égard  aux  périodes. 

C'est  à  Gôpel  et  à  Rosenhaim  qu'est  due  la  première  no- 
tion des  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  applica- 
tion dans  le  cas  de  deux  variables,  à  l'expression  des  fonc- 
tions inverses  des  intégrales  de  radicaux  carrés  de 
polynômes  du  cinquième  ou  du  sixième  degré.  M.  Weîer- 
strass,  dépassant  de  beaucoup  les  résultats  obtenus  par  ces 
deux  illustres  analystes,  résolut  dans  toute  sa  généralité  à 
l'aide  des  mêmes  séries  le  problème  de  l'inversion  des  in- 
tégrales de  radicaux  carrés  de  polynômes  de  degré  quel- 
conque. Après  lui,  en  suivant  une  voie  toute  différente, 
Riemann   parvint  aux  mêmes  résultats,   et  c'est  dans  le 

S.  —   Cale,  int,  t\Ç) 
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champ  plus  vaste  encore  des  transcendantes  à  différen- 
tielles algébriques  quelconques  que  ces  deux  grands  géo- 
mètres se  rencontrèrent  en  obtenant  en  même  temps  la  so- 
lution du  problème  si  général  de  Finversion  des  intégrales 
de  fonctions  algébriques  quelconques,  Tune  des  plus  belles 
et  des  plus  importantes  questions  qui  se  soient  jamais 
offertes  en  Analyse. 

IV.  —  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de 
produits  infinis  et  de  séries  des  fonctions  0  et  H. 

Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien 
et  Tanalogie  des  séries  qui  donnent  l'expression  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  à  une  seule  variable  et  de 
celles  qui  conduisent  aux  transcendantes  abéliennes  les 
plus  générales.  Mais  le  cas  le  plus  simple  dont  nous  allons 
nous  occuper  exclusivement  est  le  seul  où  ait  lieu  une  dé- 
composition en  facteurs  que  ne  comportent  aucunement 
les  cas  plus  généraux  où  les  séries  renferment  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  variables.  Le  rapprochement  de  ces 
deux  genres  d'expressions  se  présente  de  lui-même  et  ré- 
sulte de  ces  relations  qui  ont  été  précédemment  données 
et  que  nous  reproduisons  ici 

i'K 

e(a7-l-2K)=-r-    e(:r)  e(a:-f-2tK')=— e  {x)  e'"^^'^'^'\ 

ei(ar-+-2K)=-h  e,(jr)  e,(ar-4-2*K')=-hei(a:)c     ^^''^'    \ 

Comme  on  a  évidemment 

e(ar-+-4K)=e(ar),     H(a7-+- 4K)  =  H(ar), 

on  voit  que  les  fonctions  8(0?)  et  H(j?)  satisfont  toute» 
deux  aux  conditions 

*(a7-f-4K)     =*(a:), 

—  — (r-t-ià') 

4>(a7H- 2iK')  = — ^{x)e     *  '  , 
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et  les  fonctions  61  (j?)  et  H,(x)  à  celles-ci  pour  une  rai- 
son semblable, 

*(jr-l-4K)  =  4>{ir), 
*(a7-f-2tK')  =  4>(a?)e     ^ 

Mais  ce  sont  précisément  les  relations  que  vérifie  l'expres- 
sion générale 

m*  iizx 


lorsque,  en  supposant  le  nombre  k  égal  à  2,  on  prend  pour 
périodes 

a  =  4K, 

Les  constantes  a„i  se  réduisent  alors  à  deux,  Gq  et  ai,  et 
comme  elles  suffisent,  ainsi  que  nous  l'avons  établi,  à  re- 
présenter la  solution  de  ces  équations  la  plus  générale  par 
des  fonctions  entières,  en  leur  attribuant  des  valeurs  con- 
venables, les  fonctions  6}  (a?)  et  Ui(^)  seront  données  par 
la  série 


/w*  tlZ-r  ,     i 


—  « 


JKÊânt 


Cette  détermination  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des 
conditions 

ei(ar-haK)=  6,  (ar), 
H,(a?-+--2K)  =  H,{a7); 

on  remarque,  en  effet,  que  les  séries  qui  multiplient  a^et  ai 
vérifient  respectivement  la  première  et  la  seconde,  de  sorie 
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qu'on  aura 


Aei(:r)  =  y     q      e 


—  « 

-+-QO 


BH,(x;  =  'y     q       ♦      e 


(im-l-T)'      ,  ,  l'Ttr 

iK 
m 


en  désignant  par  A  et  B  des  quantités  constantes.  Si  Ton 
remplace  les  exponentielles  par  les  lignes  trigonométriques, 

et  la  variable  x  par ^  on  obtiendra  ces  développements 

remarquables 

A  Oi  f  — ;^  I  —  i-H2^cos2ar-T-  2^*cos4.t?H-  ay^cosôar-h  . . . , 

BHif )  —ly/q  cosir-h2v/y9  cos3a7-f- a}/^"  ces 5a: -f- 

Remplaçons  j?  par  ic  4-  -,  on  en  déduira 

— ^^—  \  =1  —  aç^  cosaa?  -f-  2  9'*cos4ar  —  a^^cosGo;-^  . .. , 

B  in  j  =  ^/^  sino?  —  1)/ q^^ ûnZx -h  2^y**sin5^ —  .... 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  relation 


./^(.x^-K'J 


e,(a7-T-iK')-=H,(,r)e    *« 

on  trouvera  que  les  deux  constantes  A  et  B  sont  égales 
entre  elles.  Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  infînis 
des  relations  d'identité  extrêmement  dignes  d'intérêt,  et 
auxquelles  d'autres  méthodes  purement  algébriques  peu- 
vent conduire.  Jacobi,  le  premier  auteur  de  leur  découverte, 
et  Cauchy,  en  ont  donné  plusieurs;  mais  la  plus  facile  et  la 
plus  simple  a  été  obtenue  par  M.  Biehler,  Directeur  des 
liltudes  à  TEcole  préparatoire  du  Collège  Stanislas,  à  qui 
j'en  dois  la  communication  :  c'est  celle  que  je  vais  exposer. 
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Considérons  le  produit  composé  d^un  nombre  fini  de  fac- 
teurs, 


(-!)(-ï)-(-''f> 


le  développement  suivant  les  puissances  positives  et  néga- 
tives de  z  sera  de  la  forme 

Cela  étant,  Tidenlité  suivante,  qui  se  vérifie  immédiate- 
ment, 

f{q^z)  (grî/.-+-  qz)  ^^f(z)  (l-^  q^n-^'^z), 

donne  entre  deux  coefficients  consécutifs,  A;  et  A/_i.  la 
relation 

A/(l— 5r««-ïi):.    \^_^{qU-\  .  .  qjn^\y 

Nous  en  tirons  successivement 

A.^A.g^-f"-*', 


t 


/yJtt-r  6 


et,  par  conséquent. 

Tous  les  coefficients  du  développement  s^obtiennent  donc 
au  moyen  du  premier  Aq,  dont  voici  la  détermination. 

Supposons  i=i  n  et  remarquons  que  dans  F  (a:  )  le  terme 
en  z'*'  ayant  pour  coefficient  ^»-+-3-»-...-4-î/«  i^  ^^  a  immédia- 
tement A;,  =  ^"*,  d'où,  par  conséquent, 

an^  =  A     y"Vi-y'")('-  yî^"î)...(i-y^) 
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et  enfin  la  valeur  cherchée  que  j'écris  ainsi 

—  (i  — y*^*-^*)  (i  —  y«^-^M  ...  (f  —  y*^) 

Cela  étant,  faisons  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  cette 
expression  nous  donne 

4    _    _« 

et  la  relation  entre  A/ et  Aq  devenant  simplement  A/irz  A^^'', 
on  est  conduit  à  Tégalité 


(i-^«)(i-^^)(i-Y*)--- 

Il    suffit   maintenant  de  poser  z  =  e^^^   pour   en    con- 
clure 

(i  -\-'iq  cosaa;  -^  ^*)(i  -h  2^'  cosao?  -r-  q^)., . 

_    I -f- 2^  cos2a?-t-a5'*cos4a?-h  . . . . 

■"    (I  —  7*7(1  -  ^*)  (I -^y6-) ....    • 

Ce  résultat  important  nous  permet  de  préciser  complète- 
ment la  définition  première  que  nous  avons  donnée  des 
quatre  fonctions  ©(^),  H  (a?),  61(0:),  Hj(^),  en  les  repré- 
sentant par  un  produit  de  facteurs  affectés  d'un  coefficient 
A  resté  jusqu'ici  arbitraire.  Nous  ferons  désormais 

et  nous  aurons  de  la  sorte 

Oi  (  — ^^  j  =  I-r-2  7.COS2a?-f-2^*COS4a7-T-  îgr'COSbj:  -r-     .  . 

ou  bien  encore 

^r^     ITT 

(n  =  o,  ±1,  ±2,  ...). 


(Wa-4-n«iK') 
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En  partant  de  là  et  à  Taide  de  la  relation 
011  trouvera  ensuite 

puis,  par  une  transformation  facile, 

Dans  cette  nouvelle  série  réunissons  les  termes  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  n  ei  —  n  —  i,  on  pourra  écrire 

Ui(x)  =  îiv^y  >  v^y'=»"^"'cos ^1^-^ — » 

n  parcourant  alors  la  série  o,  1,2,  . . . ,  et  Ton  en  conclut 

Hj  (  -  -^—  J  —  i^tj  cosic  -h  2/7®  cos3a7 ■+•  a/y^'cosSa:  -h  . . . . 

Ces  deux  formules,  en  y  changeant  xenx  -h     ?  donneront 
enfin 

0  I  I  —  I  —  a^  cos'2ir-l-  2</*cos4jr  -  •  î^'cosoa:^-. . ., 

H  /  ~ j  =  i^q  sîn^  —  2v^^9  sin3ar-H  av/^"sin5a?  — . . . . 

Telles  sont,  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  séries, 
les  transcendantes  dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 

V.  —  Sur  les  expressions  en  nombre  infini  des  fonctions 

de  Jacobi, 

Les  équations  fondamentales  (p.  758),  de  la  forme 


e(2:-h2tK')      ~^{x)e     * 


ITT,  .„.^ 


«(ï:-+-tK';-(H(3-)e     •■* 

conduisent  facilement,  comme  nous  allons  le  faire  voir,  à 
ce  que  Jacobi  nomme  la  théorie  eles  formes  en  nombre 
infini  des  fonctions  B. 

Considérons  d'abord  la  première;  on  eu  déduit  successi- 
vement 


d'où,  en  multipliant  membre  ;"i  membre. 

Ce  résultat  suppose  w)  positif;  mais,  en  changeant  ^  en  — -r, 
on  reconnaît  facilement,  6(,r)  étant  une  fonction  paire, 
qu'il  a  lieu  également  pour /»  négatif.  On  en  déduit  ensuite, 
en  employant  la  seconde  égalité. 

Cela  étant,  le  même  calcul,  appliqué  auv  autres  fonctions, 
donnera  les  deux  systèmes  suivants  de  relations 
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e   [x-l-('2m-i-i)tK']  =  (— i)'»m(ar)e         *'^ 


IlrH»//H-l)/K') 
;ir-»-{J/w-»-l)/K'l 


H  [:r--(2m-^  i)iK']r^(— i)'"ie(a')e        **^ 

H|[a?-4-^2/?i-î-i)iK  ]=  -i-ei(a:-)e         ♦^^ 
Soit  maintenant 

a  étant  impair,  ^  pair;  je  change  x  en  a?-hfirK  dans  les 
équations  (A),  et  je  suppose  m  r=  -•  Le  facteur  exponentiel 

«      •»^  devenant  e     '*^  ^  2  /  ou  bien 

peut  s'écrire  ainsi 


e 

^  »     •        •     • 


ahiTZ  ih'K ,  ,. 

Kn  observant  ensuite  que  le  nombre  entier  a  est  impair, 
on  a 

e  (x-^aK)  —-4-  6,(37), 
81(37 -+-aK)  =-4-6(37), 

H(jr-^aK)=      (—1)  «    H,(tj. 

H,(37-haK)=       (-1)   «    U^x); 
les  équations  (A)  donneront  donc  celles-ci 

6   (ar-,-L^  =  a6,(:r)e~*K^*'" '■''', 
H  (x^L)=-.^U,{x)e'''^'''"''\ 
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OÙ  j'écris,  pour  abréger, 


iab-hi/f\i'K 

a 

— 

e 

4 

— 

e 

{ab  ^-ta-i-tb—DiTZ 

P 

nbiiz 

a 

e 
e 

y 

(ab  +-îfl-t-«)/ir 

• 

Ces  expressions  conduisent,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
aux  égalités 

d'après  les  conditions  a  ^  i,  b  ==  o  (mod2). 
Soit,  en  second  lieu, 

c  étant  pair  et  d  impair;  nous  changeons  a?  en  j?  h-  cK,  et 
nous  prendrons  2m  -{-i  =  d,  dans  les  équations  (B).  A  la 

I  j      r      »  »•    I TT [JX-+-  lm-f-l)ik'I 

place  du  facteur  exponentiel,  e         ^*^  ,  on 

a  alors 

cHilZ  idlZ,^         .,, 

et,  au  moyen  des  relations 

e,(a:H-cK)=-4-ei(a:), 

r 

H(37-l-cK)  =  (— i)îH(ar), 

r 

H,(arH-cK)  =  (-i)«H,(a?), 
on  obtient  celles-ci 

e  (ar  H- iL')=  a' H(a7)e""  *«■'*'■' '^'\ 
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011  Ton  a  posé 


{cd  —  lc—id)in 


a' 

— ^ 

e 

(crt- 

?' 

;— : 

e 

(rrf- 

4 

• 

-JOl-ïC 

t' 

~~~ 

e 

cdilZ 

et  Ton  vérifiera,  comme  précédemment,  les  égalités 

Voici  maintenant  les  conséquences  à  tirer  des  résultats 
que  nous  venons  d^obtenir.  Introduisons  les  fonctions  ainsi 
définies 

iizbx* 
i'Kh.r* 

ni(a:)  =  Hi(ar)e"nïL", 

an  moyen  de  l'identité  évidente 

/■        (a7-»-L)»         x^    __^x-\-L 
4 KL  4KL  ~        4K     ' 

les  équations  (C)  nous  donnent  d'abord 

/    *  (  X  -i-  L  )  =  OL  ^i(x), 

\  n  (>-hL)  =  pn,(a7), 
(h)  < 

4>i(ir-+-  L)  =  Y*(^)> 

n|(':F-4-L)  =  8n(a?). 

13e  ces  relations,  en  se  rappelant,  que  a^  =  i ,  pS  =-  —  i , 
on  conclut  ensuite 

/  *  (a?-HaL)  =-+-*(a?), 
\  Il  (:r-+-aL)--n(:r), 
j  *i (a? -f- 2 L)  = -f- *i ( J7 ), 
\  n|(ar-+-aL)=— ni(ar). 
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Considérons    maintenant    le   sjslème    (D)    et   employons 
Tégalilé 

4 KL  4 KL  ~4KL^^'^'^'^^^ 

je  remarque  que  les  équations 

L:rzaK-4-ï6K', 

donnent,  en  posant  ad  —  bc^=z  /i, 

û?L  — t6L'  =  /iK. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

ibh'  _  d       n 
"kl  ~  K  ~  L  ' 
et  nous  en  tirons 

*  {x  --1-  iV)  ~-  oL'Uixje"^^'  itr-^iV) ^ 
Il  {x-^-iV)  =  ^'<P(x)e     *L^''-^"^\ 


(G; 


ni(ar-+-i:L')  ^6'^{x)e     ^^ 

Changeons  ensuite  a:  en  a;  -\-  «L',  au  moyen  des  conditions 
ol'  P'  — -  —  1,  y'o'  --:  I ,  ces  relations  nous  donnent 

*  (arn- 2iL')  =-- n(fl7)e       *•    •'^-' '    ^ 

n  (x4-2iL')=-*(:r)e   -r<'-*-'^''^ 

*i(a7-:-2iL')=-l-n,(.r)e~~L"^^"^''''\ 

l  IIi(a7-^   %iL')  =-h^i{x)e      ^         '     . 

Les  équations  (E),  (F),  (G),  (H)  sont  d'une  grande  im- 
portance dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  elles 
sont  le  fondement  de  la  théorie  de  la  transformation,   et 


(H) 
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ouvrent  la  voie  pour  parvenir  aux  formules  qui  expriment 
les  fonctions  aux  périodes  2L  et  2iL'  au  moyen  de  celles 
qui  ont  2 K  et  2 /K'  pour  périodes;  mais  c'est  seulement 
le  cas  particulier  où  l'on  suppose  /i  =  i  qui  nous  occupera 
en  ce  moment.  On  voit  alors,  en  rapprochant  les  relations* 
(F)  et  (H),  que  4>(x),  4>i(d-),  0(0;),  lli(j?)  sont  définies 
par  L  et  L'  de  la  même  manière  que  les  fonctions  de  Jacobi 
au  moyen  de  K  et  K'.  On  remarquera  aussi  qu'en  posant 

pour  mettre  en  évidence  les  parties  réelles  et  les  coefficients 
de  iy  l'égalité 

a-i-  ù(g  -h  ih) 
donne 

H  = 


La  quantité  II  est  donc  positive  comme  A,  et  le  module 
de  la  constante  que  nous  désignons  par  Q,  en  posant 


h' 


est  moindre  que  l'unité.  Cela  étant  et  d'après  ce  qui  a  été 
précédemment  établi  sur  la  manière  la  plus  générale  de 
satisfaire  aux  relations  (F)  et  (II)  par  des  fonctions  holo- 
morphes,  nous  pouvons  écrire 

|*f  ~ — -  j  =  C(i  —  a  Q  008  207-+-  2  Q*  ces  4^7  —  2Q®cos6j7-^.  .  .) 
n('-—)  =G'(2v"'Qsinir-  -2v^Q^sin3:r -+-2v/Q*'*sin5a?-+-. .  ) 
4>i(  — —  j  =  Gi(i-4-  2Qcos2a?  -h  2Q*cos4^ --2Q3cos6iFH-. . .) 
nY^^=G;(2v/Qcos^4-2v/(?cos3a7-H2v^Q«cos5a?^...). 
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Les  coefficients  C,  C,  Ci,  C\  représentent  dans  ces  Tor- 
mules  des  constantes,  et  nous  ferons  voir,  en  dernier  Heu, 
quMls  s^expriment  par  un  seul  d^eotre  eux. 

A  cet  effet,  je  remarque  d'abord  que  les  relations 

<ï> (ir -+-  L )  =  a  4>i  (a:), 
n(a:-+-L)  =  pni(a7) 

donnent  immédiatement 


04=  Ga  =Ce 

\ 

(rti-+-lrt-»-îA— J)/<TC 


G'  =C'3  =  Cc 

r 

Employons  ensuite  l'égalité 


^/  T/N  fTT/  ^         —  7---(aX-+-lL') 

^{x-h  iL)  =  aU{x)e     *l 


"^<îjr-4-/L') 


d'où  l'on  tire 

et  l'expression  de  *(^),  sous  cette  forme 


*(ir)  =  GV(— i)«Q«'e 


ntTZx 
L 


(yi  =  O,  dl  I,  ±2,   .  .  .)• 

On  trouvera  ainsi,  pour  le  terme  général  du  second  mem- 
bre, 

(  —  I )« Q/i' ^    L  4L 

ou  bien 

(— i)«Q  ♦e       *»-       , 

et  par  conséquent 

(_l)«J/Q(t/»-+-l)«C  ÏL  j 

Cette  expression  se  reproduisant  sauf  le  signe  lorsqu'on 
change  /i  en  —  n  —  i,  nous  pouvons  écrire 


• 
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ce  qui  donne  la  relation  cherchée 

d'où  Ton  lire 

a 
On  verra  bientôt  une  application  de  ces  formules. 

VI.  —  Relations  algébriques  entre  les  fonctions  de  Jacobi: 
définition  de  sno?,  cnj?,  aux.  Équations  différentielles 
et  inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première  es- 
pèce. 

En  employant  dans  ce  qui  précède  la  considération  de  la 
fonction 

pour  le  cas  de  A:=  2,  nous  avons  supposé 

a  =  4  K, 
b=iiK\ 

Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces  deux,  quan-        v 
tités,  et  nous  ferons  par  suite  }  ' 


ao 


avec  la  condition 

ce  qui  donnera,  comme  nous  Tavons  établi,  la  manière  la 
plus  générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  uni- 
formes aux  deux  conditions 

*(arH-4K)    =<ï>(a?), 

Cette  solution  générale  renfermera  donc,  pour  A:  =  4  P^^ 
exemple,  quatre  constantes  arbitraires,  que  Ton  mettra  en 
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évidence   en   dislinguant   ces   quatre   formes   de   l'iudîce 
m  =:  ^rift^n  -\-iy  4^*  +  2,  4i  t-  3;  on  obtient  ainsi 


^{x)  =  ao^q^''  e 


K 


"L, 


\7     fi —     '♦"■^''TîT 

ax2^q      >      e  ^^ 

q      X      e  ^ 

(  iw-f-3)*     (  4  II  -»-3)  iTC.r 

OU,  pour  abréger, 

4>(a:)  =  rto*o(^)  -^  «i*i(^)  -^-  ^2*2(0?)-+-  a3*a(-r). 
Par  là  on  voit  que,  dans  le  cas  de 

4>(a:-f-  aK)  =  *(a?), 
la  solution  est  représentée  par 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 
De  même,  en  supposant 

on  aura  encore  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 

4>(t)  =  «1*1(27) -h  «3*3(37). 

Ainsi  nous  avons  la  solution  la  plus  générale  de  ces  deux 
systèmes  de  conditions,  savoir  : 

'  <ï>(a7-+-  aK)     =  ^{x\ 

1  —  — —  K' 

[  ^{x -ir-iiVi!)^^{x)e      K  '•^■*"'      ^ 
/  *(a?^-2K)     =r--  *(a;), 

11.       î  ri'K,  .„, 

{  ^{x-^7.iK')=^^{x)e     ^ 
Cela  établi,  nous  remarquons  qu^en  élevant  au  carré  les 
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deux  membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la 
page  758,  les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du 
premier  de  ces  deux  systèmes.  Nous  en  tirons  cette  consé- 
quence, qu^en  désignant  par  a,  b,  ...  des  constantes,  on 

aura 

e*  {x)  =  a4>o(ar)  -h  b  *i(a?), 

H«(a?)  =  c  %(x)  -4-  rf*,(a?), 
et,  en  changeant  j?  en  ^  -h  K, 

ej  [x)  =  a<ï>o(a?)  —  b^t{x). 

En  second  lieu,  si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  soit 
les  deux  premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes 
équations,  c^est  à  la  forme  du  second  système  qu^on  se 
trouve  amené;  par  suite  on  obtient 

A  et  B  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation 
donne,  en  y  changeant  ^r  en  a?  -4-  K,  la  suivante  : 

e,(a?)  H, (a?)  =  iX  *i(a:)  —  iB  ^z{x). 

De  là  se  tirent,  parmi  bien  d^autres  conséquences  (*),  les 
relations  algébriques  et  difTérentielles  de  nos  fonctions. 

I.  —  Relations  algébriques.  Du  module  et  de  son 

complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  6*,  H',  0},  \\\ 
résultent  évidemment  des  expressions  de  ces  quatre  quanti- 
tés par  *Q(a:)  et4>i(a:).  L^une  d'elles  pourra  être  présentée 
sous  la  forme 

e*(ar)  -=aH«(;r)-ha'Hî(a?), 

a  et  oJ  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déter- 
miner. 


(*)  Notamment  la  transformation  du  second  ordre. 

S    —  Cale,  int,  5o* 
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Pour  cela,  faisons  ces  deux  hypothèses  a:  =:  o  et  j?  =  X; 
ayant  H (o)  =1:0,  Hi(K)=:o,  nous  trouvons  ainsi 

e«(K)  _  e?(o) 

H»(K)  ■"  ÎIîCo)' 

._  e'(o) 

Hî(o)* 
Mais  on  introduit,  au  lieu  de  a  et  a',  les  quantités  suivantes 

H»(K)_Hf(o) 

e»(K)~  eî(o)' 
e«ço)_  eMo) 


ce  qui  donne 


d'où 


I         ,      k' 


A:e«(a?)  =  H»(a7)-hA-'HJ(a?). 


Cette  première  relation  obtenue,  la  seconde  en  résulte 
en  y  changeant  x  en  x  -\-  iK'  ]  si  Ton  emploie  à  cet  effet 
les  formules  données  page  768,  il  viendra,  en  supprimant 
le  facteur  exponentiel, 

ou  bien 

e*(x)  =  A:H»(iP)  -4-  k'e\  (x). 

Ces  deux  équations  représentent  d'ailleurs  toutes  les  rela- 
tions algébriques  possibles  entre  nos  quatre  fonctions;  elles 
conduisent  à  la  notion  des  quantités  que  nous  avons  dési- 
gnées par  k  et  k',  et  dont  les  racines  carrées  s'expriment 
en  série  de  cette  manière  : 

/T  _  Ht(o)  __  2)/q  -h  2\/g^'¥'ilfq^-}''^y/q^^-h  .j_. 
~  61(0)  i-h-iq  -h  iq'^-h  agr'-h  •i^^«'-f- ... 

""  Oi(o)  "~   I -h  aç -H  29* -h  î^r» -+- 2Ç*«-i- . . . 
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La  première,  k,  s^appelle  le  module  et  la  seconde  k',  le 
complément  du  module.  Considérées  par  rapport  à  «7,  ou 
plutôt  en  faisant 

par  rapport  à  la  variable  w,  ces  quantités  constituent  un 
genre  de  fonctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de 
la  plus  haute  importance  parmi  les  fonctions  d^une  seule 
variable.  C'est  d'abord  en  Algèbre,  dans  la  théorie  des 
équations,  puis  en  Arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes 
quadratiques  à  deux  indéterminées  et  de  déterminant  né- 
gatif, que  la  considération  de  ces  fonctions  a  suggéré  d'elle- 
même  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et  ouvert  des  voies 
fécondes,  où  M.  Kronecker  a  trouvé  Torigine  de  plusieurs 
de  ses  plus  belles  découvertes.  La  propriété  entièrement 
caractéristique  qui  joue  le  principal  rôle  dans  ces  recherches 
s'obtient  immédiatement  comme  conséquence  des  équa- 
tions (K)  de  la  page  779. 

Considérons  en  particulier  les  deux  dernières,  qu'on  peut 
écrire  ainsi  en  remplaçant  ^i{x)  et  ni(j7)  par  leurs  ex- 
pressions : 

Hi(.r)tf  ^^^  =  Cl  f  n-  aQ  co5-= 2Q*cos— j h  . . .  ) 

Nous  avons  établi  les  relations 


d'où  l'on  conclut 


(«A-4-î*)l7C 

c, 

— 

Ce 

4 

cr 

(  /îA  -f-  J  /»  -t-  î  /;  ■ 

-tliic 

c, 

4 

il 

G'.. 
G.  ■ 

= 

e 

—  Dfn 

rt  — 

0' 

Cela  étant,  supposons  a?  =  o  et  divisons  membre  à  mem- 


i 
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bre,  on  trouve  ainsi 


•    •   • 

« 


e,(o)       '       '         i-t-aQ-i-aQ^H-. 
et  nous  aurons  de  même 

(O)    _      ^— ^ —    I^—  aQ-f-îQ* — ... 

ei(o)  "■  ^  7-+^Tq  h-  2 qmT  .  ; ' 

Ces  formules  font  voir  qu'en  remplaçant  q  par  Q,  et  par 
conséquent  la  variable  co  par 

c  -+-  doi 

oii  a  el  d  sont  des  entiers  impairs,  6  et  c  des  entiers  pairs 
assujettis  à  la  condition  ad —  6c  =  1,  ^  se  reproduit  au 
signe  près,  et^k'  avec  le  facteur  i  élevé  à  la  puissance  en- 

tiere • 

2 

Nous  devons  aussi  appeler  Fattention  sur  cette  circon- 
stance que  k  et  k'  sont  des  fonctions  holomorphes  de  eu, 
mais  qu^à  Tégard  de  cette  variable  on  doit  admettre,  en  po- 
sant uizzzx  -h  iy,  que  y  est  difTérent  de  zéro  et  positif. 

Ce  sontdonc  véritablementdes  parties  de  fonctions,  n^étant 
définies,  n'ayant  d'existence  que  dans  la  région  du  plan 
située  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses  et  qui  dès  lors  éch  appen  t 
à  beaucoup  des  méthodes  de  l'Analyse.  Ainsi  il  n'existe  pas 
pour  k  et  k'  de  développement  suivant  les  puissances  de  eu, 
et,  si  l'on  fait  w  z=  cuq -f-  A  pour  pouvoir  employer  la  série 
de  Taylor,  voici  encore  ce  que  l'on  doit  remarquer.  Les 
quantités  k  et  k'  sont  déterminables  par  la  résolution 
d'une  équation  algébrique  à  coefficients  rationnels,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  c»,  telles  que 


0)0=  g > 

A,  B,  c  étant  entiers,  et  B  essentiellement  positif;  mais,  si 


en- 
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remploi  de  ces  valeurs  initiales  donne  pour  premier 
terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numérique,  les 
termes  suivants  sont   nécessairement  des  transcendantes. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  wo=^/,  on  a  A:-r=  —^f  k':=^  --> 

et  si  Ton  prend  tu  =  i-\-  h,  l'intégrale  J  ir^  /    -^.^^ 

trera  dans  tous  les  coefficients  des  développements  de  /' 
et  A',  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  Nous  remar- 
querons cependant  qu^en  posant 

a>  -r-  i       aJ* 

on  obtient  des  séries  dont  les  coefficients  sont  commensu- 
rables,  à  savoir  : 

2  l5  J 

On  en  lire 

4  l'y  i:)  1/5 

puis,  en  remplaçant  w  par ,  ce  qui  revient  à  changer 

î  en  --  «Ç, 

lôA-U*        4       '        ^'    ^i5'         i5^         17^^^      

Soit  enfin 

ç,  Ç*        5^        ?•        3o53Ç« 

a         24        80  36o  * 


nous  aurons  encore 


K=s(j-g), 
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mais  ces  divers  développements  n^exislent  qu^en  supposant 
le  module  de  ;  moindre  que  —  • 


i;égalité 


k*-^-k'i=i, 


qui  est  mise  en  évidence  au  moyen  des  séries  en  £,  justifie 
les  dénominations  de  module  et  de  son  complément  données 
à  A'  et  k'.  Elle  se  démontre  en  supposant  j:  =  K,  dans  la 
relation  précédemment  obtenue 

et  se  rappelant  qu'on  a 

e(K)  =  ei(o) 

H(K)  =  Hi(o). 
11  en  résulte  celte  relation  entre  les  séries  infinies, 

=  (1  -T-  iq  -^  1kg'' -h  2q^  -h  2<7*«-+-  ...)*» 

à  laquelle  je  m'arrêterai  un  moment,  afin  d'en  donner  la 
signification. 

Culer  a  fait  la  remarque  importante  et  féconde  que,  en 
posant 

i-h  a^r  -h  a^'^H-  a^r'-h  . . .  =  y^g'^* 

(/i  =  o,  iti,  iha,  ...), 
le  carré  de  cette  suite  s^exprime  par  la  somme 


où  Ton  prend 


2;  <,«'-■•, 

-  ;'««-' 

n  —  G,  ±1,  =^  a, 

Ai'=  0,  ±1,  =h  a. 

<•• 


A 


-.  .  a  ♦ 


Far  conséquent,  un  même  terme  g^  se  présente  autant  de 


J 
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fois  qu'on  trouve 

et  a  pour  coefficient  le  nombre  des  solutions  de  Téquation 

où  .r  et  y  seront  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  Le  cube 
et  la  quatrième  puissance  de  la  même  série  donneront  pa- 
reillement, comme  coefficient  de  ^^,  le  nombre  de  solutions 
des  équations 

a:ï  _f-  j^t  -H  3»  =  N 

et 

X^ -Jf- yt  ^  Z^ -^  U'^  =  N, 

pour  des  valeurs  entières  positives  ou  négatives  des  indé- 
terminées. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  en  désignant  par  (N)  le  nom- 
bre de  ces  solutions  de  la  seconde  égalité, 

(N  =  o,  f,  2,  ...  ). 
On  en  conclut,  si  Ton  change  le  signe  de  ^, 


( 


ï_2y_x.^^V_2^9^...)V  =  2(-I)-''(N)5'\ 


de  sorte  que  la  différence  des  quatrièmes  puissances  a  pour 
expression 

OÙ  M  parcourt  la  série  des  nombres  impairs.  Cela  étant, 

j'écris 

^  _         ___        w« 

{m  =  1,3,  5,  . . .), 

et  j'observe  que  dans  la  quatrième  puissance  de  cette  nou- 
velle série  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  q^ 
sera  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  suivante 

m*  h  m'-  -f-  /n'»-+-  m"'*       _. 

• -7 ^  N, 
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OÙ  m,  m',  mJ'j  mT  sont  des  entiers  impairs  et  positifs. 
Leurs  carrés  étant  ^^  i  (  mod  8  ),  on  voit  que  N  est  un  entier 
impair;  désignons-le  par  M  et  représentons  par  [M]  le 
nombre  des  solutions  de  Téquation 

rp*  -4- j^*  -+-  ^*  -h  a*  =  4  M , 

où  les  indéterminées  sont  des  entiers  impairs  et  positifs, 
on  aura 

(M  r=  I,   9-,   5,    .  .  .). 

La  relation  entre  les  quatrièmes  puissances  des  séries  infinies 
revientdonc  au  théorème  arithmétique  exprimé  par  l'égalité 
(M)  :=:  8 [M],  qu'on  peut  établir  directement  au  moyen  de 
considérations  élémentaires. 

Nous  ne  quitterons  pas  ce  sujet  sans  compléter  ce  qui 
concerne  la  définition  même  de  k  et  k\  dont  nous  avons 
obtenu  les  racines  carrées  comme  fonctions  uniformes  et 
bien  déterminées  de  co. 

D'autres  expressions  de  ces  quantités,  qui  s'offrent  d'elles- 
mêmes,  comme  on  va  le  voir,  mettent  en  évidence  que  les 
racines  quatrièmes  sont  aussi  des  fonctions  uniformes  et 
holomorphes.  Rappelons  dans  ce  but  le  résultat  établi 
page  772,  qu'en  prenant 

on  a  les  formules 
e(-    ~\  —  k(\—7,q  cos2ar-l-5r»)(i  —  2çr3cos2ar-+-^V)).. ., 

H  ( )  —  S.,iy q  %\xix  {\  —  agr»cos2a7-f-  q^) 

X  (l  —  2 gr* ces 20? -4-  y*).  .  ., 

Hi  [  --    -  )  =  h.,%y q  cos.r(i-4-2  5'2cos2a7  -^q^\ 

X  (l-+-  2<7^C0S2T  --  ^«) 
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Supposons  a7=n  o,  et  soit,  pour  abréger, 

P  =  (I  -H  qi)(i  -+-  q^){l  -4-  g«) 

Q  =  (l-^)(l-gr»)(i-5r«)..., 
R-(l-i-5r)(i-f-^»)(l+.gr»)..., 

on  en  conclut  ainsi 

Hi(o)  =  2t^^AP«, 
e(o)  =  AQ«, 
e,(o)  =  AR2 

et,  par  conséquent. 

Ces  nouvelles  expressions  sont  uniformes  si  on  les  con- 
sidère par  rapport  à  la  variable  eu,  puisqu'on  peut  écrire 

\fq  nr  e  **    ;  j'ajoute  qu'elles  sont  holomorphes.  Employons 
en  efTet  la  relation  suivante  donnée  par  Euler 

i.   ■   ^^/I^^2^/'t^^^l        _  (i  —  7*)(' -  y*)('  — y^)- -  • 
(1  ~  ^)(n-  9^)(i-+-  ^';. . .  = r-T ^, 


on  voit  qu'elle  revient  à  celle-ci 


<.•  .  ^<\^-^<<f''*'  (  -sv;/*    > 


PR=  Tt  V\   r ..      :/...  ',,\IL,,   .*.  î 


Q 

O"  Plutôt  T.       ^      ^  ,    .  .     :  -, 

et  nous  en  concluons  sous  forme  entière 

Enfin  remarquons  que  la   racine  douzième  de  kk'  est 
elle-même  holomorphe,  les  équations  précédentes  donnant 
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Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  propositions  établies 

sur  le  changement  de  o)  en  —    ,     ne  pourraient  avoir  lieu 

pour  des  fonctions  holomorphes  dans  toute  Fétendue  du 
plan.  C^est  donc  cette  circonstance  que  k  et  k  existent  seu- 
lement dans  le  demi-plan,  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses, 
qui  rend  possibles  des  propriétés  analytiques  entièrement 
nouvelles  et  du  plus  haut  intérêt  pour  TAnalyse ,  qui  ont 
conduit  M.  Poincaré  à  sa  belle  et  grande  découverte  des 
fonctions  fuchsiennes. 

Aux  diverses  formules  que  nous  venons  de  donner  nous 
joindrons  les  suivantes,  dues  à  Jacobi, 

^    /-«,-  l  +  g«-4-y«-^-y««+...  2 


iq^  -t-  2^*  —  iq 


Les  lois  de  ces  séries  sont  données  par  ces  expressions  où 
le  signe  \]  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  l'indice  n  de 
—  00  à  -+-00,  savoir 


-.-2<-')" 


^«/I*  +-1« 


y(-.) 


1 


=^yq 


gkn*  f-Sii 


^►^  gin*-hn 


2(-'>"^ 
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et 


Vk  =  s/lVq 


^qm^+n 


2^- 

En  second  lieu,  et  pour  le  complément  du  module,  on  a 


I-h 

y 

y«-yS 

—  g"'  — ... 

I  — 

q- 

y3.+-y6 

-+-yi»-+-... 

n- 

q-^ 

y»  4- y» 

+  y»<>-4-... 

1  — 

-ay 

-+-2y*- 

-ay'-+-  ay" —  . . . 

1  — 

iq^ 

+  2y«  — 

-  2y^*4-  ay"—  . .. 

I  — 

ay* 

4-ay«- 

.  2yi«-4-ay"  — ... 

1 4- a  y -+- 2  y*  H- a  y* -+- a  y  **  H- . . . 
ou,  en  mettant  en  évidence  les  termes  généraux, 

in'^  +  n 


2(-  •)' 


2](-i)«<7««' 


2 


i\n/7«»' 


(-!)»? 


2?-' 


2 


2(-  0- 


La  quantité  sjkk'  est  donnée  par  le  développement  de  forme 

S.     -  Cale.  ini.  5o** 
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semblable  aux  précédentes, 

Vkk'  =  /I  Vq  = 

JUndiquerai  enfin  ces  deux  formules  {Journal  de  Ma- 
thématiques^  2«  série,  l.  IX) 

{/Ji  = — , 

V(4n-+-i)5rî«*+'» 


2(-0''(4/i  +  i)g 


InM-n 


11.  —  Définition  de  snj?,  cn^,  diur.  Équations 

différentielles . 
Posons 

^     e(ar) 

Les  relations  algébriques  obtenues  précédemment  et  qui 
sont  homogènes  par  rapport  aux  quatre  fonctions  donne- 
ront 

tt«  -f-  p«  =  I , 

A:»  m'  -h  frp>  =  I . 

La  première  conduit  à  représenter  u  par  un  sinus,  r  par 
un  cosinus;  c^est  ce  qu^a  fait  Jacobi,  en  écrivant 

u  =  sin  am(a7), 
V  =  cosam(ar). 

L'illustre  géomètre,  consacrant  une  notation  dont  Legendre 
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a  fait  usage,  pose  aussi  ^  =  Aam(a;);  actuellement  on  em- 
ploie de  préférence,  et  nous  adopterons  les  désignations 
abrégées  de  Gudermann, 

u  =  snXj 

V  =  cna?, 

w  =  dnor. 

La  première  de  ces  trois  fonctions  est  impaire,  les  deux 
autres  sont  paires,  et  Ton  voit,  diaprés  les  valeurs 

p  __  e(o)         jTi_  e(o) 


s/'^- 


Hâ^y     »^*'-ëû^)* 


qu^elles  sont  égales  à  Tunité  pour  ^=10. 

Cela  étant,  les  relations  fondamentales  qui  ont  été  établies 
pour  les  fonctions  de  Jacobi,  lorsqu'on  change  a?  en  j?  4-  2  K 
et  ^ -h  2fK',  puis  en  a?-HK  et  ^-h  iK'  (p.  768),  donnent 
les  propriétés  suivantes  des  fonctions  que  nous  venons  de 

définir 

sn (a? -+-  2 K)  =  —  sna?, 

cn(a?-i-2K)  =—  cnar, 
dn (a:  -h  a K )  =  H-  dna? ; 
sn(a7-+-2tK')  =-4-  snx, 
en  (a?  -hiiK!)  =  —  cna?, 
dn[x  -hiiK')  =  H-dna7; 

-  ...  CTiOP 

sn(^-HK)=4-g^, 

,  ...  k'snx 

cn(j?-+-K)= j , 

dnar 

dn(a?H-  K)  =-*-  t — ; 

sn  (a?  -H  iK')  =  -h  -, > 

cn(a?-i- tK  )  =—  j j 

A:sna? 

dn(ar-4-iK')  =  ---'^; 

sna?  ' 


J'. 
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et 

^  kcnx 

cn(a?-+-K  +  «K')  =—  7 , 

kcnx 

dn  (x  H-  K-+-  iK')  =  h — ; • 

Voici  maintenant  comment  s^obtiennent  les  équations 
différentielles  d^une  grande  importance,  qui  vont  nous  don- 
ner une  définition  nouvelle  des  trois  fonctions  doublement 
périodiques,  sn  J7,  cn^  et  dno;. 

Considérons  à  cet  effet  la  dérivée  de  c/,  à  savoir 

du  _  j_  l^'{x)%{x)—l{{x)%\x)  _  ^(x) 
dx"  yjk'  e«(^)  ""  ©'(^)' 

Cette  dérivée,  comme  la  fonction  elle-même,  admet  la  pé- 
riode Q  iK'  et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsqu'on  change 
j?  en  j?  +  aK;  ayant  donc  pour  le  numérateur  la  valeur 

^{x)  =  e^X)^y 

on  tirera  immédiatement  des  relations 

e«(a?-4-aK)  =  e«(a?), 
e>(j?  -h  2iK')  =  e>(a?)c "  K 

auxquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci 

4>(aî-+-2K)  =  —  4»  (a?), 

— J— (x-f-iK') 

4>(a? -4- 2iK')  =  <t»(a?)c      ^ 

Or,  diaprés  ce  qui  a  été  précédemment  établi  (p.  782  et 
788),  on  a 

*(a?)  =  ai*i(a7)-+-aj4>8(a?)  =  ae(iF)H(a?)-+-a,ei(a?)H|(ar), 

a  et  «1  désignant  des  constantes.  Observons  maintenant  que 
u  change  de  signe  avec  a?,  la  dérivée  -7-  est  donc  une  fonc- 
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tioD  paire,  par  conséquent  la  partie  impaire  aB{x)îi{a:) 
doit  disparaître;  ainsi  a=:  o,  et  Ton  a  simplement 

En  divisant  par  6*(^)  et  faisant 

k'      ""  ^' 

il  viendra 

du  , 

-T-  =  g  eux  dnx 


Cette    constante  g   représente,    puisque    la   fonction    u 
s^évanojuit  avec  x,  la  limite  du  rapport  pour  x  r=io\ 


X 


on  a  donc  g-=r.  ~-  -rrr-r  »  O"  bien,  d'après  la  valeur  du  mo- 
dule, 

H'(o)ei(o) 
^     H,(o)e(o)' 

Or  la  formule 


^m 


=  A.2V^g'sina?(i  —  a^'cosaar-t-  ^*)(i  —  2 y* ces 2a? -4-^*) 
donne  immédiatement 

-^ir(o)-2v/^A» 

et  l'on  trouve  ensuite 

Ht(o)  e(o)  =  2t/^A«P«Q«  =  ^Vq  ^ 
comme  conséquence  des  équations 

H,(o)  =  2t^^AP«, 

e(o)  =  AQV 
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[|  vient  donc,  en  divisant  membre  à  membre, 

puis,  en  emploj'ant  l'eitpreasion  de  AR',  obtenue  page  79 1 

H'(o) 


"~"  H,(o)e(o) 


*,(o), 


et  nous  en  concluons  que  la  constante  g  est  donnée  par  la 
formule  suivante 


III.  —  Inversion  de  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce. 

Ce  point  important  repose  sur  la  considération  du  cas 
particulier  où  les  quantités  K  et  K'  sont  supposées  réellES, 
qui  doit  appeler  notre  attention.  11  en  est  de  mâme  alors 

de  7  ^=^  e  **  ,  du  module  et  de  son  complémenl,  qui  sont 
moindres  que  l'unité,  d'après  la  condition  A'+A-"^i. 
ËnRn  les  fonctions  sn.r,  en  x,  Aax  sont  aussi  réelles  et 
moindres  que  l'unité  pour  toutes  les  valeuis  réelles  de  la 
variable,  en  vertu  des  égalités 


Mais  elles  peuvent  dépasser  ces  limites,  si  l'on  introduit 
un  argument  imaginaire,  comme  nous  allons  le  montrer 
en  considérant  sn^. 

Je  prends  successivement,  avec  les  variables  réelles  t, 
croissant  de  zéro  à  K,  et  s,  de  zéro  à  K', 
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Dans  le  premier  cas,  sno?  varie  de  zéro  à  Tunité;  la  for- 
mule 

sn(a7-HK)=- 

'       cna? 

donne,  en  effet, 

sn(K)  =  i        pour    j?  =  o. 
On  voit  aussi  que  la  dérivée 

Y^x  sn^  =  ^  en  dnor, 
dont  la  valeur  initiale  est  la  constante  positive  g  =:  — ^^ 

{voir  p,  797)f  ne  change  point  de  signe  entre  les  limites 
a;  ==  o,  ^  =  K.  Elle  ne  peut  effectivement  s'annuler,  comme 
le  montre  Texpression 

\/kb^{x) 
qu'en  faisant 

Ht(a7)  =  o        ou        0j(:p)  =  o» 
c'est-à-dire 

a?  =  (  2  wi -H  i)  K -4- a  n«  K', 

X  —  (ti/n  ■+-  i)K  -H  (2/1  -H  i)îK', 

et  aucune  de  ces  quantités  n'est  comprise  dans  l'intervalle 
considéré,  sauf  la  valeur  j?  =z  K  représentant  précisément 
la  limite  supérieure.  La  fonction  snx  varie  donc  en  crois- 
sant de  zéro  à  l'unité. 
Nous  emploierons,  dans  le  second  cas,  la  formule 

,_,       .  .       cn(w) 
sn(K-r- w)  =   .  ]  .    ; 

elle  montre  que  le  premier  membre  est  une  quantité  réelle^ 
le  numérateur  et  le  dénominateur  étant  des  fonctions  paires 
de  la  variable.  L'égalité 

cna?  __     I    Hj  (a?) 
s.  —  Cale.  int.  5j* 
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fait  voir  ensuite  qu'il  est  toujours  fini,  les  p6les  étant  don- 
nés par  l'équation 

ce  qui  exige  que  s  soit  imaginaire. 
A  la  limite  supérieure,  on  a 

..(K  +  .K')=1, 
d'après  la  relation 

^  '       kinx 

en  y  faisant  x^K.  Enfin  on  prouverait,  comme  loul  à 
l'heure,  que  la  dérivée 

conserve  le  même  signe  et  s'annule  seulement  pour  s  =10. 
Il  est  ainsi    démontré    que    sn;r  croit  de  l'unité  à  t< 
lorsque  la  variable  prend  les  valeurs  imaginaires  représen- 
tées par  l'expression 

x  =  K-i- is\ 

Le  dernier  cas  à  considérer  repose  sur  la  formule 

sn(K^.'K'^0=n^^ 


in(K  +  (K'+()  = 


mtK-0 

Elle  montre  que,  t  variant  de  zéro  à  K,  te  dénomina- 
teur sn(K~()  reproduit,  dans  l'ordre  inverse,  la  suite 
des  valeurs  de  snt;  il  en  résulte  que  sox  parcourt  alors 
l'intervalle  compris  (le  v  à  l'infini. 

Ce»  résultats  établis,  je  reviens,  pour  en  tirer  les  consé- 
quences auxquelles  ils  conduisent,  à  l'équation  différen- 
tielle 
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et  à  Texpression  qui  en  résulte 

du    ' 


t/o 


gyji^i—u^)i^i  —  k^u^) 


Nous  venons  de  voir  qu'en  faisant  croître  u  de  zéro  à 
Tunité,  X  varie  de  zéro  à  K;  on  a  donc 


-/ 


du 


^V^(i-a«)(i~A-«a2') 


Le  second  intervalle,  s'étendant  de  Tunilé  à  t>  donne 

k 


ensuite 


'^'-l 


du 


et,  en  dernier  lieu,  nous  trouvons 


-/ 


du 


g>/i,i-u^){i-k^u'^y 


mais  cette  seconde  expression  de  K  revient  à  la  première 
par  un  changement  de  variable  qui  consiste  à  remplacer, 

dans  rintégrale,  u  par  -r-  • 

fîU 

Les  quantités  K  et  K'  étant  ain^i  exprimées  au  moyen 
des  constantes  g  et  /r,  nous  pouvons  former  la  fonction 
«znsnoravec  les  seuls  éléments  quh- entrent  dans  l'équa- 
tion 

^      r" du 

C'est  ce  qui  donne  la  solution  du  problème  de  l'inversion 
de  l'intégrale  elliptique  que  nous  nous  sommes  proposé 
d'obtenir.  Mais  ce  résultat  n'a  été  établi  que  dans  la  sup- 
position du  modèle  k  réel  et  moindre  que  l'unité,  qui  suffît 
pour  les  principales  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
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lions  elliptiques.  D^autres  principes ,  appartenant  à  la 
théorie  générale  des  fonctions,  sont  nécessaires  pour  irai- 
ter  le  problème  dans  le  cas  du  module  imaginaire,  et  je  ne 
Faborderai  point  dans  cette  Note.  En  restant  dans  le  cas 
spécial  qui  a  été  considéré,  nous  ferons  ^'  =  i;  nous  parti- 
culariserons ainsi  les  quantités  K  et  K',  qui  seront  désor- 
mais 


K^r' ^"^ 

J,    V^(i-u')(i-A:«u' 

1 


) 


On  obtiendra,  par  suite,  la  relation 

--  =  ef  (o), 

et  nous  observerons  que,  Téquation  différentielle  entre   u 

et  X  devenant 

du 


^=V/'(i-a«)(i-A:»tt«), 

le  rapport sera  égal  à  Tunité  pour  a?  3=  o,  ce  qui  rap- 

proche,  en  un  point  essentiel,  le  sinus  d^amplitude  du  sinus 
trigonométrique. 

Nous  ajouterons  enfin  les  remarques  suivantes  sur  K 
et  K'. 

Je  dis,  en  premier  lieu,  qu^on  obtient,  par  une  transfor- 
mation facile. 


0 
Qu'on  fasse,  en  effet,  tt*z=  Ç  dans  Tintégrale 


/•* du 
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OD  aura  d^abord 


•1^ 
•A» 


,^i  r        ^ 

2I     /î(5-i)(i-A-«0 


Soit  ensuite 

ï  — ;t'«ç 


{  = 


;t« 


de  manière  à  obtenir  pour  limites  zéro  et  Tunité,  nous 
trouverons  la  transformée 


O 


ce  qui  donne  le  résultat  annoncé,  en  remplaçant  ^  par  u*. 
Ces  quantités  K  et  K',  considérées  comme  fonctions  du 
module,  vérifient  la  même  équation  linéaire  du   second 
ordre 

dont  rintégrale,  avec  deux  constantes  arbitraires  C  et  C, 
est  par  suite 

^  =  CK-hG'IC. 
Soit,  enfin, 

et  Sn  la  somme  finie  des  n  +  i  premiers  termes 

S„=i-f-(-)  ^*-^(~7     k^-^,,.-hl ,— )  A-»«, 

on  a,  sous  forme  de  séries,  les  expressions  suivantes  : 
K'=  -S, 
K'=Slog|-{S-i)-32_(s_S.)-5^(S-S,)-.... 


s. 
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Addition  des  arguments.  Théorème  d'Abef, 

C'est  Euler  qui  a  donné,  le  premier,  les  formules  pour 
exprimer  sn(a  -\-  b),  cn{a  -+-  b),  dn{a  4-  6),  au  moyen  des 
fondions  semblables  relatives  aux  arguments  a  et  6,  et 
cette  importante  découverte  a  été  le  point  de  départ  et  la 
base  des  travaux  qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  el- 
liptiques, de  même  à  peu  près  qu'en  Trigonométrie  élé- 
mentaire on  est  parvenu  aux  propriétés  analytiques  du  si- 
nus et  du  cosinus  en  partant  des  relations  qui  donnent  le 
sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  en  fonction 
des  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs.  L'illustre  analyste,  par 
une  divination  restée  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science, 
obtint  sous  forme  algébrique  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion 

Or  ce  résultat  revient  exactement  à  l'expression  du  sinus 
d'amplitude  de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous 
allons  le  montrer.  Effectivement,  en  désignant  par  C  la 
constante  arbitraire,  l'intégrale  est 


ar  v/( i  —  j ^ )  ( I  -  k^y^ )  -H ^  v/(  1  —  x« )  (I  ~  ^'> xM 
(2)     c  =-. V—A^ï^^t 

Mais,  si  l'on  fait 

a:  =  sna, 

y  =s  snb, 

l'équation  (i),  réduite  à  la  forme 

da  ~h  db  -=^  0, 

donne  immédiatement 

a  -T-  b  =i  c. 

Voici  donc,  sous  deux  formes  différentes,  la  solution  d'une 
même  équation  différentielle,  et  l'on  devra  passer  de  l'une 
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à  l^autre  en  établissant  la  relation  qui  lie  les  deux  con- 
stantes arbitraires.  Je  remarque,  à  cet  effet,  que  c  est  évi- 
demment la  valeur  de  a  pour  6  =  0,  et,  si  Toi^  fait  sembla- 
blement  6  =:  o  et,  par  suite, /=:o  dans  Téquation  (a), 
elle  donne  C  =r  j?  :rz  sn  «r.  La  relation  entre  les  constantes 
est  donc 

C  =  snc. 

Ainsi  la  valeur  de  C  en  a?  et  j)^  donne  précisément  la  dé- 
termination de  sn(a-i-6)  en  fonction  algébrique  de 
sna  et  de  sn^.  La  Géométrie  fournit  aussi  plusieurs  mé- 
thodes extrêmement  intéressantes  pour  parvenir  à  ce  même 
résultat;  ne  pouvant  ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à 
donner,  sous  sa  forme  analytique  si  remarquable,  le  théo- 
rème découvert  par  Abel  pour  Taddition  d'un  nombre  quel- 
conque d'arguments. 

L  —   Théorème  d'AbeL 

Les  fonctions  sn^,  cn:r,  dn^  se  reproduisent,  au  signe 
près,  lorsqu'on  change  x  en  a:-+-2K  et  j7-f-2«K';  leurs 
carrés  admettent  donc  pour  périodes  2K  et  ?.  iK',  et  il  en 
sera  de  même  du  polynôme  entier 

çp(3)  =  Ao-+- Ai-3«-l-.  .  .-f-  Art-3*«, 

où  z  désigne  indifféremment  ^nx,  cnj7,  dn^.  Soit  en- 
core 

^{z)  =  Bi  ^  -4-  B,;!»-!-. .  .-h  B„-,^««-3, 

l'expression  suivante 

nous  donnera,  dans  les  trois  cas, 

F(ar-h2K)     =  F(a:), 
F(a?-f-2tK')  =  F(a7), 
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puisque  le  facteur -sD^^,  c'esl-à-dire  la  demi-dérivée  de  5* 
par  rapport  à  J7,  a  les  périodes  de  5*.  Cela  étant,  je  rem- 
place z  par  |on  expression  fractionnaire  contenant  6(j?) 
en  dénominateur,  et  j'écris 

On  aura,  comme  conséquence  des  relations 

e«'»(a?-haK)     =e««(a7), 

e««(a?-4-2iK')  =  e«''(ar)e      *^ 
les  égalités  de  même  forme 

îmir,         „,.. 

Elles  ont  été  précédemment  considérées  (p.  768),  en  pre- 
nant a  =  2K,  b—--  21K',  A"  =  2/1,  et  il  a  été  établi  qu'on  y 
satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  une  fonction  en- 
tière, contenant  sous  forme  linéaire  2/1  constantes  arbi- 
traires. Le  numérateur  de  l'expression  de  F(j:)  donne  donc 
aussi  la  solution  la  plus  générale,  les  polynômes  ^{z)  et 
^(z)  renfermant  2/1  coefficients  indéterminés.  Mais  voici 
encore  une  autre  manière  de  Tobtenir. 

Je  considère,  en  y  changeant  x  en  x  —  a,  les  équations 
qui  définissent  la  fonction  H(^);  elles  deviennent  ainsi 

H(a7  —  a-h2K)     r^  — H(a:  — a), 

H(:r  —  a-f-2iK')= — H{x  —  a)e    * 
On  en  conclut  qu'en  posant 
*(ir)  =  AH(a7  — a)H(:r  — ô)...H(a7-~^)H(ar  — A), 
oiï  a,  by  . . .,  ^,  h  sont  2/1  constantes  telles  qu'on  ait 

a  -^-  b  -^. .  ,-h  g  -h  h  =z  Of 
et  A  un  facteur  arbitraire,  on  obtiendra,  comme  tout  à 
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l'heure, 


^"'""(x^iK') 


Nous  pouvons  écrire,  par  conséquent, 

AU(x  —  a)U(x  —  b)...U(x—ff)U(x--h) 


F(x)  = 


e2«(a7) 


en  mettant  en  évidence  les  solutions  de  l'équation  F(a7)  =  o, 
puisque  les  facteurs  H  {a:  —  a),  ll{a: —  b),  ...  s'annulent 
pour  x^za,  by  ....  Voici  les  conséquences  qui  résultent 
de  cette  égalité  remarquable. 

Les  polynômes  ©(2)  et  "^{z)  introduisent,  sous  forme 
homogène,  2/1  coefficients;  on  pourra,  après  avoir  fait 
A„=:  I,  les  déterminer  par  les  2/1  —  i  égalités  : 

F(a)  =  o,        F(6)  =  o,        ...,        F(^)  =  o. 

Cela  fait,  nous  aurons,  en  plus,  F(j:)  =  o  pour  071=^, 
c'est-à-dire 

X  = — (aH-6-4-...-F^). 

Or  le  produit 

donne,  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  à  considérer,  un 
polynôme  entier  du  degré  ^n,  ne  renfermant  que  des 
puissances  paires  de  z;  car  on  a  successivement,  pour 

z  =  sn^,         (D^z)«=  (i-4s«)(i-  X:«>3«), 
z  =  cn^r,         {\>x^y  --=  (i  —  -s*)  (^*-^  A:'»^»), 
z=dnx,        {Djcz)^=:{i  —  z^){z*—k'^). 

Dans  le  premier,  ce  polynôme,  décomposé  en  facteurs, 
sera  donc 

(5«—  sn«a) {>««— sn^ô). .  .(5*— sn«^)[z*— sn«(aH-  b-{-,.  .-hg)]; 

dans  le  second, 

(^>— cn«a)(5* — cn>6). .  .(s«— -cn«^)  [z* — cn«(a-+-6H-. .  .-h^)]» 
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et  enfin,  dans  le  troisième, 

(^«— dn2a)(z»— dn«6)...(>32__dnî^)[iî?— dn2(a-T-6-i-...4-^)]. 

Le  théorème  d'Abel  est  la  conséquence  des  identités  que 
nous  venons  d'obtenir. 

Désignons,  en  effet,  suivant  les  trois  cas,  par  L*,  M*,  N* 
le  terme  indépendant  de  ;;,  dans  le  polynôme 

on  aura,  en  faisant  ^:=o  et  posant  e  =  dti,  les  relations 
suivantes  : 

sn(a  —  o  — . .  ,-^  g)  — 


cn(a-r-ô-r-...-H^j  — 
dn(a^-  6  -4-..  .-H^)  — 


sna  sn6. .  .sn^ç 

£M 

cna  cn6. .  .cq^ 

êN 
dna  dn6. .  .dn^ 


Ce  sont  les  formules  pour  Taddition  des  arguments  dans 
les  fonctions  sn^,  cna:,  dnj;;  leur  caractère  analytique 
découle  des  équations  que  nous  avons  posées 

F(a)  =  o,        F(6)--=o,         ...,        F(^)  =  o. 

Ces  égalités  déterminent  les  coefficients,  par  des  fonctions 
rationnelles  dans  le  premier  cas,  de 


sna, 

sne>, 

•  ■   ■  ) 

sn^, 

en  a  dna, 

on  6  dn6f 

*  *  *  1 

cn^dn^; 

dans  le  second,  de 

cna, 

cn6, 

•  •   •  « 

cn^, 

sna  dna, 

snb  Anb, 

■  •  •  « 

sn  g  dn  g. 

et,  dans  le  dernier,  d 

e 

dna. 

dn6. 

■  •  •  • 

dn<f, 

sna  cna, 

sn6  en  6, 

*   *  *  1 

sn^cn^. 

Quant  au  double  signe  représenté  par  le  facteur  e,   il 
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suffira,  pour  l^obtenir,  de  considérer  un  cas  particulier; 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

II.  —  Formules  pour  L'addition  de  deux  arguments. 

Nous  appliquerons  les  résultats  qui  précèdent  en  pre- 
nant /zrz=2;  on  aura  ainsi  trois  arguments  a,  b^  c;  nous 
supposerons  le  dernier  égal  à  zéro,  et  nous  ferons 

F(a?)  =  (Ao-f- Ai-s'-^^'O'— B-3D^>8. 

On  remarquera  alors  que,  pour  z  .  -  sn  j?,  Téqualion  fonda- 
mentale a  cette  forme 

=  ^«(.5»— 8n«a)(^î— sn>6)[.5î— sn5(a-+-6)], 

de  sorte  qu'on  doit  déjà  poser  AqZizo.  Supprimant,  dans 
les  deux  membres,  le  facteur  ^*,  et  posant  ensuite  ^  -::o, 
nous  obtiendrons 

sn(a  -+-  6)  = j  ' 

snasn6 

Cela  posé,  les  égalités  F(a)  — o,  F(^)m  o  deviennent 

sn'a  -h  Ajsna  -hB  cna  dna  =  o, 

sn»6  -f-  Aisn6  -h  B  cnô  ànb  =  o, 
d'où 

B  sn*^  —  sn^b 


snasnb       snacn6dn6  —  sn^cnadna 

valeur  qui  se  réduit  à  sna  pour  b  :-  o,  de  sorte  qu'il  faut 
prendre  &  =  i.  Il  vient  ainsi,  en  multipliant  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  snacn^dn6  4- sn6  cnadna,  et 
supprimant  haut  et  bas  le  facteur  sn^a  —  sn'6 

.          ,,      fin  a  en  h  dnb -^  fin  b  en  a  an  a 
sn(a  -h  É>)  —  — j- — -y 

En  supposant  ensuite  5  r^  cno:,  et  -s:==  dnj:,  l'équation 

^*-H  A|5*-h  Ao-H  BzDxZ  —  o 
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admet  la  racine  s  :^  i,  qui  répond  au  troisième  argument 
supposé  nul.  Or  doit  donc  faire 

ce  qui  conduit,  pour  z  =^  cn^,  aux  égalités 
cn»a  -4-  G  -t.  B  ■""''"-  =  o, 


de  même  pour  s  =  dn  x,  on  aura  les  relations  toutes  sem~ 
h  labiés 

dna        ~    ' 

dno 


Un  calcul  entièrement  analogue  â  celui  qui  concerne 
le  sinus  donne  les  e:ipressions  suivantes 


cnacnft-snasné 

dnadnA 

l-A'sn'«s 
drfldn*-*'sn« 

n'6 
nAcnacni 

dn(a  +  6)  = 

Les  trois  formulesquenous  venons  d'établir  sont  nommées 
Tondamentales  à  juste  titre,  car  elles  suffisent  pour  définir 
snar,  cna;,  dnx  comme  fonctions  uniformes  de  la  variable. 
On  peut  voir,  dans  les  premiers  Mémoires  d'Abel  et  pos- 
térieurement dans  ceux  de  Gudermann,  l'un  des  meil- 
leurs auteurs  qui  aient  écrit  sur  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  comment  elles  donnent  la  double  périodicité, 
puis  les  valeurs  desn(mx),  cn(mx),dn(ma:),  oiimest  un 
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nombre  entier  quelconque,  d'où  se  tirent  en  remplaçant  x 
par  —  et  faisant  croître  indéfiniment  Tentier  m,  les  expres- 
sions sous  forme  de  quotients,  que  nous  avons  prises  pour 
point  de  départ,  avec  la  notion  analytique  des  fonctions 
6(â7),  H(j7),  ....  Nous  y  joindrons  les  suivantes,  qui  s'en 
déduisent  en  changeant  le  signe  de  h^  à  savoir 

sn  a  en  6  sn  6  —  sn  6  en  a  dn  a 
1  —  X:*sn'a  sn'6 

en  a  sn  6  -4-  sn  a  sn  6  dn  a  dn  ô 


I  —  A:*sn'a  sn'6 

dna  dn6  -f-  X**snasn6  en  a  en  6 
I  —  A:*^sn*asn'6 

On  en  conclut  par  voie  d'addition  et  de  soustraction 

,.             .          ,.          t%snacn6dn^ 
sn(aH-6)-+-  sn(a  — è)=  — — rr — -^ rr> 

cn(a-ho)-4-cn(a— 6)= j-z — -7  • 

,               .          ,               .              2dnadn6 
dn(a-H6)-T- dn(a  —  6)= -7^ — , — r  . 

,.            ,          ,.         2sn6cnadna 
sn(a-+-6)-  sn(a— 6)= -_-_-_^^^, 

F        ,          ,.            ,          ,,       9.sna  dna  sn6  dn6 
{    cn(a  —  6)— cn(aH-6)  = j- — -=— , 

,    ,          .NI/          .s       aA:*sna  ena  snô  cn6 
dn(a  —  6)—  dn(a-h  6)= ,- — -, — . 

Je  ne  mentionnerai  pas,  afin  d'abréger,  un  grand  nombre 
d'autres  résultats  intéressants  qui  découlent  des  formules 
fondamentales;  mais  j'indiqueraicommentlestroisdernières 
relations,  en  y  faisant  a  -^hziz  x^  a  —  hr=.\^  conduisent  à 
obtenir  les  racines  des  équations 

sno;  =  sn(, 
cnar  =  cnÇ, 
dnj7  =  dn^. 
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Kn  coDsidérant  d'abord  le  premier  cas,  on  reconnaît,   par 
l'égalité 


que  les  solutions  cliercliées  s'obtiendront  en  posant 

.„(.^).„, 
„,(^).., 

puis 

Nous  en  concluons,  d'après  les  formules  de  la  page  769  i|u 
donnent  les  racines  des  équations 

e(ir)-o,        H(a-)  =  o,        e,(ar)=  o,        H,(t)=  », 

les  valeurs  suivantes 

oii  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  quelconques. 
De  même  pour 

on  obtiendra 

enfin  les  solutions  de  l'équation 
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seront 

ar  =  2  m  K  -f-  4  niK'  r^  Ç. 

Nous  remarquerons,  à  Tégard  de  ces  formules,  une  cir- 
constance qui  est  immédiatement  en  évidence  dans  celles 
où  S  est  affecté  du  double  signe  :  c'est  qu^en  faisant  décroître 
cette  quantité,  les  racines  tendent  à  devenir  égales  deux  à 
deux.  Soit  ensuite  Ç  =:  K  4-  to,  puis  S  izr  K  4-  îK'  -1-  to,  dans 
chacune  des  relations 

X  —  i  771 K  -4-  2  ne K'  -+-  ^, 

ar  =  (4'n4-2)K-4-2  niK'  —  Ç  ; 

nous  aurons  en  premier  lieu  les  quantités 

a?  =  (4  m  -»-  1)  K  -h  2/ieK'-f-  to, 
X  =  (  4  /n  -M  )  K  H-  2  Tit  K'  —  oi, 

qui  coïncident  pour  w  1=  o.  On  trouve  après 

X  =  (im  -+-i)K-}-(2/i-f-  \)iK'-{-  w, 
X  =  (4/nH-i)K-+-(2n  —  i)tK' —  co, 

expressions  qui  deviennent  encore  égales,  car  on  peut  dans 
la  dernière  remplacer  n  par  /i-f-i.  Nous  reconnaissons 
ainsi  que  les  solutions  des  diverses  équations 

sna?  =  i,  ar  =  (4/w -4- i)K -4- 2/itK', 

X  =  (im-+-  j)K  -i-(2n-4-i)/K', 

ar  =  4mK  -4-  4ntK' 

=  (4/n-h2)K-h(4«-+-  2)tK', 
X  =  2mK-h  iniK' 

sont  toutes  des  racines  doubles,  et  si  Ton  remplace  a:  par 
^  -f-  2K  ou  par  X  -h  liK'y  on  a  le  même  résultat,  pour  les 
équations  dont  les  seconds  membres  sont  changés  de  signe. 

III.  —  Duplication  de  r argument. 
Les  formules  pour  l'addition  de  deux  arguments  donnent, 


sn:r 

— 

I 

V 

cna? 

= 

I, 

ÙÏ\X 

— 

I, 
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en  les  supposant  égaux,  les  expressions  suivantes 


2  sna  cna  dna 

sn2a=  r- — , 

1  —  A:*sn*a 

I  —  1  sn*a  -♦-  X:*sn^a 


cnia  = 


dnaa  = 


1  —  k^sn^a 
I  —  A*sn^a 


On  en  tire  ensuite,  par  un  calcul  facile, 


(cna-f-  snadna)* 

H-    sn2a    =  -^ ,.   -. , 

1  —  A:*sn*a 

(âna  -h  k  sna  cna)' 


-4-  ksnia  = 


1  —  A:*sn*a 


•2  en*  a 
-h    en 2a    =  -  — .  - 


—    cn2a    = 

dnaa    = 
(1  n  2  a    = 


1  — A:»dn^a' 

2  sn'ûr  dn*a 
1  --  A-^sn^rt 


I  —  k^sn'^a 
I  —  k^sn'^a 


...  (  ik  9>n  a -h  en  a  an  a)^ 

cn2a-h  tA- sn2a  = ,- — , j 

I  —  Ar'sn^a 

(  A:' sn  a -4-  en  a  dn  a )» 

^»  — .-    — ■    _  ,   ■  -■■  —  _ _  ■    • 

I  —  A:*sn*a 


dn2a  -+-  A:'sn2a  = 


Nous  remarquerons  que  les  numérateurs  des  fractions 
dans  les  seconds  membres  sont  des  carrés  de  fonctions  uni* 
formes,  et  on  vérifie  aisément  que  les  deux  termes  n'ont 
dans  aucun  cas  de  facteurs  communs.  En  faisant  2a=:a?,. 
on  en  tire  ces  expressions,  qui  ont  un  rôle  dans  des  questions 
importantes, 

4«(f)".{f)-.(f)"©l' 


m-snar   = 


khHo)e(x) 
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[e(î)e,(f)-.HWH,(f)]- 

X:'e'(o)e(ar) 


e'Co)e(a?; 


dno?  =  - 


Les  numéra leurs  sont  des  carrés  de  fonctions  holomor- 
phes,  et  on  pouvait  le  conclure  de  leur  représentation  par 
un  produit  de  facteurs  primaires,  les  diverses  équations, 
I  -f-  sn  j?  =:  o,  i-^-  k  snx  =  o,  ...  ayant  leurs  racines  dou- 
bles, ainsi  qu^on  Ta  vu  précédemment. 

Enfin  jUndiquerai  les  valeurs  suivantes,  relatives  à  la 
division  des  périodes  par  deux  et  qu'on  a  souvent  lieu 
d'employer  : 

Kl  3K  I  iK'         i 

sn—  =  n         sn —  =  ■>         sn —  =  -^9 

K-hiiK'  i  3K-i-2iK'  1 

5iKH-tK'         I                 îK-f-3iK'         I 
sn =  -— ,  sn =  —7=i 

K          \/F                3K               /F                 iK'       i/r^TÎ 
en  —  =    ,  y      en —  = ,  en  —  =  1 > 

K-+-2tK'              t'v/F                   3K-hai;K'              ii/F 
en = .— »  en = --^ , 

S.  —  Cale.  int.  52 
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CD 


2K-4-IK'  i 


2 


i\/T^  2K^-3iK'  ii/i  —  k 

\/k  '^  y/k 


dn  —  =  Jk\  dn  —  =  JT\          dn =  i/i-f-  k. 

a  a  '                     a 

cln =  —  y/k  dn =  i  yJk\ 

a  a 

j    aK-HtK'            y j  ,    aKH-3iK'            / ■,- 

dn =  /i  — A:,  dn =  — i/i  —  A-, 

a  a 


sn«  " ^  "^    -     =l(X:-HiT),       sn«  =1(A:— i^'), 

a  a:  a  A-  ^' 

KH-3jfK'        I,,        ..,,  ,3K-h3iK'        i,.        .,,^ 

a  a:  a  A:  ' 

Kh-jK'  zA'  ,3K-4-iK'  lA' 

en' = T'  en» =       -—, 

a  A'  .  a  A- 

,K-H3tK'            lA-'                ,3K-f-3iK'  lA' 

cn«— ^— =       -^,  en. 3 =~^, 

dn.  îi:ti!^  =  A'(A'-  /A),  dn»  lî^-tî^.'   =  A'( A'-4-  ik^, 

IV.  —  Multiplication  de  l'argument  par  un  nombre 

entier, 

n 

On  a  vu  que  le  théorème  d'Abel  donne  pour  Texpression 
de  sn  (a  4-  6  -h ...  4-  g),  où  les  arguments  sont  en  nombre 
quelconque  égal  à  m,  une  fonction  rationnelle  des  quan- 
tités 

enadna,     cn^dn^,     ...,     cn^dn^. 

Nous  avons  donc,  en  les  supposant  égaux  entre  eux,  la 
formule  suivante 

sn(ma)  =  ^(sna)  +  CDadna^i(sna), 

les  fonctions  <p(sna)  et  (pi(sna)  étant  rationnelles  en  sna. 
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Au  moyen  des  valeurs  de 

cn(a-H6-4-...-4-^)    et    cln(a -^  6  h-.  .  .H-^), 
on  trouvera  semblablement 

cn(ma)  =  ^(cna)  +  sna  dna({/i(cna), 
dn(/na)  =  6(dna)  +  sna  cn^76|(dnaX 

en  désignant  encore  par  4'(cna),  6(dna),  . . .  des  expres- 
sions rationnelles  en  en  a  et  dna,  mais  ces  formules  se  sim- 
plifient comme  nous  allons  le  montrer.  Changeons  en  eflet 
a  en  — a  :  les  quantités  en  a  et  dna  conservent  la  même 
valeur,  tandis  que  sna  change  de  signe;  il  faut  par  suite 
que  les  quantités  4^1  (en a)  et  Oi(dna)  soient  nulles,  ce  qui 

nous  donne  déjà 

cn(ma)  =  «{/(cna), 

dn(/na)  =  6(dna). 

On  voit  en  même  temps  que  (p( sna)  et  (pi  (sna)  doivent 
changer  de  signe  avec  sna;  on  peut  donc  écrire 

sn(ma)  =  snacp(sn)a)  H-snacnadna(pi(sn^a). 

Nous  ferons  un  pas  de  plus  en  remplaçant  a  par  a  +  2K 

et  distinguant  alors  le  cas  de  m  pair  et  de  m  impair.  Les 

relations 

sn(a-4-2K)  =  —  sna, 

cn(a  H-  2K)  =  —  en  a, 

dn  (  a -4-  2  K)  = -f-  dû  a 

montrent  sur-le-champ  qu^on  obtient,  dans  le  premier  cas, 

sn(/na)  =  sna  en  dna^i(sn*a), 

et  qu^il  vient  pour  m  impair 

sn(7na)  =  8naç(sn*a). 

Enfin  il  résulte  des  égalités 

cn(a  -4-  2K)  =  —  en  a, 
dn(a-H2iK')  =  —  dna 

que  les  fonctions  ^{cna)  et  O(dna)  gardent  la  même  va- 
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leur  ou  changenl  de  signe  avec  en  a  et  dna,  suivant  que  m 
est  pair  ou  impair,  d^où  ces  nouvelles  formes 

da(ma)  =  ô(da*a) 
et 

cn(ma)  =  cnai|/(cn'a), 

dn(ma)  =  dna6(dn'a), 

pour  le  premier  et  le  second  cas. 

'La  question  de  la  multiplication  par  un  nombre  entier 
de  Targument  des  fonctions  elliptiques  est  d'une  grande 
importance  et  demanderait  des  développements  étendus. 
Je  me  bornerai  à  quelques  points  concernant,  lorsque  m  est 
impair,  Texpression 

sn(  ma)  =  ;^-, 

où  U  et  V  sont  des  polynômes  entiers  en  sna,  et  je  déter- 
minerai en  premier  lieu  leurs  degrés  par  rapport  à  cette 
quantité. 

J'observe  à  cet  effet  que,  si  l'on  pose  sna  =  j?,  on  forme 
une  équation  dont  les  racines  sont  données  parles  formules 

suivantes 

4/iK-4-2i/i'K'-+-  ma 


a?  =  sn 


m 


(4v  -h  9.)K-4-  2iv'K  —  ma 

a;  =  sn  -^^ y 

m 

où  n  et  n!  d'une  part,  v  et  v'  de  Tautre  sont  des  entiers 
arbitraires.  Mais,  en  faisant 

v= n,        v=  —  n, 

2 


la  seconde  devient 

a?  =  sn(  aK  — 


4  /i K  -4-  2  in'K' -H  ma \ 
m  / 

et  se  ramène  ainsi  à  la  première,  puisque  Ton  a 

8D(aK —  m)  =  snw. 


DBS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  819 

Cela  étant,  nous  obtenons  les  valeurs  distinctes  qu^elle  peut 
représenter,  en  prenant  pour  n  et  r/  des  entiers  inférieurs 
à  m,  ou  encore  les  termes  de  la  suite 


o,  it:  I ,  zh  2,  . . . ,  rt , 


et  Ton  voit  immédiatement  qu'elles  sont  en  nombre  égal  à 


m*. 


Soit  en  particulier  a  =  o,  Féquation  proposée  devient 
alors  U  =  o,  avec  une  racine  nulle  qui  correspond  à  n  =:  o, 
n'  =  o,  les  autres  étant  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires.  Il  est  ainsi  démontré  que  U  est  un  polynôme 
de  d^gré  m^  en  Xy  qui  ne  contient  que  des  puissances  im- 
paires. Nous  obtenons  ensuite Téquation  V  =  o,  en  prenant 
a  =  iK',  ce  qui  donne  pour  Fexpression  des  racines 

V  m  ) 

c'est-à-dire 


X  = 


ATsn  - — : 

m 


ce  sont  donc  les  inverses  de  celles  de  Téquation  U  =  o  mul- 
tipliées par  le  facteur  t?  et  Ton  voit  qu'à  la  racine  nulle 

correspond  une  solution  infinie  qui  est  à  exclure,  les  autres 
étant  encore  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 
Nous  établirons  ainsi  que  Y  est  un  polynôme  de  degré 
m^ —  1;  ne  contenant  que  des  puissances  paires,  et  en  même 
temps  on  obtient  cette  conséquence  importante,  qu'en 
posant 

U  =  a?F(a:*) 
on  a 

V  =*»•-' F  (^). 
Je  considère  maintenant  l'expression  i  —  sn(/na)  :  je 
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la  représente  par -rri  gd  faisant,  pour  abréger,  V  —  U^=W, 
et  je  remarquerai  qu'on  a  sn(_ma)^i,  si  l'on  suppose 
a=mK,  le  carré  m*  étant  =  i  mod  8  ;  les  racines  de  l'équa  - 
tion  Wzz:  o  sont  donc 


L'une  d'elles,  qui  correspond  à  n=zo,  n'=:  o,  a  pour  va- 
leur 

les  autres,  qui  obtiennent  par  des  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  des  entiers  n  et  n',  coïncident  en  vertu 
de  la  relation 

sn(mK-f-i)  =  an(mK-i) 

et  nous  allons  montrer  qu'elles  représentent  des  racines 
doubles  de  l'équation  proposée. 

Qu'on  prenne  en  effet  le  dérivé  par  rapport  à  x  de  l'éga- 
lité 

,      ,      w 
i-sn(mo)=y, 

on  parvient  à  la  relation 

mcn(ma)dn(mti)  _    WV;.-VW;. 


coadna  V> 

Or  la  condition  sn(m<i)  =1  donnant  ca(ma)  ^o,  nous 
voyons  qu'on  a  à  la  fois  W=:o,  W'^^o,  i  moins  que 
le  dénominateur  en  a  ne  s'annule,  ce  qui  arrive  en  effet 
pour  la  valeur  a  =  mK,  à  laquelle  correspond  une  racine 
simple. 

Posons,  pour  abréger,  t  =  ( — i)    '   .let  désignons  par  P 
un  polynOme  de  degré  >  nous  aurons  l'égalité  sui- 
vante, qui  est  d'une  grande  importance, 
\-~V={i~tx)P*. 
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On  en  tire,  si  l'on  remplace  a  par  a  -h  «K,  ou  x  par  -r-> 
la  relation  semblable 

V  — A:U  =  (i  — eA:ar)Q«, 

qui  pourrait  s'établir  directement,  Q  étant  encore  un  poly- 
nôme entier.  Le  changement  de  j?  en  — x  donnera  ensuite 
des  expressions  analogues  pour  V  4-  U  et  V  -+-  â:U.  Soit, 
comme  exemple,  m  =  3,  nous  aurons 

U  =  Sa?  —  (4  -H  4Â:«)2r»H-  6X:»iP»  —  A:*ir», 
V=  I  — 6A:»a?*-4-(4Â:»  +  4A:*)a?«— 3Â:*ir», 
V  —  U  =  (  I  -+-  a?)  ( I  —  2 a?  -4-  a  A:« ;ra  —  A:«  37*  )«, 
V -f.  U  =  (I  —  a:)(i  -h  20?  —  2 A:«:f»—  A:»a?*)«, 

V  —  A:U  =  (H-  A:a?)(i  —  ikx  -+-  2A:a?»—  A:«a?*)«, 

V  -f.  A:U  =  (i  —  kx){\  -h  2Â:a?  —  2A:ar»  —  A:«3?*)». 

Sur  les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 
Les  transcendantes  comprises  dans  la  formule 


/ 


l^dx 


^(i__j:J)(i_X:ta:«) 


où  P  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x', 

peuvent  être  représentées  par  un  terme  algébrique,  et  les 

quantités 

dx 

/(i  —  a?*)(i  — X:«iP«)' 

x^dx 


f 
I 
f 


v/(i-"a?»)(i  — A:*arî) 

dx 
(a?i—  a«)  v/(i  — a?«)(i  — A:«ar«) ' 


qu'on  nomme  intégrales  de  première,  de  deuxième  et  de 
troisième  espèce. 
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Voici,  en  premier  )îeu,  dans  le  cas  oii  P  est  un  poly- 
nôme entier,  comment  s'obtient  cette  réduction. 

Développons,  suivant  les  puissances  descendantes  de  la 
variable,  l'expression 


/(i-a7')(i-A>a;i)  j  ■ 


PlJa: 


et  désignons  par  Q  l'ensemble  des  termes  entiers  en  :r,  de 
sorte  que  la  dilTérence 

,  r      ■''^^ 

ne  contienne  que  des  puissances  négatives.  11  en  résultera, 
en  multipliant  par 

que  la  puissance  la  plus  élevée  du  développement  de  la 
quantité 


/ 


Pdx 


»/('-^')(i-*'a^') 


-QAi-a^')(i-*'-r') 


sera    moindre   que   3.   Remarquant   donc    que  l'on    peut 
écrire 

D,[Qv'(i-a'')(i-*'a:>)]  =  - 


S  désignant  un  poljnAme  entier;  on  aura,  si  l'on  pose 
R  =  P  — S, 


l'égalité  suivante, 

Pdx 


f 


V'(i-ar'){i-*>ar«) 


=  Qv/{i  — a:')(i  — it'jr») 


-/^ 


(|ui  donne  le  résultat  cherché.  Soit,  en  effet,  r  le  degré 
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de  R;  l'exposant  le  plus  élevé,  qui  doit  être  moindre 
que  2,  du  développement  de  Tintégrale  du  second  membre, 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^  sera  r  —  i  ;  par 
conséquent,  Tentier  r  sera  au  plus  égal  à  2,  et  cette  quan- 
tité contiendra  seulement  les  intégrales  de  première  et 
de  deuxième  espèce. 

M 
Supposons  ensuite  P^  WiT^x^  M  et  N  étant  deux  poly- 
nômes, le  second  n^ayant  point  de  facteurs  multiples,  et 
l'exposant  n  étant  entier.  Je  remarque  qu^on  pourra  alors 
satisfaire  à  l'égalité 

M=NU  — 7i(i-.a7«)(i-it«a?«)N'V 

par  des  fonctions  entières  U  et  V,  sauf  le  cas  où  N  serait 
divisible  par  i  —  a?*  ou  i  —  k}x^.  Cela  étant,  faisons,  pour 
abréger, 

I>x[V/(i-a?«)(i-X:«a?«)]=  ^ 


on  aura  l'égalité  suivante  : 

ndx 


s 


W» 


►  r {V  —  v/)dx 


C'est  une  formule  de  réduction  par  laquelle  Tintégrale 
se  ramène  de  proche  en  proche  à  la  quantité 


/ 


Ml  dx 


M 

où  le  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle  -^  n'a  que 

des  facteurs  simples.  Elle  pourra  donc  être  représentée 
par  une  partie  entière  et  une  somme  de  fractions  de  la 

A 

forme    ^ ,^ >  et  l'on  en  conclut  l'expression  de  la  quan- 
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tité  proposée  au  moyen  des  intégrales  de  première,  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Il  est  quelquefois  utile,  dans  ces  calculs,  de  recourir  à 
un  changement  de  variable;  dans  le  cas,  par  exemple,  de 

/dx 
^  T  on  obtient,  en  rem- 
iF'^v^Ci  — j?«)(i--A:*a?«) 

plaçant  x  par  -r-y  la  quantité 


A:»  a?*) 


qui  se  ramène,  comme  nous  l'avons  vu,  aux  intégrales  de 
première  et  de  deuxième  espèce.  Il  en  est  de  même  de 

Texpression    /  ?  à  laquelle  ie 

J   (i  —  a?*)"  /(i  —  a:>)  (I  —  k^x^) 

m^arrèterai  un  moment.  Soit  d^abord  J7*=^;  elle  prend 
cette  nouvelle  forme 


I    r  dj 


et,  si  Ton  fait  ensuite 
on  obtient  la  transformée 


y 


/; 


v/C(i-C)(A:'«Ç-i)' 


qui  se  réduit  encore  aux  intégrales  de  première  et  de 
deuxième  espèce,  et,  par  conséquent,  aux  deux  cas  où 
Texposant  n  est  zéro  et  l'unité.  Revenons  maintenant  à  la 
variable  l  et  laissons  de  côté  la  partie  algébrique.  On  re- 
trouve, si  Ton  suppose  /i  =  o,  Tintégrale 


/ 


dî 


/«(i-0(«-*M) 
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et,  pour  n=zi,  la  quantité 

dont  l'expression  s'obtient  au  moyen  de  la  relation 


^p^/S('-0(i~A:«0_  ,-^.ç  +  A:«ç. 


'-5  (i~0^S(i-0(i-^*5) 

"(i~0/S(i~0(i-^'0* 

On  en  tire,  en  effet, 


l.  —  Expression,  par  la  fonction  6(d?),  rfe^  intégrales 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  déjà  employé  (p.  782)   la  fonction  holo- 
morphe  ^{x)  qui  satisfait  aux  conditions 

*(j?-4-aK)    =«ï»(jr), 

_!45(x+«K') 

et  nous  avons  établi  qu'elle  s'exprime  linéairement  en 
6'(j7)  et  H' (a:);  on  a  donc  en  général,  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  C  et  C, 

d*  x) 

Cela  étant,  je  remarque  que  ces  égalités  sont  vérifiées,, 
ainsi  qu'on  le  voit  immédiatement,  si  Ton' prend 

*(ar)  =  H(a7-4-a)H(ar  — a) 
ou  bien 

*(a?)  =  6(0:  +  a)  e(jr  —  a). 
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J'observe  aussi  que  la  première  de  ces  expressions  s'an- 
nule  pour  a?  1=  a,  et  la  seconde  pour  a?  =  a  4-  iK'. 
Faisant  donc  d'abord 

— i^ — i^ =  C(sn*ar  —  sn*a), 

j'obtiendrai,  pour  j:  =r  o, 

c^  e»(a) 

Â:e«(o/ 
ce  qui  donne  la  relation 

e»(o)H(jr-i-a)H(a?  — a) 
A:9*(iF)9*(a) 

Nous  poserons  ensuite 

0(37  H- g)  6(37  — g) 

ou  bien 


=  C[sn«ir  —  sn«(a  4-  iK'  )] 


-i '    \ ^  =  C'(i  —  A-*  sn«iF  sn«a  ), 

et  Ton  trouvera,  après  avoir  déterminé  la  constante  C, 

—        r.^, — ^  J^i  \ =  I  —  A:*  sn«ir  sn*a. 

e»(a7)e«(a) 

C'est  de  cette  seconde  égalité  que  se  tire  l'expression 
analytique  découverte  par  Jacobi  de  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce,  en  la  prenant  sous  la  forme  suivante  : 


/, 


Soit,  à  cet  effet,  ^  =  sn^,  ^  =  sna,  et  posons 


UiT,a)=f 


X 


k*  sna  cnadnasn'â?£^ 


^  I  —  ^*sn«asn*a7 


Nous  remarquerons  qu'en  différentiant  par  rapport  à  la 
constante  a  les  deux  membres  de  l'égalité 

log(i^X:»sn«rrsn«a)  =  log  ^  eH^)e«(a) * 
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on  obtient  pour  la  quantité  qui  figure  sous  le  signe  d^inté- 
gration  cette  expression 

k^snacnadnasn^x       B'(x  —  a)       S'(x-v-a)  B'(a) 

I  —  ^*sn»a78n»a  S{x  —  a)        B{x-i-a)  ®(«) 

et  nous  en  concluons  immédiatement 

En  partant  deTéquation 

\og(sn^x  -  sn'a)  =  log >^e«(a7)e«(a) •' 

on  trouvera  par  le  même  procédé  cette  formule,  où  il  faut 
supposer  x  <ici  > 


X 


X 


snacnadnadx  ^  i  .       H(a  —  a?)  6'(a) 

sn*a7  — sn«a      ~"  a     ^H(aH-ar)  6(a) 


Elle  a  été  donnée  par  Jacobi,  et  d^autres  semblables  ré- 
sultent des  égalités  suivantes,  qu^l  est  facile  d^obtenir  : 

,*      •         .          ,/,       k'e^(o)ei(x-^a)Bi{x—a) 
k^cn^xcn^a^k'^  = e»(:r;e>(a)  ^' 

dn«:rdn»a>.A-«=^^'^^'^-)»;i^-^,^)"><-— -->. 

e»(2r)e«(a) 

Revenons  maintenant  à  la  relation 

k^anacnaànasn^x       B'{x  —  a)       B'(x-ha)  S'(à) 


I  — A' sn*a?5n*a  B{x  —  a)        ©(a?  h- a)  0(a) 

et  supposons  a  =  o,  on  trouve  ainsi 

,,    ,  -.  B'{x)      e'(o) 

A:«sn«ar=  — Dor^T-T  -*-  -^T-r^ 

B{x)         6(0) 

û* /^\ 
Gela  étant,  soit,  pour  abréger,  Ç  r=     -  -r  >et  posons 


Z(ip)=  r   A:«sn»a:ûtr; 
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cette  nouvelle  égalité  nous  donne 

c'est  Texpression  de  l'intégrale  de  seconde  espèce 


f 


/(,_Çî)(,_A:«?«) 


lorsqu'on  introduit  la  variable  (  =  snor,  et  qui  conduit  ai- 
sément, comme  on  va  voir,  à  ses  propriétés  fondamen- 
tales. 

II.  —  De  la  fonction  Z(j?). 

La  première  de  ces  propriétés  est  de  n'avoir  qu'une 
seule  et  unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  et 
imaginaire  de  la  variable.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  la 

considération  de  l'intégrale    1     k*SD}dx.  En  effet,  pour 

Jo 

l'un  quelconque  des  pôles  de  sn'ar,  à  savoir 

37=  a/nK-t-  (a/i-{-i)iK', 

le  résidu  correspondant,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  - 

dans 

A:«sn*[awK-h(2/i-f-r)eK'-i-6l  =  — r-> 
^  .  ■•       sn*8 

s'évanouit,  car  sn'e  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  e  dans  son  développement.  Nous  pouvons  ainsi  poser, 
sans  aucune  ambiguïté,  en  adoptant  les  dénominations  de 
M.  Weierstrass, 

J=  /     k^sn^xdx,         iJ'=  /  k^sn^xcLr. 

Jo  J^ 

Ces  quantités,  qui  correspondent  à  K,  K',  s'expriment, 
lorsqu'on  suppose  le  module  réel  et  moindre  que  l'unité. 
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par  les  intégrales  définies 

On  doit  remarquer,  toutefois,  que  J'  ne  se  déduit  pas 
de  J  en  7  changeant  k  et  k*.  Soit,  en  effet,  x'=r$,  ce  qui 
donne  d^abord 

on  trouvera,  en  faisant  ^z=z  — ,-i — ^»  cette  transformée 

a:* 

et,  par  conséquent, 

7o    /(i-^«)(i~A:'*a;^.)' 

De  là  résulte  que  J  devient  K' —  J'  et  non  point  J',  lors- 
qu'on y  remplace  k  par  k\  Mais  il  existe  des  développe- 
ments en  série  de  forme  absolument  semblable  à  ceux  que 
nous  avons  indiqués  (p.  8o3)  pour  K  et  K', 

Soit,  en  effet. 


puis 


'1    '1 


'À  \2/     4      2 


el,  en  général, 

2  \2/   4  \2.4...a/i  —  4/a/i  —  2 

/I.3...271  —  3\«  an  —  i     i  .... 
-h  (  —, ) A:*", 

\2.4...2/l  —  2/  2/1  2 
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nous  aurons 

1 


4 

k  '  '      '^     ^'^      2.4""'      ^''      5.6 


J'=Slogi  +  i-(S-S,)-::^(S-S,)-^-^(S-S,)-..., 


Ces  formules,  qui  ont  été  données  par  M.  Weierstrass, 
peuvent  se  tirer  des  équations  suivantes 

J  ^  —  kk'ï>k{k'K), 
y  =  —kk'l>k{k'K'), 

et  Ton  conclut  aussi  de  lapremière  que  le  quotient 

K       a  16  92  2048 

satisfait  à  la  relation 

J'arrive  maintenant  à  la  proposition  importante  expri- 
mée par  l'égalité 

KJ'— JK'==î: 
2 

elle  s^établit  au  moyen  de  la  formule 
en  remarquant  que  Ton  a 

j  =  zrK), 

JH-iJ'=Z(K-HtK'). 

Posons,  à  cet  efTel,  ^  =  K;  la  dérivée  6' (a?)  s'annule,  et 
l'on  obtient,  pour  la  constante  C»  cette  nouvelle  expres- 
sion, à  savoir  Ç=  i?  '  •'^  change  ensuite  x  en  j?-hK-HiK', 
et  j'emploie  la  relation 

e(:p-f.K4-iK'   =«    **  H,(;r); 
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oa  en  conclut,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique, 

B(x-hK-h  iK')  "       aK  ■*■  Ui(x) 
et,  par  conséquent, 

Z(;r-t-K-+-iK')=  =i(ar-f-K-+-lK')-f■-^-^4^^ 
^  '  K^  ^       2K        Hi(a7) 

Cela  étant,  faisons  a?  =  o  ;  la  dérivée  de  la  fonction 
paire  H|(j?)  s^évanouit,  et  Ton  trouve  ainsi 

JH-iT=i(K4-i'K')H-ij; 

c^est,  en  réduisant,  Tégalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer 

KJ'-JK'=  -. 
2 

Voici  maintenant  la  propriété  de  Z(  j?),  que  Ton  doit  re- 
garder comme  caractéristique,  elle  consiste  dans  les  rela- 
tions 

Z(a7H-2K)    =Z(a?)-i-aJ, 

Z(a7-haiK')  =  Z(a7)-f.atJ', 
qui  résultent  immédiatement  des  égalités  fondamentales 

Changeons,  en  effet,  o!  en  x -h  2K  dans  Téquation 


et  employons  la  valeur 


on  aura 


Z(*  +  aK)=i(a?  +  2K)-|^  =  Z(T)  +  2J. 
S.  —  Cale,  int,  53 
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On  trouve  ensuite,  si  l'on  remplace  x  par  x  -4-  a^  K',   , 

Iv 

=  Z(3?)4-2lT. 

Nous  obtenons  ainsi  la  notion  d'un  nouveau  genre  de 
fonctions  qui,  étant  uniformes,  se  reproduisent  avec  l'addi- 
tion d'une  constante  lorsqu'on  augmente  l'argument  des 
quantités  2K  et  2/K';  plus  tard  on  verra  le  rôle  et  l'impor- 
tance de  cette  propriété. 

En  dernier  lieu,  nous  remarquerons  que  la  relation  pré- 
cédemment employée 

X:«snacnadnasn*a?  __  6'(a7  —  a)       6'(a?-4-a)         ^'(«) 
^     i--A:*sn2asn«a?     ""  e(a7  — a)  ""  e(a:-f-a)  "*"*  e(CT) 

conduit  à  un  théorème  pour  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  Z(a?).  Elle  peut,  en  effet,  s'écrire  sous  cette 
forme 

en  permutant  x  et  a,  on  en  conclut  ensuite,  si  l'on  observe 
que  Z(â7)  change  désigne  avec  x^ 

2 ^ — ^ =Z(ar  — a)4-Z(a?-+-a)  — 2Z(ar), 

I  —  A:*sn*a?sn*a  ^  ^  '  '^ 

et  ces  égalités,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent  la  re- 
lation 

Z(a7  -h  a)  =  Z(ir)  -h  Z(a)  -h  k^  sna:  sna  sn(a?  -H  a). 

III.  —  Z>e  la  fonction  n(a7,  a). 
A.  —  Échange  de  Tamplitude  et  du  paramètre. 
On  désigne  ainsi  les  quantités  jt  et  a  qui  figurent  dans 
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Pintégrale 

„,        .        r'k*9nacïïadna&n*xeix 
U{x,a)=  I     j-z — , 

et  le  théorème  que  nous  allons  démontrer  consiste  dans 

Tégalité 

n(a?,  a)  — n(a,  a?)  =  aZ{x)  —  xZ{a), 

où  le  second  membre  contient  seulement  les  fonctions  de 
seconde  espèce. 

Il  découle  immédiatement  de  la  formule  de  Jacobi,  qui 
a  été  établie  page  827, 

II(a7,a)  =  floff  ~ ■■  "t-a?^;    /. 

^    '    ^      *     s  e(a-t-ar)  e(a) 

On  en  tire,  en  effet,  en  permutant  x  et  a, 

TT/        X       11      d(a?  — a)  e'(x) 

puis,  si  Ton  retranche  membre  à  membre, 

II(â7,  a)  —  U(a,x)  =  x — r — -  —  a  — ^ — ■  * 
et  il  suffît  d^employer  les  relations 

pour  parvenir  au  résultat  annoncé. 

Il  prend  une  autre  forme  si  Ton  introduit  les  quantités 
^  =  sn'o^y  C  =  sn'a  ;  on  trouve  ainsi,  en  faisant,  pour  abré- 
ger récriture, 

R(î)  =  î(i-î)(i-^*0, 
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On  peut  alors  en  donner  une  démonstration  directe  que  je 
supprime  pour  abréger,  en  renvoyant  à  un  article  des 
Œuvres  d'Abel,  où  l'on  trouvera  une  proposition  toute 
semblable  et  d'une  grande  importance,  pour  les  intégrales 
byperellip tiques  d'ordre  quelconque  (Sur  une  propriété 
remarquable  d'une  classe  étendue  de  transcendantes, 
t.  Il,  p.  43). 

B.  —  Des  (onctions  complètes. 
Il  est  nécessaire  de  définir  le  chemin  suivi  par  la  variable 

,         1,.      ,        1      /''A''snacn(idn(jsn'a:<iB  ,   ,, 

dans  I  intégrale   /     — r; — ^ — ; 1  pour  qu  elle  ait 

un  sensunique.  On  obtient  en  elTet,  si  on  le  laisse  arbitraire, 
une  infinité  de  valeurs  que  donnent  les  déterminations  mul- 
tiples du  terme  logarithmique  dans  la  formule  de  Jacobi. 
Nous  nous  proposons  de  lever  cette  ambiguïté  i,  l'égard  des 
fonctions  complètes 

aAaain^xdx 


—  A'sn'asn'x 

■sna  caaAaaia'^xdx 


en  admettant  que,  dans  la  première  égalité,  la  variable  passe 
par   une  suite  de  valeurs   réelles,  et  qu'on  ait  pour    la 
seconde  jc  ^  K  +  û,  i  étant  réel  et  croissant  de  zéro  à  K'. 
J'emploierai  d'abord  les  expressions 


^"i,..' 


et  je  remarquerai  qu'ayant 

e(K-4-tK'— ff)  _ 
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on  en  conclut  ces  valeurs 

OÙ  (x  et  p.'  sont  des  nombres  entiers  qui  restent  à  déter- 
miner. 

Remarquons  dans  ce  but  que,  les  deux  intégrales  étant 
nulles  pour  a  =  o,  on  aura  (ji:=:o  et  fi.'  =  o,  dans  toute  la  ré- 
gion du  plan  où  elles  sont  fonctions  continues  de  a.  Nous 
observerons  ensuite  qu^elles  ne  changent  point  lorsqu^on  y 
remplace  a  par  a  +  a  K  et  par  a  +  a  iK\  ce  qui  n^a  pas  lieu 

pour  les  quantités  K  ^;  ,  et  — r^  -4-  K'  ^,  "»  La  première 
'^  ^  ®(«)       2K  ®(«) 

admet  la  période  a,  mais  Ton  trouve,  en  mettant  a-h2miK' 
au  lieu  de  a, 

-.e'(a-h2miK')       ^e'(a) 
6(a4-2/nïK')  ©(») 

Il  n^est  donc  possible  d^obtenir  la  double  périodicité  qu'en 
introduisant  une  discontinuité,  en  admettant  que  Tentier  p. 
change  de  valeur  et  devienne  égal  à  m,  lorsque  a  s'aug- 
mente de  2miK', 
A  l'égard  de  J^  une  conclusion  semblable  se  présente  : 

la  fonction  -|^  -h  K'  admet  2  iK'  pour  période,  comme 

le  montre  l'égalité 

e^(a-4-atK0  _  ex  g)  __  ijt 

e(a-4-aiK')  ""  è(a)        K' 

et  pour  avoir  la  période  aK,  jjl'  doit  prendre  la  valeur  —  /n' 
quand  on  change  a  en  a  4-  a/n'K. 

Ces  résultats  montrent  la  nature  analytique  des  fonctions 
complètes  3a  et  J^,  sous  un  point  qui  parait  digne  d'atten- 
tion; j'indiquerai  une  seconde  méthode  pour  les  obtenir. 

En  premier  lieu,  je  remarque  que  les  intégrales  définies 
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dont  nous  nous  occupons  deviennent  indéterminées  si  l'on 
a  entre  les  limites 

I  —  X:*  sn*a  sn*d?  =  o, 
c'est-à-dire 

a  =  a/nK-H(2/i-hi)*K'±a?, 

m  et  n  désignant  des  entiers  arbitraires. 

Faisons  d'abord  varier  x  de  zéro  à  K,  2mK±x  repré- 
sentera, pour  les  diverses  valeurs  de  m,  une  quantité  réelle 
quelconque;  la  condition  posée  donne  par  suite  toutes  les 
parallèles  à  Taxe  des  abscisses,  au-dessus  et  au-dessous  de 
cet  axe,  à  des  distances  égales  à  K',  3K',  5K',  ....  Entre 
deux  parallèles  consécutives,  J^  est  donc  une  fonction  con- 
tinue, et  les  parallèles  comprenant  l'origine  limitent  la 
portion  du  plan  où  le  nombre  (x  reste  égal  à  zéro. 

Supposons  ensuite  x=zK-\-  is  et  faisons  varier  s  de 
zéro  à  K',  on  aura  alors 

a  =  (2m-Hi)K-f-(2nH-i)iK'zb5, 

et  pour  séparation  des  intervalles  dans  lesquels  J^  est  con- 
tinue, les  parallèles  à  droite  et  à  gauche  de  Taxe  des  or- 
données aux  distances  de  cet  axe  égales  à  K,  3K,  5K,  . . .. 
Les  intersections  de  ces  droites  déterminent  des  rectangles 
et  Tun  d'eux,  qui  contient  l'origine,  représente  la  région 
où  l'on  a  à  la  fois  [x  =  o,  [a'  =  o,  et  par  conséquent 

C'est  seulement  à  l'intérieur  de  cette  figure  qu'a  lieu  la 
relation 

Kj;-K'J«=— , 

2 

semblable  à  celle  qui  a  été  établie  (p.  83o)  entre  les  inté- 
grales complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce  et  qui  la 
comprend  comme  cas  particulier  pour  a  infiniment  petit. 
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J'arrive  mainlenant  à  la  détermination  de  J^  et  J^  ;  je  ' 
prendrai  pour-  point  de  départ,  en  considérant  en  parti- 
culier la  première  de  ces  quantités,  Tex pression  suivante  : 


Elle  montre  que  Tentier  \l  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  donné 
par  Tégalité 


ou  plutôt,  puisque  l'intégration  porte  sur  une  fonction 
paire  de  la  variable. 


^^^^  iJ^u    le(a?-a)        e(ar-Ha)J       ' 


et  je  ferai  immédiatement  la  remarque  que,  en  changeant  a 
en  —  a,  [X  change  de  signe. 

Cela  étant,  j'ai  recours  à  cette  formule 


e'(a7) 

= 

^y_ 

sin 

7ZX 

K 

e(x) 

K2à 

ces 

(2v-t-i)iicK' 
K 

ces 

ira? 
K 

(V  =  0,I,2,  ...) 

qu'on  tire  de  l'expression  de  6 (a;),  sous  forme  d'un  pro- 
duit de  facteurs.  Elle  conduit  à  envisager  les  intégrales 
définies 

sin jT dx 


(av-f-i)iirK'             it(ar  —  a) 
cos  ^ ,^   ■       —  ces  ^^ 


K  —        K 


« 
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qu'il  est  aisé  d'obtenir.  En  changeant  de  variable  et  posant 

/Itf.r— /r) 

z^  e      ^       , 
on  a,  en  effet,  pour  transformée  l'intégrale  curviligne 

r .         (2v-f-i)titK'    V 

-«1^*— 2-5  CCS  ^ ~ hl 

prise  le  long  d^une  circonférence  de  cercle   ayant  pour 
rayon 

l'un 

R  =  mod  e     ^  . 
Les  pôles  de  la  fonction 


z 

(2V-f-l)t1tK' 

Z^—1Z  COS  i^ -rp h  I 

A. 

» 

sont 

'S  =  o. 

et  les  résidus  qui  leur  correspondent  —  i,  •+- 1,  -h  i.  Nous 
n^avons  donc  plus  qu'à  reconnaître  ceux  de  ces  pôles  qui 
se  trouvent  à  Pintérieur  du  cercle  pour  appliquer  le  théo- 
rème de  Cauchy. 

Soit  pour  cela  a  =  (  +  iC;  admettons  que  C  soit  positif, 
supérieur  à  (2in — i)K'  et  moindre  que  (am  +  i)K'.  Si 
on   suppose   v  =  o,  i,  a,  .  .  .,   m  —  i,  la   circonférence 
ayant  pour  rayon 

comprend  les  trois  pôles,  mais  deux  seulement  pour  v  =  //j, 
m  -h  I ,  . . . ,  à  savoir 

^  =  o        et        z  =  c  ^ 

Dans  le  premier  cas,  la  somme  des  résidus  est  Tunité  :  elle 
est  nulle  dans  le  second;  nous  avons,  par  Conséquent, 

/v(a)  =  ai7r        ou       /v(a)  =  o, 
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suivant  que  v  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  m,  ce  qui 
nous  donne 

Ke'(ar  — a) 


L 


dx  =  2/nir. 


Changeons  ensuite  a  en  —  a,  on  aura  alors 

R  =  c     ^ 
et  le  contour  d'intégration  renferme  seulement  le  pôle 

z  =  o        pour    V  <  m, 
puis  deux. 

(lv-»-l)nK' 

s  =  o        et        ^=:e  K  pour    v  >  m. 

On  en  conclut 

/v(— a)  =  — 211C        ou        /v(— a)  =  o, 

suivant  que  v  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  m  et,  par 
suite, 

I        TTT :  air  =  —  a  mur. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  valeur  \k-=im  par  une  méthode 
directe,  et  nous  mettons  en  évidence  le  caractère  -par- 
ticulier des  droites  qui  limitent  les  intervalles  où  J^  est 
une  fonction  continue.  On  voit  que,  en  franchissant  une  de 
ces  lignes,  ia  s'augmente  de  tic,  et  par  ce  changement 
brusque  devient  fonction  doublement  périodique,  mais 
discontinue  de  la  variable. 

J^omettrai,  pour  abréger,  Panalyse  toute  semblable  qui 
s'applique  à  la  seconde  fonction  complète  i'^y  en  employant 

la  formule 

.    ira? 

e(K-Ha;)~       2KK'       iK!2à        (2VH-i)«7rK'  'kx' 


L 
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IV.  —  Expressions  analogues  à  V intégrale  de  troisième 
espèce.  Addition  des  arguments. 

Les  relations  établies  page  827, 

— i — - — — ^i '  =1  —  k^  sn'o?  sn*a, 

e«(o)H(iFH-a)H(ar  — rt) 

— ^^ — —r^ — i •  =  811*37  —  sn*a, 

Ae«(ir)e«(a)  ' 

conduisent,  en  difTérentiant  par  rapport  à  a,  intégrant  par 
rapport  à  a;,  à  ces  expressions,  la  variable  x  dans  la  pre- 
mière devant  être  moindre  que  le  paramètre  a  : 

X*  snacnadna  éfa?  __  I  .       H(a  — rr)  ^'(œ) 

8n«a?— sn«a     ""  *  ^^  H(ar-+-a)  "^^e(â")' 

'  Ar'snacnadnacn'jîcto       1,      61(0?  —  a)  6'(«) 


[,  X:*cn>a7cn*a-t-A:'*       "*  ^^  ei(a?-f-a) '*"^'ë(â7 

/'  Ar'snacnadna  dn»j?</a!?  _  j  .      H|(a?  — a)  6^(a) 

dn«a:dn«a  — A:'«         ""  »  ^^  H,(a?-t-a)  "^  ^  e(a)* 

D'autres  que  j^indiquerai  encore   résultent  des  relations 
qu'on  trouve  en  multipliant  membre  à  membre  l'égalité 

avec  les  suivantes  : 


v/f 


I    H(a7H- a)  __  sna?cnadna-i- cna?dna?sna 
^jf  6(37-4- a)  ""  I  — A:«sn«a7sn*a 

A:'  Hi(a7H-a)  _  cna?cna  —  snâ?dna?snadna 
X:    6(£P-+-a)   ~  I  —  X:*sn*a?sn*a 

rpSt(ûp-ha)  __  dna? dna  —  k* sna? ena? sna cna 
•^      6(a7-f-a)  ""  I  — X:*sn*iF8n»a 
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Nous  avons  ainsi 

e»(o)H(x-t-a)e(iP  — a) 


=  cna?  CD  a  —  sno;  dnâ?  sn  a  dn  a. 


=  dnâ7dna  —  X:*snarcna?  snacna, 


v/ite«(a:)e«(a) 
v/Fe«(o)H|(ar-t-a)e(a?— g) 

v^e*(iF)eHa) 

v/Fe«(o)ei(ar-f-a)e(g— g) 
e«(ir)e(g) 

et  le  même  calcul  donne  les  formules  suivantes  : 

snrrsng(i-h  k* —  aA:*sn*g)  —  cnrrdnâ?cng  dng 
snrrcngdng  +  cnâ;dnrr  cagdng 

,       e(ar  — g)  e'(a) 

cn:r  sngdng +  sn:rdnrrcng(2^*  sn*g  —  i)   , 

-3 j ctx 

cn:r  cng  —  snj;  aax  sng  dng 

e(ar  — g)  e'(g) 


/^ 


dlr 


/ 


**/ 


dnrr  sngeng  +  snrr  cnrr  dng(2sn'g  —  1)   . 
dnâ7dng  —  A:*  snâ?caâ?sngdng 


*ei(a?  — g;  e(g) 

Je  les  indique  à  cause  de  la  simplicité  des  résultats,  mais, 
au  fond,  ces  diverses  expressions  se  ramènent  à  la  quantité 
que  nous  avons  représentée  par  U(x,a), 

Soit,  par  exemple, 

r'snacnaânadx 

ixya)-  J 


*( 


r^        sn>a7  — sn'g 


on  vérifie  immédiatement  que  Ton  a  Tégalité 

cngdag 


4>(ir,  g)  =  II(a?,  g-t-iK')  — a? 


sng 


Cette  intégrale  présente  plus  de  facilité  que  celle  de  Ja- 
cobi  pour  établir  les  théorèmes  sur  Taddition  des  argu- 
ments :  j'en  ferai  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 
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DifTéreivtions,  par  rapport  au  paramètre  a,  la  relation 

log(sn*a?  —  sn*a)  =  logH(a7-f-  a)-h  IogH(â7 —  a) 

—  2loge(rF)  -  2loge(a)  -  log  êJ^j' 
on  aura  ainsi 

9.snacnadna  _U'(x  —  a)       H'(x-ha)    ^       6'(a) 


sn*a7  —  sn'a  H(a:  —  a)       H(a:-f-a)  ^(ût) 

Cela  étant,  je  remplace  d'abord  œ  par  œ-k-y^  puis  par 
X — y  y  et  je  retranche  membre  à  membre.  En  posant, 
afin  d'abréger  l'écriture, 


nous  trouverons 


=  F(a:). 


'isnacnadna  2snacnadna  ^.  . 

=      F(2?— 7-l-ûr) 


sii'(jr-h^)  —  sn*a       5n*(a7 — ^)— sn*a 

-hF(a?-hj'—  a) 
— F(a?— j'  — a). 

Remarquons  maintenant  que,  F(â7)  changeant  de  signe 
avec  la  variable,  la  différence 

¥{x-¥  y—  a)—  ¥{x^y  —  a) 

se  reproduit  si  l'on  permute  â?  et  a  :  on  en  conclu t,  après 
avoir  supprimé  le  facteur  a, 

saacnadna  snacnadna 

SD'(a7-Hj')  —  sn«a       sn*(a7 — y)  —  sn*a 

snrrcnrdnrr  snârcnâ7dn:r 

sn*(a-i-^)  —  sn*a7       sn*(a — y) — sn^x 

Cette  équation,  intégrée  par  rapport  à  a?,  donne  le  résul- 
tat suivant;  nous  avons  d'abord  dans  le  premier  menabre 


X 
X 


snacnadna         »        ^,  x      ^/         x 

'      snacnadna        ,        ^/  x      ^/        x 
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Pour  le  second,  les  intégrations  se  font  d'elles-mêmes,  et 
il  vient 

*(a?-i-7,  a)  — *(a7— ^,  a)  — 2*(^,  a) 
_  i  Iq„  [s»*^— «"'(<»— ^)]sn'(a -h j^) ^ 

Permutons  ensuite  x  et  y  y  et  observons  que  *(^,  a) 
change  de  signe  avec  x;  en  ajoutant  membre  à  membre, 
on  aura  la  relation  cherchée 

^(x-hy,  a)  —  *(a7,  a)  —  *(7,  a) 

_  I  1      [sn' a? — sn» (g  — ^)][sn*y—  sn- (g  —  j:)]  sn* (g  -h x) sn* (a  -l->^) 
~  4         [sn'a? — 8n*(g-hj^)J[anj^— sn'(g-i-ir)]sn2(g— a?)sn*{g — y) 

On  peut  parvenir  à  une  expression  différente  du  loga- 
rithme, où  les  arguments  x,  y,  a  sont  séparés,  au  moyen 
de  la  formule 

*(a?,  g)  =  -   og  rn :  -H  a?  -~  - . 

qui  nous  donne 

*(a?-h  j^,  g)  —  *(rr,  g)  —  ^{y,  a) 

_ï.      H(g-i- j7)H(g-f-j/')H(g  —  x—y). 
"  2   °^H(g  — a7)H(g— ^)H(g-h  JT-h^)' 

Soit,  pour  un  moment, 

.        _  H(g  — x)H(g— j^)H(g-4-ar-t-r) . 

nous  savons  que  Ton  obtient  ainsi  une  fonction  doublement 
périodique  du  paramètre,  à  savoir  : 

/(g)  =  asn*a+  psng  + Ycngdng. 
Les  coefficients  a,  p,  ^  ^^  déterminent  par  les  égalités 

a  sn'a?  -h  p  sna?  -f-  ^  ena?  dnar  =  o, 
a  sn>^  -i-  p  sn^  4-  y  cn^  dnj^  =  o, 
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et  nous  en  concluons  facilement,  en  faisant  abstraction  d^un 
facteur  constant  par  rapport  à  a, 

f(a)=  sn*  a{%ïix  cfky  àr\y  —  sn/cnrrdnâr) 
-♦-  sn'â7(sDj^cnadna  —  snacn^dn^) 
+  sn*j^(snacnjrdnâ7 —  snâ?cnadna). 

Cela  étant,  soit 

c'est-à-dire 

/i(^)=      siî'a(siî^cn^dn^  —  snj/'cnardna?) 
—  sn*â7(sD^cnadna  +  snacnj^dnj^) 
sn*j^(saa  cnâ?dnâ?+  snâ?  CDadna). 


La  quantité  sous  le  signe  logarithmique  sera  représentée 

par  la  fraction  V/    l*  D'autres  formules  ont  encore  été 

données  par  Legendre  et  Jacobi  :  on  les  trouvera  démon- 
trées dans  le  paragraphe  54des  Fundamenta  auquel  je  ren- 
voie. 

Remarques  auxquelles  conduit  l'expression 
des  intégrales  de  troisième  espèce. 

La  réduction  de  la  quantité  n(â7,  a),  qui  dépend  de 
deux  arguments  à  des  fonctions  d'une  seule  variable,  où  en- 
trent leur  somme  et  leur  différence,  a  été  obtenue  comme 
une  conséquence  de  l'étude  générale  des  transcendantes  de 
Jacobi,  dont  nous  avons  fait  la  base  et  le  point  de  départ 
de  la  théorie. 

Je  me  propose  de  montrer  que  l'on  peut  parvenir  à  ce 
résultat  important  par  une  autre  voie,  en  employant  seule- 
ment la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique,  et  trou- 
ver ainsi  les  théorèmes  fondamentaux  relatifs  à  l'addition 
des  arguments  dans  cette  fonction. 


1 
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Soit,  en  général, 

R(a?)  =  Aar*-t-Ba?»-HGar*-HDa?-hE        et        {  =  <p(a7) 
la  quantité  définie  par  Pégalité 


'-/ 


posons  encore 

«  =  ?(«) 


et  considérons  l'expression 

r  =  log({— a). 
En  différentiant  deux,  fois  par  rapport  à  .r,  on  trouve 

nous  aurons  pareillement 

et  Ton  en  conclut,  en  retranchant  membre  à  men^bre, 

dx^       da^  a(5  — a)» 

Un  calcul  facile  donne,  par  suite,  Téquation 

dont  nous  allons  écrire  Tintégrale. 
Soit,  à  cet  effet, 


^{x)  =  J   {Xl^^{B^)dx; 


on  aura  Texpression  suivante,  oh  f{x)  eifi{x)  sont  deux 
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fonctions  arbitraires, 

Différentîons  maintenant,  par  rapport  à  a;  et  par  rapport 
à  a;  en  posant,  pour  simplifier  récriture, 

on  parviendra  à  ces  relations 

ç'(rr) 


9(37)  — ç)(a) 


=  F(a?  — a)-HFi(a7-+-a)-h<Ka:), 


=  F(a7  — a)--Fi(a?-ho)  — «Ka). 


Elles  montrent  immédiatement,  en  permutant  a:  et  a, 
que  la  fonction  F(^)  change  de  signe  avec  la  variable,  et 
de  là  résulte  une  conséquence  importante. 

Soit,  pour  abréger, 

cp'(a) 

on  forme  aisément  Tégalité 

U(a7-h^,  a)  — U(a7— 7,  a)=     F  (x-h^ — a)  — F  (ar— r— a) 

dont  le  second  membre  se  trouve,  d'après  cette  remarque, 
symétrique  en  j?  et  a;  il  s'ensuit  que  nous  pouvons  écrire 

U(a?  -H^,  a)  —  U(a?  — 7,  a)  =  U(a  -h^,  a?)—  U(a  — ^'j  ar). 

Changeons  maintenant  dans  la  même  relation  a  en  a  4- j% 
puis  en  a  —  y,  en  ajoutant  membre  à  membre,  nous  trou- 
verons 

U(a?,  a  -h^)  -H  U(a7,  a.— y)  =      F(ar  — ^  — a)  —  Fi(a?  -t-^'  -4-  a) 

-H  F(a? -h^  — a)  —  Fi(a:  — ^ -4^  a) 

—  ^Ka -h  j')  —  ^/(a  — 7). 
Mais  l'expression 

U(a?,  a)  =  F(a:  —  a)  —  Fi(a?  +  a)  —  ^/(a), 
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nous  donne  aussi 

l](x  -hy^a)-^  U(a7 — y,  a)  =      F{x-{-y  —  a)  —  Fj(ar-+-j'-f- a) 

-h¥(x—y  —  a)— Fi(a? — y  -^  a) 
—  2iKa), 
et,  en  observant  que  Ton  a 

i)(x,  a -hj) -H  U(a?  a — y)  =      F  (x  -hy—  a)  —  Fi{x -^y  -h  a) 

H- F  (a-— ^  —  a)  —  Fi(:r  — 7 -f- a) 
—  ^(a-hy)  -^(a—y), 

nous  parvenons  à  la  relation 

U(.r  -h/,  a)-{-l]{x—y,a)  —  l](x,  a -h  y)  -^  U  (x,  a  —y) 

^{a  -h y)  -h  ^(a  —y)  —  i^a). 


C'est  un  théorème  sur  Faddition  des  arguments  dans 
rintégrale  de  seconde  espèce  qui  est  représentée  par  la 
fonction  ^{y).  Éliminons  celte  quantité  en  supposant 
jr  =  a  et  retranchant  les  deux  équations  membre  à  membre, 
nous  obtenons 

{J{T-hy,  a)  -t-  U(a7  —y,  a)=z      U(a?,a  -t-j)  -h  U(r,  a  —y) 

-h  V (a -h y,  a) -h  Via— y,  a) 
—  U(o,  a  -h y)  —  U(ûf,  a— j). 

Ayant  donc  déjà  l'expression  de  la  différence 

U(a?-»-7,  a)  — U(a?— 7,  a), 

nous  en  concluons  la  relation  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé d'établir,  à  savoir  : 

aU(a?-i-7,  a)  =      U(ir,  a -i-^)-+- U(x,  a  —  ^) 

-f-  U(a  -h  y.  a)-r-U(a — y-  a) 
—  U(a,  a-+-j^)  — U(a,  a— y) 
-\-U(a-\-yjX)  ~U{a—y,x). 

C'est  le  théorème  pour  l'addition  des  arguments  dans  la 
fonction  ^(a?);  je  vais  en  faire  l'application  aux  quantités 

S.  —  Cale,  int.  54 
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snj7,  en  a: y  dn^,  après  Pavoir  écrilsousla  forme  suivante  : 


"  çCa-hj'j  — (p(a?)  "■  <p(a— j^)  — (p(a7)  ' 

Remarquons,  à  cet  effet,  que,  en  admettant  la  condition 
•f( — x)^=z — ^(a?)  et  prenant  a==o,  les  deux  premiers 
termes  se  détruisent  :  il  vient  donc 


_     ?(^)?'(j")— ?'(ar)(p(^) 


=  2 


d'où 


?*(^)  — ?*{r) 


Soit  d'abord  o(j:)=nsn^,  nous  obtenons  immédiate- 
ment 

sn^x  —  sn*v 

sn(a?-f- v)  = T :^ , 

•^  '       snarenj'dnj/"  —  cnardnarsn^ 

puis,  en  multipliant  haut  et  bas  par 

snrrcn^dn^  -f-  cna?  dnxsnj', 

comme  on  Ta  déjà  fait  (p.  809), 

.  .        sna?cny  dn y-+-cnardna:sn  V 

sn(a?  -h  V)  = — r^ '-  • 

-^  ^  I  —  X:»sn*rFsn*y 

Soit  ensuite 

sna? 

'  dna? 
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nous  en  déduisons  d*abord 


cnjr 


*  dn*a7 

el  Ton  trouve 

•/    \        •/    \       sn*a? — sn*v 

ce  qui  donne 

sn(x-hy)  _  sn*a?  —  sn\y 

dn(a7-+-j^)       sna?dna7cn^  —  en  a?  sn^dnj^* 

De  là  nous  tirons,  en  employant  la  formule  trouvée  tout 
à  riieure  pour  sn(:F  -^y)> 

dn(:p-f-y)=  S"^  ^^^  c»J^  --  cna^sn  r  dn  y 
après  avoir  encore  multiplié  haut  et  bas  par 

on  obtiendra  le  résultat  connu 

i   ,  ,       dnrdny — A:*sna?cna7  sn  vcn  v 

'^  ^  I  — A:«SQ«a7sn>y 


Prenons,  en  dernier  lieu, 

?{^)  = 

^ 

sna? 
ena?' 

un  calcul  semblable  conduira  d^abord  à  Téquation 

sn(4:-hy)  _^  sn*a?— sn'j' 

cn{a:-r-y)  ~~  snj7cnardnj^  —  dno?  snj^  cnj^' 

d'où  Ton  tire 

.  •   .  __  SDiFcnicdny  —  dnarsnj^cn)' 

•^         snarcnydnj^  —  cnx  dnxTnj^^ 
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et  enfin 

.  .       en  a?  en  y  —  sn^dna?sn  v  cin  v 

en  (X  -h  y)  = rr 5 --=^ ^  • 

I  —  A:*  sn*a?  sn'^ 

En  faisant  S  =  (p(ar),  les  équations  différentielles  rela- 
tives à  ces  trois  cas  sont  successivement 

Les  considérations  précédentes  ont  montré,  sans  qu^il  ait 
été  nécessaire  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires,  Tim- 
])ortance  des  relations 


?(^)  — ?(«) 
?'(^) 


=  F  (x  ^  a)  -h  Fi{x  -h  a)  -h  ^(x). 


=  F(x  —  a)  ^  Fi{x  -^  a)  —  ^{a). 


'f{x)-o{a) 

Je  me  propose,  en  terminant,  de  donner  cette  détermina- 
tion, dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  cp(j?)  =::  sn  j-. 
Le  polynôme  désigné  par  R($)  est  alors 

(i-î«)(i-A-»?«); 
la  fonction 

<J^(.r)  =    /     /i^sn^xdx 

coïncide  avec  Z(^)  :  nous  trouvons,  par  suite,  en   faisant 

a  --  o, 

=  F(a:)-i-F,(ip)-f-Z(.r), 

'     =F(:r)-F,(x). 


snâ? 
La  première  égalité  conduit  à  considérer  Texpression 

-   —  Z(a7); 

%liX 
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je  la  représenterai  par  Zi{x)  :  cela  étant,  on  aura 

D^Z|(ar)  =  k*  sn«a?  —  -  \ DxZ(ar), 

et  en  réduisant 

^    '  sn«a? 

Nous  en  concluons,  après  avoir  remarqué  que  Z,  (  a)  s'an- 
nule pour  a:  =:  K, 

Ceci  posé,  je  reviens  à  Téquation 
cnadna 


sna?  —  sna 


=  F(a?  — a)— Ft(a?-i-a)— .Z(a), 


pour  y  changer  a  en  —  a  et  retrancher  membre  à  membre. 
On  trouve  ainsi 

— —  —      v{x  —  a)-t-ri(iF  —  a) 

—  F(ar -T- a)  —  Fi (ar -h  a)  — -^ZCrt  ), 
c'est-à-dire 

2snacnadna       „  ,  \       i  /      ,   ^\         tr 

sn*J7  —  8n*a  /         *x 

Ce  résultat  met  en  évidence  la  nature  analytique  de  Tin- 
tégrale  de  troisième  espèce 

^,    ^         r'  sna  cnadna  dx 

*(a?)   =      /         ; = , 

Jq         sn*a? — sn»a 

où  n'entrent  que  les  quantités  œ  —  a,  x  -h  a,  et  qui  s'ob- 
tient au  moyen  de  la  fonction  d'une  seule  variable 


/      Zi(x)dx. 


La  formule  même  de  Jacobi  en  découle  ensuite,  comme 
conséquence  de  l'expression  suivante  de  Z](j?). 
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Changeons  a?  en  jt  +  t'K'  dans  Téquation 

elle  prend  celle  nouvelle  forme 

sn*ar  "  K  •*  H(a^)' 

el  Ton  en  lire,  en  observanl  que  H'(K)  =1:0, 

dx        J(a?— K)       W(x) 


s 


,g    sn«a?  K  H(t)' 

ce  qui  nous  donne 

H'(rF)       J(a7-K) 
^'("^>=  HÔF) K 

De  celle  relation,  jointe  à  Pégaiité 

z(x)  =  X  -  ëTÏ)  ' 

résulte,  par  un  calcul  facile,  la  relation   qu^îl    s'agissait 
d'établir 

TLSXïa  cnaàna        \V{x  —  a)       H'(ar-+-a)  6'(«) 

sn-x  —  sn'a         H(a? — a)         H(:p-+-a)  6(a) 

el  nous  avons  vu  que  la  formule  de  Jacobi  en  est  la  consé- 
quence immédiate. 

Des  fonctions  de  M.  Weiersirass. 

L'application  de  la  formule  de  Maclaurin  aux  fonctions 
snj?,  en  J7,  dn^  conduit  à  des  développements  suivant  les 
puissances  de  la  variable  dont  les  coefficients  sont  des  po- 
lynômes entiers  en  k*,  qui  s'obtiennent  au  moyen  des  re- 
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ialions  différentielles 

D:rsnâ!r=  cn^rdoâ;, 
Dx  cna?  =  —  snx  dnrr, 
D^  dnar  =  —  A:'  snrr  cn^. 

Si  Ton  considère  snj?,  par  exemple,  on  trouve  successi- 
vement 

D*snjr=    a^'sn'a? — (n-A:')sna7, 

D^snx  ==  {Sk^sn^x  —  i  —  k*)cnxdnx, 

D*snr  =  24^*sn»a?  —  ao(A:*M- A:*)sn*a7-h  (i-f-i4^«-+-A:*)sna?, 

••> 

et  Ton  en  conclut,  en  supposant  w=^o,  les  coefficients 
cherchés.  De  là  résulte  la  série 

i-hX:»    ,       n-i4X:«-f-/*    . 
sna?  =  ar ;; — rr*-+- ^ a?* — . . ., 

6  I20 

et  Ton  obtiendra  pareillement 

,    ,      H-4Â:*    ^       i-f-44*'-»-i6X:*    . 
24  720 

dnx  —  1 a?*H ; a?* -^ a?«-h 

2  24  720 

Mais  ces  formules  n^ont  lieu  qu^à  Tintérieur  du  cercle 
ayant  son  centre  à  Torigine,  et  dont  le  rayon  est  le  module 
de  là*plus  petite  des  quantités  qui  rendent  les  trois  fonc- 
tions infinies;  en  supposant  k*  réel  et  moindre  que  Tunité, 
cette  quantité  est  K',  comme  nous  le  savons.  Les  séries 
ainsi  obtenues  sont  néanmoins  d^une  grande  importance, 
et  je  m^y  arrêterai  un  moment  pour  indiquer  une  liaison 
remarquable  entre  les  développements  des  puissances  de 
sno?  et  des  puissances  de  Pintégrale 


i  v/r=^ 


dx 
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J^observerai  d^abord  que  de  la  relation 

r^2P„(z)ar», 


OÙ 


2.4  •  ••  2/1 


est  le  polynôme  de  Legendre,  on  déduit,  en  remplaçant  jr 
par  A: j?'  et  5  par  — ,  -  > 

Soit  donc,  pour  abréger,  R„  —  ^^'^^  A:»  P,,  y-^j^    J  : 
nous  aurons,  en  intégrant  à  partir  de  a:  =  o, 

où  R„  est  évidemment  un  polynôme  entier  du  /i**««  degré 
en  A:'. 

Cela  posé,  désignons  par  a  un  exposant  entier  positif  ou 
négatif,  et  posons,  en  considérant  la  dérivée  de  sn^*^^^, 

cna7dna?sn«iF  =  :r«(i -4-S*a7«  -h  . . .  -n  S^ a?*" -4-  . .  .> 
Le  coefGcient  S^  s^exprime  par  la  formule 


5=-'-  f 


cnx  dnxsn*^xdx 


en  prenant  Tintégrale  le  long  d^une  circonférence  de  rayon 
inOniment  petit,  dont  le  centre  est  à  Torigine.  Soit  sn  j?  =  £  ; 
on  aura  x^=^  aux  infiniment  petits  près  du  troisième 
ordre,  les  deux  variables  décrivant  le  même  contour.  La 
relation  obtenue  par  cette  substitution. 


a«7c^ 


DBS   FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  855 

montre  que  SJ  est  le  coefficient  de  y  dans  le  développe- 

.  ta  . 

ment  de  la  quantité  j^^^^^i  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  ^.  De  là  résulte  que,  si  Ton  pose 

~=^(n-RîÇ«-f-...  +  R«Ç«'« -4-. ..)-«, 
on  a 

Sa  —  Ua+tn-\-l 

et,  par  conséquent, 

cnardnirsn«iF=:ar«(n-R'î+'iF«-+- ...  -h  Rî+*"+*ar»«  -{-...;. 
On  en  conclut,  en  intégrant  par  rapport  à  ^, 

=  G  -h  a?«+»  '  * 


a  -hi 


( 1 ! _   -t-  ...  ) 

\a  -+- 1         a  -4-  3  / 


et,  plus  simplement,  si  Ton  change  a  en  a  —  i,  et  C  en  -  ^ 

îin«a7  =  G  -+-  a7«  (  i  -I *—  x*  -f-  . . .  H ^ —  a:*'»  —  . . .    , 

\  a-f2  a-f-2Ai  / 

(/i  =  o,  I,  2,  . . .). 

La  constante  C,  dans  cette  formule,  doit  évidemment 
être  supposée  nulle  lorsque  a  est  positif,  et  aussi  lorsque  rt 
est  impair,  quel  que  soit  son  signe,  afin  que  les  deux  mem- 
bres prennent  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
lorsqu'on  change  a;  en  —  x. 

Les  cas  particuliers  où  l'exposant  a  est  égal  à  —  2  ou 
ù  2  ont  une  grande  importance  et  doivent  être  signalés 
en  ce  moment. 

Le  premier  donne  l'origine  de  la  fonction  que  M.Weier- 
strass  a  introduite  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
en  le  définissant  dans  la  relation 
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On  a  ainsi 

^  ar*  i5      •  189 

et  voici  la  propriété  caractéristique  de  ce  développement. 
Désignons  par  F  (A:*)  le  coefficient  de  a?*'*~*,  on  a  les  re- 
lations suivantes  : 

F(i  —  A:«)  =  (—!)«  F(;t«). 
Itllles  résultent  facilement  de  Téquation  différentielle 

p'î(:r)  =  4p»(.T)-|(i~A:«-*-A-*)p(a7) 

qui  s^écrit  toujours 

p'«(a:)=4p»(ar)  — ^,p(ir)— ^,. 

Le  théorème  pour  Taddition  des  arguments  sWfre  sous 
une  forme  particulièrement  simple;  il  est  donné  par  la  re- 
lation 

que  je  vais  démontrer. 
Je  rappelle,  pour  cela,  l'égalité  précédemment  établie 

U (^ -+-r»  «)  —  U(a?  — ^,  a)  =  U(  a -4- j^,  a?)  —  U(a  — ^',  x), 

où  Ton  a 

U(:r,«)=     .J'<">        . 

en  désignant  par  ^(a?)  la  fonction  inverse  d^une  intégrale 
elliptique  quelconque;  j'en  ferai  usage  en  supposant 

(p(a?)  =  p(a7), 

et  a  infiniment  petit. 
Ecrivons  alors 

U(ar,  a)  =  —  DaIog[p(a)  — p(j?)], 
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et  remplaçons  p{a)  par  --»  nous  aurons  ainsi 

U(a:,  a)  =  — Dalog 


a» 

r  —  a*p(x) 


Développons  en  série  et  négligeons  les  puissances  de  a  su- 
périeures à  la  première,  il  viendra 

U(a?,a)=  -  -+-aap(:r) 
et,  par  conséquent, 

U(J^-+-^,  a)  — U(a7— j^,  a)  =  sta[p(a?4-^)  — p(a7— j^)]. 

Opérons  de  même  sur  la  quantité 

=  — Dxlog[p(a7)— .p(a-f-y)]; 

le  développement  en  série  limité  aux  deux  premiers  termes 
nous  donne 

U(a -4-^, a?)  r^  —  Dx  log[p(iP)  —  p(j^ )] 

—  aT>iy]og[p(x)-p(y)]. 

De  là  on  conclut,  la  fonction  p{y)  étant  paire, 

U(a -f-^-,  ar)  —  U(a  — ^,  ar)  =  ~  aaOi^  log[p(a7)  —  p(  j)|. 
et  nous  parvenons  à  la  relation 

p'(^)p'(x) 

En  considérant,  en  second  lieu,  Fégalîté 

-+-  U(a  -h^,  a)  H-  U(a  — ^,  a) 
—  U(a,  a  -hjr)  —  U(a,  a  — >'), 
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on  aura  d^abord,  diaprés  ce  qu^on  vient  de  voir, 

U(ar-+-^,  a)-h  U(.r  —  j^,  a)=  - -h  2a[p(rr-4-^) 


Nous  emploierons  ensuite  les  développements  de 

l]{x,a-hy),         l](a,a-h-y),        l]{a-hy,a) 

qui  s^obtiennent  aisément,  comme  nous  allons  le   mon 
Irer. 
Des  formules 

V(x,a-hjr)  =  — Dj,log[p(ar)  — p(a-H^)], 
U(a,  a  ~hjr)  ==  —  Dy  log[p(a)  -  p(a  -h y)], 

nous  tirons,  en  effet, 

U(a:,  a  -hy)  =  -     Dy  log[p(a:)  -  p{jr)] 

—  aD^\og[p(x)  --  p{x)], 

puis,  en  remplaçant  p(a)  par  — ^y 

U(a,  a  -f-7)  =  -  Dy  log  [  1^  -  p (a  -4- j^)J 
=  —  Dylog[i  -  a*p{a  -+-^)], 
ce  qui  donne,  si  nous  négligeons  a', 

U(rr,  a-i-jr)  =  o. 
On  a  enfin 

p'(a) 


li{a-hy,a)  = 


P(«-^r)  — P(«) 


^— p(a-f-j') 
=  i-4-2ap(>'); 


ces    résultats  permettent  d'écrire,   en   observant  encore 
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que  p{y)  est  une  fonction  paire, 

IJ  (x,  a  -1-7)  -h-l](x,a  —y)  =  —  aaD»  log[p(ip)  —  p{y)\, 
U(rt-+-j^,  a)-+-U(a— ^,  a)=  ^  -^^ap(y), 

le 

et  nous  en  concluons,  en  égalant  les  termes  en  a,  la  relation 

iNous  rajouterons,  membre  à  membre,  avec  celle  qu^on  en 
déduit  en  permutant  les  variables,  à  savoir 

on  aura,  par  suite, 

'>.\p{x-^y)-¥'p{x~y)]=      2[p(T)-4-p(j^)l 

~D«log[p(:F)~p(^)I 
-D«Iog[p(ar)-p(^)]. 

<]eci  posé,  la  différent! a tion  nous  donne 

D>  log[p(a:)  -.p(^)]  -+.  D»  log[p(ar)  -  p{y)] 

_  \p'(^)-p'(y)]\p(^)-p(y)]-p'H:r)-'P'Hy). 

[p{x)-p(y)\^ 

on  tire  ensuite  de  Féquation  différentielle,  à  laquelle  satis- 
fait la  fonction  p(a?), 

et,  par  conséquent, 

P'(^)-P'(j^)  =  6lp«(^)-P«(7)]. 
Nous  avons  donc 

Dilog[p(:r)-p(^)l  +  DJlog[p(x)-p(j^)l 

=  6[p(x)-^p(^)]-|^f_-£^5>. 
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el  de  là  résulte  la  relation  à  laquelle  il  fallait  parvenir 

11  suffit  maintenant  de  la  joindre  à  Tégalité  précédem- 
luent  obtenue 

pour  en  conclure  le  théorème  de  Paddition  des  arguments, 

''<'-^'-î[îïfT^^]"-'""-''<'>- 

Mais  mon  but  n^est  pas  d^ex.poser  les  propriétés  de  cette 
fonction  qui  lui  donnent  le  rôle  d^un  élément  analytique 
propre  :  je  renverrai  à  TOuvrage  mémorable  d4Ialphen 
publié  sous  le  titre  de  Traité  des  fonctions  elliptiques  et 
fie  leurs  applications,  dans  lequel  elles  sont  mises  en  lu- 
mière et  appliquées  à  de  nombreuses  et  importantes  ques- 
tions. 

Pour  le  second  cas  de  a  =  2,  on  a  la  série 

i~hA:«     ,      2 -4- Il  A:* -h  2 A:^    . 
sn'iT  =  a?' s —  37* H 77 X*  — . . . . 

On  en  tire,  en  multipliant  par  k*  et  intégrant  à  partir 
de  J7  =:  o, 

^/    X      ^*    ,      X«-hA:*    ^      2X«-f-iiA-*-f-2A-«    , 

Jl( X)  = X'  •—  X* -+■ X'  —  .... 

^    ''        3  i5  3i5 

Cette  expression  sert  de  point  de  départ  aux  considéra- 
tions que  nous  allons  développer. 

I.  —  Définition  des  quatre  fonctions  Al(jr). 
Relations  différentielles. 

CjQ  n'est  pas  seulement  la  fonction  Z(x)  qui  est  déve- 
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loppable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
la  variable,  et  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en* 

tiers  en  k*.  IL  en  est  de  même  de  Tintégrale   /    Z{x)  dx^ 

et  aussi  de  Texponentielle 

Mais,  tandis  qu'à  l'égard  de  sn*^?,  Z{x)  et   /     Z{jc)djc, 

Jo 

les  développements  supposent  le  module  de  la  variable 
moindre  que  K',  l'exponentielle 

e  •'0 

conduit  à  une  série  convergente  dans  tout  le  plan  qui  re- 
présente une  fonction  holomorphe.  C'est  ce  qui  résulte  de 
ia  relation  de  Jacobi 


3x     e'(x) 


d'où  l'on  tire 


/ 


•7/      \^  •^■^'  I  ®(^) 


et,  par  conséquent, 


e(o) 


Voici  donc  une  propriété  bien  digne  d'attention  de  Ja 
fonction  6(j7),  de  se  changer,  lorsqu'on  la  multiplie  par 


1      '•*• 


le  facteur  ^,-  v  eiK?  en  une  nouvelle  expression  où  l'argu- 
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inenl  est  sorti  du  signe  cosinus,  et  où  figure  directement  le 

module  à  la  place  des  quantités  K  et  ^^=:e     ^  ,   Posons 
d'abord,  avec  M.  Weierstrass, 


AH 
et,  soit  ensuite 


-f     Z(x)dx 

Al(a7)i  =  snare  '^^ 


X 


/tx 
-/      Z(.T)rfjr 

Al(a7)j=  cnxe  ''^  , 

—  f^l{x)dx 

k\{x)z—ànxe  •'<> 

Les  fonotions  ainsi  définies  sont  pareillement  développa- 
blés  suivant  les  puissances  de  la  variable  en  séries,  où  A- 
enlre  sous  forme  entière.  Et  ces  séries  sont  holomorphef^, 
comme  le  montrent  les  expressions  suivantes 

«1(0) 
qui  résultent  immédiatement  des  relations  connues 

v/Âe(o)=H'(o), 

^^.;e(o)  =  e,(o). 
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On  voit  donc  s'offrir,  à  côté  des  formules 

I    H(^) 


CD 


où  figurent  des  séries  trigonométriques ,  cet  autre  mode 
de  représentation,  par  des  fractions  dont  les  deux  termes 
sont  des  séries  rationnelles  en  x  et  k^y  à  savoir  : 

Al(a?)i 
/A\  J  Al(a?)j 

Abél  avait  entrevu  et  annoncé  ces  importants  résultats  ; 
mais  c'est  à  M.  Weierstrass  que  revient  Thonneur  d'avoir 
donnéy  au  lieu  d'un  simple  aperçu,  une  théorie  analytique 
profonde,  conduisant  d'une  manière  directe  à  ces  nou- 
velles expressions,  non  seulement  dans  le  cas  des  transcen- 
dantes elliptiques,  mais  pour  les  transcendantes  abéliennes, 
à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer 
ici  les  principes  dont  cet  illustre  géomètre  a  tiré  ses 
grandes  et  belles  découvertes,  nous  nous  bornerons  aux 
indications  suivantes  sur  les  fonctions  que  nous  venons  de 
définir. 

Je  remarque  d'abord  qu'en  changeant  j?  en  j:  +  2  K 
dans  l'égalité 

on  en  conclut 

A\{x  4-  aK)  =  Al(a7)e-»J('+K), 
S.  —  Cale,  inL  55 
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et  que  les  équations  (A)  donoent,  diaprés  la  périodicité  de 
snj^,  cn^,  dnj:, 

Al(a?-4-2K),  =  — Ai(a?),€-«J<'-^«^>, 
AI(ar-haK),  =  —  Al(3?),^«J  <"*"»), 
Al(ar-H2K),  =  -+-Al(a?)se-»'('-^K).  . 

Changeons  y  en  second  lieu,  x  en  â?  +  2{K',  on  aura 
ainsi 

en  employant  la  relation 

JK'h--  =J'K, 
il  vient  ensuite 

Al(ar-l-2tK')  =-Al(3?)  e-«'J'<'+'K'), 

et,  si  Ton  recourt  encore  aux  équations  (A),  on  obtient 

Al(a7H-2iK')i  =  — Al(ar)ie-»'J'<'+'«i'), 
Al(ar  -f-  aiK')i  =  h-  Al(a?),e-«'J'('-^'»'), 
Al(rr-h2tK'),  =  -^Al(ar)3C-«"'t'-^'«^'). 

A  ces  résultats,  je  joindrai  ceux  qui  découlent  des  for- 
mules 

Al(ar)  =  e  ''» 

Al(a?^, 

8na7=  -ryr r  > 

en  diiïérentiant  deux  fois  par  rapport  à  x^  ce  qui  donne 

D»  log\l(x)  =  —  A:»  sn« j?, 
D»  logAl(:r),  —  DJ log Al(a?)  =  A:«  sn«a7 '  - . 

Su  «F 

On  en  conclut,  après  avoir  remplacé  snj?  par    *  A-t  » 
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les  équations  différentielles 

.,,    ^  rf*Al(a?)i       rdM(x\y      .,      , 

D^une  manière  analogue,  ou  comme  conséquence  des 
relations  algébriques 

Al«(a?)t=  Al«(a?)-  M«(a?)i, 
Al«(iF),=  Al»(iP)  -  *«Al«(ar)„ 

nous  aurons  encore 

Ces  relations  importantes,  que  M.  Weierstrass  tire  im- 
médiatement des  équations  de  définition 

DxSnar=  CQ:rda:r, 
Dx  en  07  =  —  bnxdnx, 
D;cdniP  =  —  X:*  sn:rcn:r, 

et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes 
abéliennes  les  plus  générales,  peuvçnt  alors,  par  une  nou- 
velle méthode,  conduire  aux  fonctions  6,  ou  servir  à  dé* 
montrer  directement  qu'elles  déOnissent  des  fonctions  dé- 
veloppabtes,  suivant  les  puissances  de  la  variable,  en  séries 
indéâniment  convergentes,  et  dont  les  coefGcients  sont 
des  fonctions  entières  de  k*  à  coefGcients  rationnels.  Tou- 
tefois, pour  effectuer  les  développements,  on  suit  une  voie 
différente  et  plus  simple  dont  voici  le  principe. 
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II.  —  Équations  aux  di^érenttelUs  partielles. 
Formules  de  développement. 

Une  analyse  un  peu  longue,  pour  que  nous  puissioati  la 
rapporter  ici,  a  conduit  M.  Weîerstrass  à  ces  équations 
linéaires  aux  dilTérences  partielles,  savoir  : 

dj7ï       ^  dx  dk        ^'      +*a-')AI(j-), 

—     '  "  +  ai» 3- — -3-i — -  -t-a**'* — -j>-iî  H-(t  + A'j»)  Al  (an,    = 


rf*AU:r), 
1         di' 


iAI(£), 


..dAIW, 


H-(*»-i-*>ar»)AI(j)ï 


Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux 
développements  en  séries,  et  l'on  en  tire  les  formules  sui* 
vantes.  Soit,  en  désignant  le  produit  i  .a.3. .  ./i  par  n\. 


Al  ^)  =  I  - 

AI(a;),  =  ;F- 
Al(3;),=  i-' 


-■-H-(-i)"B„^ 

—  <-.).c    - 


(')  Le  terme  en  x*  manque  dans  ce  développement ,  < 
voit  a  priori  pn  l'expression  «  *'°  ,  où  la  série 
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on  aura 

A,  =  2A-«, 

A3  =n  8(A:«-f-A:*), 

A4  =  32(A:»-f-^«)  -+-68^*, 

A,  =  i28(>t«-t-A:«)  -h48o(A:*-+-^6), 

Ae  r-  5f2(A«-hA:»o)-+-3oo8(A:*-^A:»)-H54ooA:«, 

A,  =  2o48(A:«-f-A:»»)-M74o8(A:*4-A:»o)-f-49568(A«-+-A'8), 

Ag  ^  8i92(A:«-^A:«*)  +  95232(A:*-t-A:«») 

-h  3955ao(A:«4-  Â:»o)  -h  603376 ^8), 

A,  =  32768(A:«-i-A:»«)-4-  4997i2(A:*-^  A:»*) 

2853888 (A-« -h  A'») 
5668o96(A:«-f-A:io), 

A,o  =  i3i072(A:«-+-  A:»«)  -4-  253952o(A-v-i-  A:»«) 

i90976oo(A:« -h  A:«*)-h38i53728(A:»  H- ^»«) -^42090784^", 


Bj  =i-hA:*  -f-   4  A:», 

B,  ^i-hA:«  -4-   9(A:*+>t*), 

Bv  =n-A:«  -h  i6(A:«4-A«)  —  6A:*, 

B3  =r-4-A:»o-f-  25(A:«4-A:»)  —  494(A:^-+- A*), 

Be  =ri-hA:J»-+-  36(A:«-f-X:»o)— 578i(A:»-i-A:8)—  i2i84X:«, 

B7  =:.i-+-A'*-H  49(A:«-+-A:") 

—  55i73(A:*+A:»«)  — i796o5(A:«— A:«), 

Bg  =i-+-A:»«-h  64(A:«-f-*»*)-  602892 (^^-t- A:") 

—  2279488  (A-«  -f-  A:*»  )  —  3547930  A:» , 

B9  =i-f-A:»«+  8i(A:»-hA:1«)  — 45375oo(A:*-f-A-»*) 

—  27 198588 (A:«-+-  A:")  —  5933i498(A:«-f-  A:»»), 

Bio  =  I  -H  A:"-+-  ioo(A:«-t-  A-») 

—  4085671 5( A:* -+-  A:")  —  3i38oo8o(A:«+  A:'*) 

—  9090 1 5270 ( A:» -4-  A")  —  i27853o856^»'>, 


868 


NOTB   SUB   LA   THÉORIB 


et 

c, 

—  'l 

G, 

-i-i-  2k*, 

G, 

-i-h  ùk* 

Ct 

—  I  -+-  12  A:* 

G, 

=  1  -+-  20  A:* 

G, 

=  ï-+-3oA:» 

G, 

=  IH-42A:»- 

Cg  =i-+-56X:«-^ 


C9  —  i-hy^k*-^ 


Gio=  i-f-goA:*-!- 


8A:S 

60 A:* -h  32A:«, 

'  348A:*-+-448A:«-Hi28A:», 

2872^:* H-  46ooA:«H-  288oA^»-+-  5i2it*«, 

i93o8A:*-+-5i8i6A:« 

45024  A:«-i-  i6896A-»o-H  ao48A:»», 

169320 A:*  4-  628064  A^-+- 7 57264  A:» 

-4- 370944  A:»«H- 93184  A-»4- 8192 A:»S 

1 5 15368  A:*  -^7694592  Ai 
1 2998928  A:«  -h  9 108288  ^»» 
2725888A:"-h  49i52oA:»*-+-  82768 A:»«, 

13623480A:*  -+- 8934 8080 A:« 
2iio644ooA:«  -i-2i936i824A:*o-+- 100242944 A" 
18450432  A:»* -h  25o6752A:««-H   131072A:»». 


•  •  • 

•  •  • 

k*, 

D, 

liJ 

2  A:* -4-     k\ 

D, 

= 

Sk^-r-          6A:*H-A:«, 

D» 

z:^ 

32)t*-h    6oA:*-M2A:«+^», 

D, 

— 

i28it»-h   448A:*H-348A:«-h2oA:8-hA:««, 

D, 

— 

5i2)t«-+-  288oA:*-f-  46ooA-«-i-  2372A^«-+-  3oA:io-+-  ^i». 

D, 

= 

2o48A:«-+-  16896  A:* -h  45024  A:« 

-h  5i8i6A:»-h693o8A:«04-42A:"-+-A:iS 

D, 

^ 

8I92A:»-»-  98184^*  -h370944A:«  -i-757264A« 

-f- 628064  A:»o-+-  i6932o^"-i-56A:»*H-A:»«, 

D, 

"^^ 

32768  A:» -1-  491520 A:*  -i-  2725888 A:« 
-f-9ioo288A:»  -h  i2998928A:»« 
-f-  7594592 A:»» -h  i5i5368A-»*-+-  72A:««-^  A:", 

D„ 

•  •  ■ 

•  •  • 

î  3 1072  A^»  H-  2506762  A:*  -H  18450432 A:» 

4-  I00242944A:»  -h2i936i824A:»0H-2iio644ooA:«« 
-h  89348080 A:i*-+-  i362348oA:«-+-9oA:»«-h  Ar", 
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Mais  les  équations  aux  difTérences  partielles  ne  ser- 
vent pas  seulement  à  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons 
de  rapporter  les  résultats  diaprés  M.  Weierstrass,  elles 
donnent  encore,  par  exemple,  une  vérification  facile  des 
équations  suivantes,  qui  se  rapportent  au  changement 
du  module  en  son  inverse  et  en  son  complément,  à  sa- 
voir : 


« 
Al(*x,i)^  =  Al(a?,*)„ 


X* 

A\(ix,k')  =c*  Al(a:,A-)„ 

Al(t>,  A:')t=c*  Al(a7,A:), 
A\(ix,k')t=e*Al(x,k)i. 


Le  second  groupe  de  relations  conduit  aux  expressions 
des  fonctions  de  M.  Weierstrass  dans  le  cas  où  le  module 
est  supposé  égal  à  Tunité.  Nous  avons,  en  effet,  pour 
A*  =  0,  comme  on  le  voit  immédiatement, 


k\(x)  =1, 
Al(a?)t  =  sinar, 
Al(x)j=  cosâ7, 
A1(:f)j=  1. 
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On  en  conclut,  pour  A:  =  i,  les  valeurs 

Al(a:)  =  c    *  ces  127, 

Al/    \         "T  sin*^ 
Al(a7)i  =  e     '  • — r-  > 

A\{x)^=e     *, 

—  îî 

Al(ar),=  e^  «. 

En  dernier  lieu,  je  remarquerai  qu^en  employant  seule- 
ment les  deux  premiers  termes  des  séries,  nous  pouvons 
écrire 

Al(ar)  =  I, 

Al(a?)i  =  a7 g —  a?», 

Al(a?).  =  I a?*. 


Les  formules  Al(a?)=  ;rV^  «    ^^  >  etc.  nous  donnent , 

^    '       8(0)  ' 

d'autre  part, 


DBS  FONCTIONS  BLLIPTIQ0B8.  87 1 

on  a  donc  les  égalités  suivantes  : 

e'(o)  _     £_ 

e(o)         K""**' 

H"'i^)_3i— ,-*. 
H'(o)  K~  ' 

H.(o)  K-      '' 

eî(o)         l ,, 

e,(o)        K  ~    '  • 

La  première  nous  est  déjà  connue,  la  seconde  conduit  ^ 
regard  de  la  fonction  p(x)  k  une  conséquence  que  nous 
devons  indiquer. 

Ayant  en  effet 

sin'a?  i 

et,  comme  on  Ta  établi  précédemment  (p.  85a )^ 


1  J  H'(^) 


sin«a7       K         '  H(a;) 


on  voit  qu'on  peut  écrire 


d'où  par  conséquent 


(o)  '  H(a;) 

Nous  remarquerons  enfin  qu'en  employant  les  dérivées 
par  rapport  à  q  des  quantités  6(0),  H'(o),    ...,  elles 
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prennent  cette  autre  forme 

dlo^q  ~      'Adlogq     ""  ' 

alogy  !2alog^ 

7r«cglogHt(o)     ^  ic«<flogA:K       ^  _  j^  _^  k» 
diogq  ^dlo^q  * 

alog^  2alog^ 

.  On  en  tire^  parmi  beaucoup  d^au très,  ces  relations,  don- 
nées pour  la  première  fois  par  Jacobi  et  qui  en  découlent 
immédiatement,  à  savoir  : 

<flog^«    ^/2k'Ky 


= (^-?)* 


dloQq 

dlogq  \  ^  / 


Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Après  Té  tu  de  que  nous  venons  de  faire  de  fonctions 
doublement  périodiques  particulières  qui  nous  ont  con- 
duit à  Tinversion  de  l'intégrale  elliptique,  nous  indiquerons 
succinctement  les  principes  de  la  théorie  générale  des  trans- 
cendantes uniformes  à  deux  périodes  et  nous  les  obtien- 
drons comme  conséquence  simple  et  facile  de  l'expression 
donnée  par  Cauchy,  de  Fintégrale  d'une  fonction  le  long 
d'un  contour  fermé. 

Le  contour  dont  nous  ferons  usage  est  défini  de  la  manière 
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suivante  au  moyen  des  périodes  qui  seront  désignées  par 
deux  constantes  quelconques,  a  et  b. 

Ayant  tracé  des  ax.es  rectangulaires  dans  un  plan,  Ox 
et  O/,  nous  ferons  correspondre  à  ces  constantes  les  points 
A  et  B,  qui  pourront  être  supposés  au-dessus  de  Taxe  des 
abscisses,  en  changeant,  comme  on  le  peut,  a  en  —  a  et  6 
en  —  b. 

Nous  ferons  aussi  la  convention  que  le  point  A  sera  ren- 
contré le  premier  et  le  point  B  le  second  par  Taxe  Oa: 
tournant  dans  le  sens  direct  autour  de  Torigine.  De  cette 
-convention  résulte  immédiatement  que  le  coefficient  de  i 

dans  le  rapport  -  est  positif. 

Formons  maintenant  le  parallélogramme  qui  a  pour  deux 
de  ses  c6tés  les  droites  OA  et  OB;  nous  désignerons  par  C 
le  quatrième  sommet  et  nous  appellerons  la  figure  OACBO 
le  parallélogramme  des  périodes.  Cela  étant,  le  contour 
d^intégration  s^obtient  en  menant  par  un  point  quel- 
conque G  les  droites  GA',  GB',  B'C,  G'B',  respectivement 
parallèles  à  OA^  OB,  BG,  CB.  Nous  pourrons  ainsi  faire  la 
supposition  qu'il  ne  rencontre  aucun  point  de  discontinuité  : 
nous  lui  donnerons  également  le  nom  de  parallélogramme 
des  périodes,  et  Ton  voit  qu'en  désignant  par^Taffixe  du 
point  G,  les  quantités  g-^  a,  g  -^  b,  g  '^a-\-b  seront  les 
afûxes  des  sommets  A',  B',  C^  L'intégrale  J  d'une  fonc- 
tion f{z),  prise  le  long  de  ce  contour,  s'exprime  donc 
par  la  somme  des  quatre  intégrales  rectilignes 

g  *^g-^a 

H-   /  f{z)dz'^  f      /(z)dz, 


OU  encore 


/g  hu  ^g  +  a-hb 

f{z)dz-^  f  As)dz 

J^g-ha  +  b  pg-^^ 

f  /(ji)dz-  As)dz;, 

g+à  ^g 
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mais,  ayant  évidemment 


f  f{z)dz^  j        /(z-}-a)dz, 

g-^ft  ^g 


,g  +  a-i-b  /*g-*-^ 


i  /{z)dz=  /(z-hb)dz, 

g-*-b  ^g 


011  peut  écrire  sous  une  forme  plus  simple 


i         [f(z)-A^'^à)]dz 
g 

-  r      [Az)^/iz-^a)]dz, 
^g 

Désignons  maintenant  par  S  la  somme  des  résidus  cor- 
respondant aux  discontinuités  de  la  fonction /(js)  qui  se 
trouvent  à  Tintérieur  du  contour  d^intégration,  le  théorème 
de  Cauchy  donne  l'égalité 

C^est  de  là  que  nous  allons  tirer  l'expression  générale  des 
fonctions  uniformes  à  double  période,  en  supposant  qu'elles 
iraient  que  des  discontinuités  polaires. 

J'emploie  à  cet  effet  la  fonction  H(^)  de  Jacobi,  qui  est 
définie  à  un  facteur  constant  près  par  les  égalités 

H(ar-HaK)  =  — H(x), 

En  remplaçant  aK  et  2iK'  par  a  et  6,  et  posant 

Q  =  c     «, 
j'écrirai  encore,  afin  de  ne  pas  multiplier  les  notations, 

H(x)  =  "iv^Osin îvQ'sm h  2v^Q*»sin — 

•     ^         a  a  a 
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Cela  étant,  les  relations  précédentes  deviendront 

H(a7-4-a)=  — H(ar), 

et  Ton  en  conclut  celles-ci 

D^logH(^  -^0)  =  D^logH(x), 

DxIogH(a7  -h  a)  =  D;cJogH(a7) 

*  Cl 

Je  remarque  enfin  que  la  fonction  Dj.logU(a7)=  -y^-j — 
a  pour  pôles  les  quantités 

X  =  ma  H-  /i6,    * 

où  m  et  /t  sont  des  entiers  quelconques.  En  disposant  con- 
venablement de  la  constante  g,  on  pourra  donc  faire  en 
sorte  de  n^avoir  à  Tintérieur  du  parallélogramme  des  pé- 
riodes que  le  seul  pôle  a:  =  o. 

Cela  posé,  désignons  par  F  (2)  une  fonction  uniforme  aut 
périodes  a  et  b  n'ayant  que  des  discontinuités  polaires, 
j'appliquerai  Texpression  de  l'intégrale  J  à  la  fonction 
suivante 

/(^)  =  F(5)D,logH(:r-^). 

Je  remarque  à  cet  effet  que  Ton  a  d*abord 

et  que  la  relation 

Djc  logH  (X  -  5  —  6)  =  D^  logH(x  -  ô)  -h  -  - 

Cl 


donne  ensuite 


/(;î  +  6)=/(5)+?^F(3). 
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On  obtienl  doDC  immédialement 


;^    ri-*-* 


^ =-'-?/    «'<*>''* 


el,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  résidus. 


aj^ 


F(z)dz, 


quantité  indépendante  de  x;  cVst  en  calculant  cette  somme 
que  nous  allons  parvenir  à  Texpression  générale  de  F(x). 
Soit  x  =  (  Tun  quelconque  des  pôles  de  cette  fonction» 
je  pose  en  omettant  la  partie  entière  en  t 

Fa  +  e)=-^--4-^-»-...+  ^;^,, 

OU  plutôt,  afin  de  parvenir  à  une  formule  plus  simple, 

int^.\       ^^       ^«  _!_       ^  (— i)''i.a...».A, 

Soit  ensuite,  en  développant  par  la  série  de  Taylor, 

D;,logH(x-5-e) 

=  D;rlogH(ar  — 0  -  -  DilogH(a:  — 0-+-.  -  - 


1 

(— i)"e» 


1 .a.. .n 


Dî+MogH(ar-0-t^--î 


nous  multiplierons  ces  deux  séries,  et  le  coefficient  du 
terme  en  -  donnera  le  résidu  de  /(^)  correspondant  au 
pôle  considéré.  On  trouve  ainsi  la  quantité 

AoD;rlogH(2r~0 
-h  AiD«logH(a?  — {)-+-•  ••-^-A.«D5+»  logH(ar  — 0- 

Aux  pôles  de  F  (^)  il  faut  encore  joindre  celui  qui  provient 
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du  facteur  Dx^o^li{x—z)j'  à  savoir  z=Xj  en  admettant, 
comme  on  peut  le  faire,  que  w  soit  à  l'intérieur  du  parallé- 
logramme des  périodes. 

La  formule  D;plogH(j:  —  ^)=  -ut r  montre  que  le 

résidu  correspondant  est —  i;  par  conséquent  —  F(a?)estle 
résidu  def(z)  :  nous  parvenons  donc  à  Tégalité  suivante 

S=     2^oD;clogH(ar-0 
-+.2A,DilogH(ar-0 


où  le  signe  \]  se  rapporte  à  tous  les  pôles  de  F(^)  qui  sont 

à  rintérieur  du  parallélogramme  des  périodes;  nous  les 
nommerons,  pour  abréger,  les  pâles  principaux.  On  en 
conclut  le  résultat  cherché 


-h 


2A„DrnogH(a7~Oi 

que  j'écrirai  sous  la  forme  suivante 

F(x)  =—  S  -h  Fq(x)  4-  D^Fi(ar)-i-. .  .-I-  DSF„(a7), 
en  posant 

l^i{x)  =  ^XtD:,\0gli(x-^)  (1=0,  1,2,   ...,/l). 

On  a  ainsi  l'expression  des  fonctions  doublement  pério- 
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diques  sous  une  forme  semblable  à  celle  des  fractions  ra- 
tionnelles décomposées  en  fractions  simples,  et  qui  permet 

d^obtenir  immédiatement  Tintégrale  /  F  (a:)  do:,  La  fonc- 
tion Dj,.log  H  (j?)  joue,  en  effet,  le  même  rôle  que  la  quan- 
tité -f  et  elle  recevra  dorénavant  la  dénomination  d^élé- 

ment  simple. 
Nous  remarquerons  encore  que  des  égalités 

Dor  logH(a? -ha)  =  D;,  logH(ar), 

■ 

DarlogH(a:-+-Ô)  =  DarlogH(^)-  — 

on  conclut 

La  double  périodicité  exige  donc  la  condition  \]  Ao=::  o, 

où  les  constantes  A^  sont  les  résidus  de  F(^)  qui  corres- 
pondent aux  pôles  principaux.  Bientôt  on  verra  Timpor- 
tance  de  cette  relation,  par  les  applications  que  nous  en 
ferons;  elle  montre  sur-le-champ  qu^il  n^existe  pas  de 
fonctions  doublement  périodiques  n^ajant  qu^un  seul  pôle 
simple,  car  elle  entraîne  la  conséquence  que  le  résidu  cor- 
respondant serait  nul,  et  alors  Texpression  se  réduit  à  une 
constante.  Les  transcendantes  elliptiques  sno?  cn^  dn.r 
ont  deux  pôles,  sn^x  a  un  pôle  double;  ce  sont  les 
fonctions  doublement  périodiques  les  plus  simples.  Leur 
caractère  d'éléments  analytiques  fondamentaux  se  trou- 
vera mis  en  évidence  sous  un  nouveau  point  de  vue,  lors- 
que nous  démontrerons  la  proposition  de  Liouville,  que 
leurs  combinaisons  rationnelles  donnent  Texpression  des 
fonctions  doublement  périodiques  les  plus  générales.  Mais 
auparavant,  et  comme  première  application  de  notre  for- 
mule, nous  allons  en  tirer  leurs  développements  sous  forme 
de  séries  simples  de  sinus  et  de  cosinus. 
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m.  — *  Développement  des  fonctions  elliptiques 
en  séries  trigonomé triques. 

Ces  nouvelles  expressions,  d'une  forme  plus  simple  que 
les  quotients  de  séries,  s'en  distinguent  essentiellement  en 
ce  que  la  variable  est  assujettie  à  rester  comprise  dans  une 
région  limitée,  entre  deux  parallèles  à  Taxe  des  abscisses. 
Au  lieu  d'une  représentation  unique,  on  a  donc  un  nombre 
fini  de  développements  qui,  en  se  reproduisant  à  des  dis- 
tances égales,  embrassent  toute  rétendue  du  plan.  Ces  for- 
mules, auxquelles  conduit  le  théorème  de  Fourier,  ne  sont 
pas  seulement  remarquables  par  leur  élégance  et  leur  sim- 
plicité :  on  se  trouve  amené,  par  le  seul  fait  de  l'identité 
entre  les  séries  et  les  quotients  de  séries,  à  des  propositions 
arithmétiques  d'une  grande  importance  et  dont  l'intérêt 
s'augmente  même  par  le  lien  si  imprévu  qui  les  rattache 
aux  transcendantes  de  l'analyse.  C'est  dans  le  §  iitO  des 
Fundamenta  qu'a  été  ouvert  ce  champ  d'étude  si  riche 
et  si  fécond  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ;  j'y 
renverrai,  en  me  bornant  à  cette  courte  indication,  et  j'ar- 
rive immédiatement  à  mon  objet. 

Considérons  la  fonction  B(^)  de  Jacobi,  dans  laquelle 
les  quantités  aK  et  âeK'  ont  été  remplacées  par  a  et  6,  et 
où  l'on  a  fait 

ifcb 

Q  =  e      «  . 

On  aura  sous  forme  de  produit  d'un  nombre  infini  de 
facteurs 

e(x)  =  A(i  — 2Qcos^^-hQ«)(i  — 2Q»C0S?^H-Q6), 
et  de  là  se  tire  la  formule 


D,ioge(^)=Ç2 


I  —  2  Q*»  CCS h  O*"» 

a         ^ 


(  wi  =  I,  3,  5,  • . .). 
S.  —  Cale,  int.  56 
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Employons  maintenant  la  relation  élémentaire 

Q  sm 

a 


I— 2QC0S hO* 


sin h  Q*  sin h  Q^  sm h. . . , 

a  a  a 

et  soit  pour  un  moment 

/(Q)  =  Q  +  Q'+Q»-^..; 

on  en  conclut  immédiatement 

D,  loge(x)  =  ^  [/(Q)  sin  ?^+/(Q«)  sin  Ç +...]. 
Ayant  donc 

nous  obtenons  la  série  suivante 

Dx  loge(a7)  =  2-_  (  — :^     sm 1 -^  sm 

•*     o    ^    ^       a\i-— Q*  a  I  —  Q*  a 

Q'       .    67car  \ 

4itV      Q'*        .    î/i-Tua? 

=  ^—  7  — >v.  ■  sin 

a  ^  I  —  Q«»  a 

(/i  =  I,  2,  3,  . . .) 
et  Ton  trouvera  pareillement 

ni      ^/    \       4icv!'( — O^Q*   .    a/iTcar 

D;clogH(ar)  =       -  cot h  -^  V      ^^^^    sm , 

_    ,     „  ,    .  Tt^        ira?    .    4it  V!' (— O^Q»»  .    2/11:0? 

(/i  ^  I,  2,  3|  . . .). 
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Ces  expressions  ont  lieu  dans  Tintervalle  des  parallèles  à 
Taxe  des  abscisses  menées  aux  distances  -  et de  cet 

2  2 

axe  pour  les  deux  premières,  6  et  —  b  pour  les  autres. 

Je  me  propose  maintenant  de  montrer  comment  l'expres- 
sion générale  des  fonctions  doublement  périodiques,  dan^ 
le  cas  des  pôles  simples,  par  la  formule 

F(a7)  =  — S-f-2AoDa:logH(:r  — 0, 

permet  d'en  tirer  facilement  les  développements  de  sna% 
cnj7,  dnx.  Nous  supposerons,  à  cet  effet,  le  sommet  G 
du  parallélogramme  des  périodes  à  Torigine,  de  sorte  que 
les  pôles  principaux  désignés  par  ^  soient  représentés  par 
l'expression  aa  -h  p6,  a  et  ^  étant  positifs  et  moindres  que 
l'unité.  Cela  étant,  en  considérant  en  premier  lieu  sno?,  on 
devra  prendre  a=:^Ky  6  =  2/K',  et  la  formule  générale 
des  pôles  2/nK -h (7/14-1) «K'  donnera  les  deux  pôles 
principaux 

de  sorte  que  nous  obtenons 

sna?  = —  S  -H  Ao  D^  logH  Ix j 

H-AiD,logH(x-^). 

Mais  les  propriétés  des  fonctions  de  Jacobi  donnent 

D^logH^.T-?)=D^loge(:ir)  -^^1 

D:,logH(^-  ^-±^)  =  D^loge,(^)H-  ^^, 

et  la  condition  Aq  4-  AJ,  =z  o  permet  d'écrire 

sna?  = —  S  -t-  Ao[Dxlog8(a?)  —  D^  logei(ar)]. 
Ce  coefficient  A©  représente  le  résidu  de  sno:  qui  corres- 
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pond  à  ^  =:  iK';  il  se  tire  de  Tégalité  sn(iK'4-e)  =  j 

et  a  pour  valeur  -z»  On  trouve  ensuite  en  faisant  xz=^o 
que  la  constante  S  est  nulle;  nous  avons  donc 

j^sna7  =  [Da:loge(ar)  — Déloge,  (a:)]. 

Les  développements   qui   viennent  d'être  donnés  nous 
conduisent  donc  à  la  formule 


sna7=-^-  >  i 7.^         sin ; 


introduisons  maintenant   les  valeurs  a  =  4K,   6  =  atK', 

d'où  Q  HZ  ^*,  et  ayons  égard  au  coefficient  i  —  ( —  i)'*,  qui 
s'annule  lorsque  n  est  un  nombre  pair;  on  en  lire  la  série 


sn 


ITZ  f      q         .    T.x  q^        .     Stcx  N 

X  =  -j-fj  (  — - — -  sm  — =7  -\ — -  sin  — jj-  -h . . ,  I 

/:K\i  — ^«        2K        I  — y«         2K  / 


En  passant  à  la  fonction  en  a:,  nous  conserverons  la  pé- 
riode 

a=  :(K, 

mais  nous  prendrons 

et  pour  pôles  principaux  les  quantités 

2K-i-tK'=  — - —  et         4KH-tK  = . 

4  4 

L'expression  ainsi  obtenue 


en 


a;  =  -  S  H-  Ao  r      D^  log  H  (a?  ~  ^±^  \ 

^D.logH(.-i^)] 
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se  simplifie  en  remarquant  d^abord  que  Ton  a 

On  trouve  ensuite,  en  introduisant,  comme  loul  à  l'heure, 
la  fonction  ^{x)  au  lieu  de  H(j?), 


en 


^=_S  +  AorD;,loge^a7-|^-DxlogB/a?-f-2^J 


Le  coefficient  Aq,  qui  est  le  résidu  de  cno?  pour 

a:  =  2KH-tK', 
s'obtient  par  la  relation 

cn(2K-+-{K'-4-e)  =  , — ^, 

et  il  est  égal  à  -r-   Nous  trouvons  ensuite,  en  retranchant 
membre  à  membre  les  égalités 

D,ioge(x--)  =  ^2reQiïï"°(~^"^T)' 

la  série 

ou  bien 

Sir  xr'       Q'*        .    ^'^        inr.x 
7  — Vx.    sin  —  CCS • 

En  introduisant  les  valeurs  azz:4K,  6  =  2K4-2£K',  on 

1 
obtient  Q  =  iq^  ;  on  voit  aussi  qu'il  faut  supposer  n  impair. 

Remplaçant  donc /i  par /n  =  2/2+1,  le  facteur  sin  —  devient 
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m 

(—  i)«,  et  la  quantité  y-^^  se  change  en^lii^J.    Cela 
étant,  nous  trouvons 


m 


en  ar  =  —  s  H jr=r  >  — ? ces  — =^  , 

(m,  =  I,  3,5,  ...)» 

K 

et  il  suffît  de  faire  x  =:  —  pour  prouver  que  l'on  a 

S  =  o. 

En  considérant  en  dernier  lieu  la  fonction  dnar,  les  pé- 
riodes seront  • 

les  pôles 

jK'=  r         et  3iK'=  ^. 

4  4 

en  E 

De  régalité  en(iK'  -+-e)  =  -: >  on  conclut  que  le  ré- 

^  ^  '        I  sn  £  ^ 

sidu  Aq  est  égal  à  -r;  nous  avons,  par  suite,. 

dn.=-S+4[D,H(x-|)-D,H(^-^')] 
et,  plus  simplement,  en  employant  la  relation 

DxlogH  /^-  ^^  =  D^loge(a-)-+-  ?^, 
dna7=  — S-+-  j  Td^c  loge  ^ar -h  7)  —  D^^  logera:— |^1 . 

La  constante  S  se  détermine  en  posant  a:  =  K-(-{K'  ou 

bienxzz:  ~ — ^ — ;  on  a  ainsi  dnj?z=o,  et  les  valeurs  de 

4 

Txi^/\  b        a     ^  b        a -H  6     ,  ,.• 

D;plog0(j7)pourx —  7  =  *■  et  x  4- -  =  — ; —    sobtien- 
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nent  comme  on  va  voir.  La  première  est  nulle   diaprés 
le  développement  en  série,  et  la  seconde  se  tire  deTégalité 

Da:loge/a?-+-~j  =D;clogH(a7)— ^; 
en  y  faisant  œ^=L  -,  on  trouve  la  quantité 


2»ir 
a 
ce  qui  nous  donne 

s ^. 

a 
La  formule  conduit  donc  à  la  série  suivante  : 

a         la  Àtà  I  —  Q*" 

[.    firnzx       mzb\        .    finx       mzbW 
sin  ( i )  —  sin  { I 

et,  en  simplifiant, 

2  7C       Sic  v^      O»        .    /iTc^       a/i7ca? 
dna?= h -^   > —  r\^„  siD ces • 

Cela  étant,  on  tire  des  expressions  des  périodes 


.   rnzb       ^»«— I  Q«  ç«» 

sm =  - — ; 5         — \^,  ■  =  — - — r-> 


d^oii  résulte,  après  une  réduction  facile, 

K        K  .^1  +  9*'*  K 

(/i  =  I,  2,  3,  . . .). 

Aux  séries  qu^on  vient  d^obtenir,  je  joindrai  celles  qui 

concernent  les  quantités et >  afin  de  donner  des 

^  sna?       eux 

exemples  de  développements  d'une  autre  nature. 
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m 


(—  i)»,  et  la  quantité  — %Tr-  se  change  en^^ — ^J119^    Cela 
étant,  nous  trouvons 


m 


en  a?  =  —  S  -f-  -nr  7  — ces 


9 

(m,  =  I,  3,  5,  ...)» 

K 

et  il  suffît  de  faire  x-=i  —  pour  prouver  que  Ton  a 

S  =  o. 

En  considérant  en  dernier  lieu  la  fonction  dnor,  les  pé- 
riodes seront  • 

les  pôles 

iK'=r        et         3ïK'=^. 
4  4 

en  s 
De  réealité  en(/K'  -+-£)  =  — —  »  on  conclut  que  le  ré- 

sidu  Aq  est  égal  à  t;  nous  avons,  par  suite,. 

dn3r=— S-+- j  Fd^^H^x- ^^-D^H^ar—  ~^1 
et,  plus  simplement,  en  employant  la  relation 

Dx  logH  (^  -  ^)  =  !>' loge(a-)  -h  ^ , 
dnar  =  — Sh-  j  [0:^  logera: -h  7  j  —  D^  logera?— -^l . 

La  constante  S  se  détermine  en  posant  aî  =  K-f-iK'  ou 

bien  x-=.  —  — ;  on  a  ainsi  dnj:z=o,  et  les  valeurs  de 

4 

D;tloge(j7)pour^—  j  =  -  etar-h7=  sobtien- 
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nent  comme  on  va  voir.  La  première  est  nulle   diaprés 
le  développement  en  série,  et  la  seconde  se  tire  de  Fégalité 

en  y  faisant  X'=i  -y  on  trouve  la  quantité 

2  lit 

, 

a 

ce  qui  nous  donne 

a 
La  formule  conduit  donc  à  la  série  suivante  : 

a        la  ^j  —  Q»« 

[.    /imzx       n'nb\        .     t ilUX       nizhW 
sin  ( \ )  —  sin  ( ) 

et,  en  simplifiant, 

dn2r= h -T-   > — V..  '  siD CCS • 

a.       la  ^^\  —  Q''^         aa  a 

Cela  étant,  on  tire  des  expressions  des  périodes 

.    nt:h       q^^ — i  Q»  or*» 

gîn  —  ± .  ^         —      *         . 

d^où  résulte,  après  une  réduction  facile, 

an  jp  = h  — —  >  - — ces 

K  ^  K  jÈd  I  -H  y««  ^^*    K 

(/l  =  I,  2,  3,  . . .). 

Aux  séries  qu^on  vient  d'obtenir,  je  joindrai  celles  qui 

concernent  les  quantités et  —  j  afin  de  donner  des 

exemples  de  développements  d'une  autre  nature. 
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La  première  se  tire  de  la  relation  déjà  employée 
sna7=  j[Dxloge(a7)— DxIogBiCa?)], 

où  l'on  suppose  a  =  4K.  et  6  =  2iK'.  En  y  changeant  x 

en  0?  H — 1  elle  devient 
a 

i^  =  D,ioge(x+ ^) -Déloge.  (x  + ^) . 


sn 
c'est-à-dire 


'     =D^logH(a:)-D:rlogH,(a7). 


snj? 


Les  développements  deD;clogH(a7)  et  DxlogHj(j:)  qui 
ont  été  donnés  (p.  88o)  conduisent  à  cette  expression 


—  =  —  (  tang h  cot —  ) 

\x       a\  a  a  I 


H-  -1-  >  ^ J_  ^^      sin 


a 


En  supposant  a  =  4K.,  Q  =z  ^-  et  simplifiant,  oq  obtient 
la  formule  de  Jacobi 

I  t:         1  ITZ  /    q       .    Tzx  a*       .    3t:x  \ 

snx      2K    .   ira:       K  Vi— a       2K       i— a»        aK  / 

sm-=7  ^       ^  ' 

2K 

J'emploierai  ensuite  Tégalité 

cna:=  ^    D^plogefar—  ^j  —  D^logO/ar-t- ^j  L 

qui  suppose  a.=  4K.,  6  =  2K  +  a/K'.  Elle  devient,  si  Ton 
change  x  en  œ  -\ — } 

^  =  i  [d.,«„  (>  +  ^  î)  -  D,l.,.  («  -  M)] 
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OU  encore 


en 
Nous  en  tirons^  par  suite^ 


cnâ? 


—  =  -     C0t( H-  --)   —  COt( --) 

nx       a  Y.       \«         4/  \  CL         4/J 

Introduisons  maintenant  les  valeurs  a  =  4^9  Q  =  iq^i  et 
remarquons  que  Ton  a 

/ira?        TuN  /tzx       ic\  2 

cot  ( h  -r  )  —  cot  ( )  =  , 

\  a         4/  \  Cl        II  I  tzx 

un  calcul,  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  pour  en  a:, 
nous  donne^  en  changeant  encore  n  en  m  =  a/i  +  i,  la  série 

k'  TZ         i  271  v^( — 1)"7'»         rrnzx 

—  ^  CÔS 


2  71  V^(  — 


cnx       2K         TZX        K  jUi    i+cr"*  2K 

C0S-=7:  ^ 

(/?i  =  1,  3,  5,  . . .). 

J^indiquerai  enfin,  comme  conséquence  de  la  relation 
qui  a  été  établie  page  828, 

/•*'.,     ,      .         ix       %'{x) 


la  formule 


Je' tm     m     j         J^       T.TZ'S^      q^        .   nizx 
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puis  celle  qu^on  en  tire  en  difTéren liant 


K-^ii 


Je  terminerai  ce  que  je  me  suis  proposé  de  dire  sur  ces 
expressions,  toutes  d^une  grande  importance  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  et  ses  applications,  en  faisant  voir 
comment  se  vérifient,  au  moyen  de  leurs  développements 
en  séries  de  sinus  et  de  cosinus,  les  équations  différen- 
tielles relatives  à  sno?,  cnx  et  dno?. 

Désignons  par  m  et  m'  tous  les  nombres  impairs  posi- 
tifs et  négatifs,  par  la  lettre  n  tous  les  nombres  entiers 
pairs  et  impairs;  en  posant 


U  =  y/g[^ 


ttnix 


m 


on  aura 


ikK      aKa?      ,, 
sn =  U, 

7C  or 

en =  V, 

K  ,   %Kx      _-- 
-  an =  W. 

7C  1C 


Cela  posé^  aux  équations 


Dx  snar  =  cnâ?  dn:r, 
Dx  on  a?  =  —  sna?  dna?, 
Dx  dnjî=  —  ^*  sna?  en  a?, 
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correspondent  celles-ci  : 

D^=2tUW, 

Da:=2tUV, 

que  nous  nous  proposons  de  vérifier. 
Considérons  pour  cela  les  produits 

m' -Un 

Y^y  _  V^  _v t 


m--hin 


uw=2â 


fj      *       g{m+in)ix 
m  ■+■  m» 

uv=  y-^^ ^ - 

et  observons  qu'on  a  identiquement 


! /_j y'"   \ 


m-»- m'  m-¥-m' 

En  posant 

/n-f-  2/1  =  M, 

m' -h  2/1  =  M', 

m  H-  /n'  =  2N, 

de  sorte  que  M  et  M'  soient  des  nombres  impairs,  et  N  un 
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entier  quelconque,  on  pourra  écrire 

UW  =  y  {Ç^J^    (        '  _    _£M-m^\ 

Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  à  D^U, 
DarV,  D-pW,  on  reconnaît  qu'il  suffît,  pour  démontrer  les 
relations  différentielles,  d'établir  qu'on  a,  en  supprimant 
les  accents, 

Le  procédé  à  suivre  pour  cela  étant  le  même  dans  les 
trois  équations,  nous  considérerons  pour  fixer  les  idées  la 
première.  Distinguons  à  cet  effet  les  valeurs  positives  des 
valeurs  négatives  du  nombre  m;  les  premières  conduisent 
à  l'expression 

y  /__j y"-^   \ 

qu'en  supposant  M  positif  nous  écrirons 


^  /      qm-U  qm      \ 


d'après  les  identités 


rin 


=.--2^, 


1  _^  y/it  I  _4_  qm 

=  1 ^-        «. 


I  -^  qU—m  I  _|«  qm—M 
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Les  secondes,  en  mettant  —  m  à  la  place  de  m,  à  celle-ci, 

^  \l-\-g-'"^  ""  I  -i-  yM-f-m  J  ""  ^  \  I  -i-  y'»  1  -h  qU-i-mJ  ' 

de  sorte  qu'il  reste  la  quantité  suivante 


Mais,  à  partir  de  m  riz  2  M  -4-  i ,  tous  les  termes  de  la  pre- 
mière somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  con- 
traires, et  disparaissent.  Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu'une 
série  finie 

m=2ll  — 1 
m=z\ 

que  nous  décomposerons  comme  il  suit,  en  isolant  le  terme 
moyen,  savoir 

m  =  M  — î  m^JM  — 1 


jk^     ï-hq'"-^         2  jhd      1-t-y 

m  =  l  w  =  MH-t 


m— M 


Or,  en  remplaçant  —-^'^^  P^^  i-^q^-"^'  **  première 
somme  est 

I  I  T 

1  H r  -4-  ...  -h  jî — 7  y 

i-h  y»         IH-  y*  I  -+-  7""* 

et  ces  divers  termes,  respectivement  ajoutés  à  ceux  de  la 
seconde,  savoir 

IH- y*  IH- y*  I -t- y*    * 

donneront  autant  de  fois  l'unité  qu'il  y  a  de  termes,  c'est-à- 
dire  — ^^  ;  joignant  à  cela  la  fraction  -  qui  correspond  au 
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terme  du  milieu,  il  vient  en  définitive  — | =1  —,  ce 

'  -2  '2  a 

qui  est  bien  le  résultat  auquel  il  fallait  parvenir.  Enfin,  si 

Ton  suppose  M  négatif,  on  observera  que  l'expression  que 

nous  avons  considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 

Jhd  \  IH-  y'"         l-h^"-"»/""       j^Xi-hq"^         l-hq-^-"*/' 

En  efTet,  si  Ton  met  dans  le  premier  membre  /n-hM  au 
lieu  de  m,  on  obtiendra  identiquement  le  terme  général  de 
la  série  du  second  membre. 


Réduction  aux  fonctions  elliptiques  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  ayant  pour  périodes  2K  et  2«K'. 
Théorème  de  Liouville. 

Revenons  à  la  formule 

¥{x)  =  C  H-  Fo(ar)  -h  D^Fi(a7)-h  . . .  -h  DîF„(a?), 

qui  donne  Pexpression  générale  des  fonctions  doublement 
périodiques;  en  supposant  que  les  périodes  soient  aK  et 
2/K',  on  aura,  avec  la  transcendante  H(x)  de  Jacobi, 

la  sommation  se  rapportant  aux  pôles  principaux,  et  les 
coefficients  A/  résultant  du  développement 

P/t.cA—  ^"  A,  (— l)»I.O..../lA„ 

OÙ  Ton  a  omis  la  partie  entière  en  e. 

Je  me  fonderai  sur  l'égalité  suivante,  qu'il  est  facile  de 
démontrer, 

sna:  cnâ7  dnar  +  sn{  cn(  dn^ 
sn*ar  —  sn*{ 

=  D^  logH(:c -  5)  -  Dx  loge(ir)  -  D|  loge(0. 
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Le  premier  .membre  a  en  effet  pour  périodes  aK  et  at'K', 
ses  pôles  sont  x  ■=.%  et  x-=z  t'K';  au  premier  correspond 
un  résidu  égal  à  i,  comme  on  le  voit  immédiatement;  on 
en  conclut,  sans  calcul,  que  le  second  résidu  est  —  i;  nous 
avons,  par  conséquent, 

sna7cna?dna?-f-  sn$  cn^  dn$ 
sn*x  —  sn*5 

=  G-4-D;,logH(a7-0-E>*logH(ar-tK'), 
et  plus  simplement, 
sna?cna7dna7H-snÇcnÇdn{ 


sn^a?  —  sin{ 


=  C-hD^logH(a7-î)~D^loge(ar). 


La  valeur  de  la  constante  ne  nous  est  pas  nécessaire;  je 
remarquerai  toutefois  qu^elle  s^obtient  en  faisant  ^  =  o, 
ce  qui  donne 

'-^^|^=C-D5logH(0. 
de  sorte  que,  ayant 

S^ï^  =Dçlogsnî  =  DçlogH(Ç)-Dçloge(î), 
sn; 

on  en  conclut 

G  =  Dçloge(Ç). 

Il  en  résulte,  pour  l'élément  simple,  l'expression  sui- 
vante 

D^logH(ar-0 

sna7cna:dna7-i- snÇ  cnj  dnj    .    rk   1      ^z    \      r»   1      tx/t\ 
= sn«x-sn'\  ^+D^loge(^)-D^loge(0, 

qui  conduit  au  résultat  cherché. 

En  premier  lieu,  dans  la  somme  \^  AoD^^  logH(  j?  —  Ç), 
le    terme    D^log8(^)    disparaît,    diaprés  la   condition 


sna?cna?dna?-h  snÈ  cnÇ  dnÇ 

^      -î î  -hconst. 
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\^Ao  =:  o;  on  a  donc  simplement 

Fo(a?)  =  ^   /»o «  ->. 

Soit  ensuite  pour  abréger,  S/=  TI^/j  ^"^  faisant  usage 
de  la  relation 

Diloge(a^)  =  ^-A:*sn«ar, 

nous  obtenons,  si  nous  négligeons  encore  une  constante 
pour  le  cas  de  /  =  1 , 

DiF/(:r) 

li  suffit  maintenant  de  remarquer  que  Y^'^  sin' j?  est  un 
polynôme  entier  du  degré  n  en  sn'^  et  D^""*"*  sn'jr  le  pro- 
duit par  sn  a?  en  a:  dn  a:  d^un  polynôme  de  même  nature  de 
degré  n  —  i,  pour  en  conclure  le  théorème  de  Lîouville 

F(a7)  =/(sn*a?)  -4-  snar  cna7dnir/i(sn*a?), 

où/(sn*^)  et/i(sn*a:)  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
sn'^. 

La  nouvelle  expression  des  fonctions  doublement  pério- 
diques que  nous  venons  d^obtenir  au  moyen  de  sn'j?, 
donne  lieu  à  une  remarque  sur  laquelle  il  est  nécessaire 
d'appeler  Tattention.  Elle  contient  un  pôle  apparent 
X  =  iYJ ^  qui  se  trouve  dans  la  relation  dont  nous  sommes 
parti, 

D;^logH(ar-5) 

= sn'a.  -  J% -  I>xloge(x)-Dçloge(0. 

C^est  sous  ce  rapport  une  imperfection  qui  est  évitée,  avec 
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les  quantités  Dxlog H (o?  —  ^);  il  en  est  encore  de  même 
en  introduisant  au  lieu  de  sn'o?  la  fonction  p{x)  de 
M.  Weierstrass,  mais  c^est  à  un  autre  pôle  apparent,  a?  =  o, 
qu'on  se  trouve  amené. 

Pour  le  faire  voir,  je  tirerai  de  la  formule 

l'égalité  suivante 

P(^)  — P(5)  ~  sn5(sn»j:--sn«j] ' 

Décomposons  le  second  membre  en  éléments  simples,  on 
obtient  facilement 

p'a) 


p(a^)~p(0 

puis,  en  permutant  x  el^, 

P(0-p(^) 

=  DxlogH(a?  — 0  — I>xIogH(a?  +  0-t-^I>«logH(a7). 

Nous  avons  par    conséquent,  en  retranchant  membre  à 
membre, 

l  pS- p'(0^  =D^logH(a;-0-D»logH(^)+DslogH(S), 

ce  qui  donne  l'expression 
D:,logH(x-0 

=  Z  pS-p(0  ^P-'"g»<")-P^'°g"(^)' 

OÙ  Ton  a  dans  le  second  membre  le  pôle  apparent  a:  =20. 

S.  —  Cal.  iat.  67 


896  NOTE   SUR    LA   THEORIE 

Cela  étant  et  en  recourant  à  Tégalité 

on  en  conclut,  avec  la  même  circonstance,  les  nouvelles 
formules 

Observons  toutefois  qu'il  n^en  est  plus  de  même  dans  le 
cas  particulier  d'une  fraction  paire  n'ayant  que  des  pôles 
simples;  on  obtient  alors,  sans  aucun  pôle  apparent,  ces 
expressions 

^  ^       sn*a?  —  sn*5 

^    S  p{x)  —  p{i) 

Béduction  aux  fonctions  elliptiques  des  fonctions 
doublement  périodiques  ayant  pour  périodes  !\l^etl\  t  K'. 

En  admettant  les  conditions 

F(ar  -+-  4 K)  =  ¥{x),        V{x  H-  4«K')  =  F(x), 
nous  poserons  pour  un  moment 

i\i{x)  =  F(x)  H-  F(x  H-  21K'), 

et  nous  remarquerons  que  Ton  aura 

U(x-^  2iK)-U{x\ 
Ui{x  -^  liK')  =  —  Ut{x). 


i 
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Soient  ensuite, 

a*o(a7)  =  Il(ir)  -h  11(5?  -h  2K), 

et  semblablement 

2*t(ip)  =  ni(ar)  — ni(a7-i-2K), 
2*3(a?)  =  ni(a7)-h  ni(a?  -+-  2K), 

nous  en  déduirons  cette  expression 

où  les  termes  du  second  membre  satisfont  aux  relations 
suivantes  : 

*o(a?-H  2K)  =-+-*(,(a"),  *o(:^-H-aiK')  =  -i-*o(iF), 

4>i(ir-h2K)  =—  *i(a?),  4>i(ar-h  21K')  =-+-*t(a?), 

*,(ar  -h  2K)  =  —  *,(ar),  *,(a7  -4-  aïK')  =—  *,(r), 

*,(a7  -h  aK)  =  -h  *3(a?),  *8(a7  -f-  2tK')  =  —  *j(a?). 

Elles  montrent  que  ^o(^)  revient  à  la  fonction  dont 
nous  venons  de  nous  occuper;  il  en  est  de  même  encore 
des  produits 

sna7*i(ar),         cna?*j(ar),         dna?*3(a?), 

qui  ont  pareillement  pour  périodes  2K  et  at'K^  Nous  ob- 
tenons donc  immédiatement  la  conclusion  que  F(;r)  s'ex- 
prime rationnellement  par  les  fonctions  elliptiques  snj?, 
cnj?  et  dno:.  Mais  à  chacune  de  ces  trois  dernières  fonc- 
tions appartient  un  mode  propre  de  décomposition  en 
éléments  simples  d'une  autre  nature  que  la  quantité 
Da.logH(^).  C'est  ce  que  je  vais  faire  voir  en  me  propo- 
sant en  même  temps  de  donner  une  application  de  ce  théo- 
rème, dont  j'ai  signalé  précédemment  l'importance,  que 
la  somme  des  résidus  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique correspondant  à  ses  pôles  principaux  est  nulle. 
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Je  remarque  dans  ce  but  que  les  expressions 

sn(ir  —  z)^i(z)^        cn(ar  —  ^)*j(2),        dn(a?  —  4s)4>j(^), 

envisagées  par  rapport  à  la  variable  s,  ont  aussi  pour 
périodes  aK  et  2iK\  et  que  les  facteurs  sn(a?  —  s), 
cn(j?  —  s),  dn(ir  —  z)  offrent  un  seul  pôle  principal 
qu'on  obtient  en  posant  a;  —  z  =z  iK'.  Il  a  donc  pour  va- 
leur z=.x  —  iYJ ^  et  les  résidus  qui  lui  correspondent  sont 

-  i*i(ar-*K'),        -  ^  *,(^- jK«),        -  \ *5(:»;-*K'). 

Cela  étant,  et  en  considérant  par  exemple  la  fonction 
4>i(;r),  on  calcule  comme  il  suit  le  résidu  qui  se  rap- 
porte à  un  de  ses  pôles,  x^=.\, 

Nous  poserons,  comme  nous  Tavons  fait  (p.  876),  en  né- 
gligeant la  partie  entière  du  développement, 


puis 

sn(a?  —  \  —  e) 


e 


=  5D(a?— J) Darsn(a?— J)-H 


(—i)«e^ 
1 .2. .  ./i 


DiJsn(a?— Ç)' 


La  quantité  cherchée  est  le  coefficient  du  terme  en~ 
dans  le  produit  des  seconds  membres;  elle  a  pour  valeurs 

A  sn(a:  —  J) -h  AiD;cSn(a7  —  O"»-- . -H- ArtD5sn(ar  —  J), 

et  le  théorème   que  nous  avons  rappelé   donne  Tégalité 
suivante 

-t-  y^AiDxsn(a7  —  5) -*-...  =  o, 
où  les  sommations   indiquées   se  rapportent  à    tous  les 
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« 

pôles  principaux  de  la  fonction.  Nous  avons,  en  consé- 
quence, 

VAiDxsn(ir--5) 


2A«D2sn(x-0, 


et  nous  en  concluons  la  formule 


et  Ton  voit  que  sn  j?  joue  le  rôle  d'élément  simple.  Soient 
ensuite 

on  obtient  semblablement 

^*.(^)  =      ^K  cos(^  -  ?  4-  tK') 
H- yA;cos(a:--5-*-tK') 


2A;D2cos(a?-S  +  iK'), 
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et,  en  dernier  Heu, 


j^,{x)  =      2^î  dn(^-  e  -H  iK') 

-+-  V  Aï  D^  dn(a7  —  J  -+-  iK') 


avec  les  quantités  en  a:  etdno?  comme  éléments  simples. 
Je  ferai  une  application  de  ces  formules  en  prenant 

4>i(a7)=  cna?dn(a7 -H  a), 
4>î(a7)  =  dna?  sn(x  -4-  a), 
4>3(a:)=  sn  a?  en  (a? -4- a). 

Les  pôles  seront  les  mêmes  dans  les  trois  cas,  à  savoir 
l  =  tK'  et  ?  =  iK'  —  a;  pour  le  premier,  les  résidus  qui 
leur  correspondent  ont  pour  valeur 

en  a  dna 

-     et 


ksna  ksna' 

nous  trouvons  donc  la  relation 

sna  cnardnar  =  —  cna  snx  -h  dna  sn(x  -^  a), 

et,  d^une  manière  analogue,  on  aura 

sna  dniT  sn(a7  H-  a)  =  en  a:  —  on  a  en  (a:  H-  a), 
k^  snasnxcn{x  -+-  a)  =  dnadnâ;  —  dn(j?-i-  a). 

Ces  égalités  donnent  facilement  les  expressions  de 
sn(^4-«),  cn{a:  -\-  a),  dn(j?H-<2),  auxquelles  nous 
sommes  déjà  parvenus,  et  elles  ouvrent  la  voie  à  des 
questions  géométriques  extrêmement  intéressantes,  mais 
dont  je  ne  m'occuperai  pas  dans  cette  Note. 

Je  la  terminerai  en  indiquant  encore,  pour  les  fonctions 
F(^)  aux  périodes  2K  et  2«K',  d'autres  éléments  simples 
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qui  remplacent^  dans  certains  cas,  la  quantité  D^^log H (j?). 
Distinguons  parmi  ces  fonctions  celles  qui  se  reprodui- 
sent changées  de  signe,  lorsqu^on  ajoute  à  la  variable 
Tune  des  demi-périodes  t'K',  K -+- f'K'  et  K;  je  les  dési- 
gnerai par  F,  (a?),  Ff{x),  Fj(a?),  de  sorte  qu'on  aura  les 
relations  caractéristiques 

F,(a7-h«K')=  — F,(x), 

F,(XH-K-+-ÎK')=-Fj(ar), 

F3(:p-f-K)=-F,(^). 

Considérons  d'abord  la  première,  elle  montre  qu'on  peut 
écrire 

2Fi(^)  =  F,(.r)-Fi(2r-hiK'), 

et  observant  donc  que  l'on  a 

D^  logH(a:  +  iK')  =  D.,loge(a?)-  '^, 

nous  tirons  de  la  formule  fondamentale  l'expression  sui- 
vante 

aF,(^)=      y  Ao[D;,logH(a:-0    -     D^loge(x~5)] 
2A,[D«logH(x-0    -     Dîloge(a?-Ç)] 


+  2  A4Dr'  logH(x  -  0  -  Dr*  loge(a?  -  J)], 

et,  par  conséquent, 

aF,(j7)=      ^    A,D,    logsn(a7  — 5) 

+  2  A,D1    logsn(x-?) 


2AnDr'logsn(ar  — 0- 
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De  la  même  manière,  au  moyen  des  égalités 

D;rlogH(a7-f.K-4-tK')  =  Da:logei(a:)— -^ï 

2l\. 

D;rlogH(a;-t-K)  =  Da:logHi(a?), 
on  trouvera 

sn(a?  —  5) 


sn(a7  —  {) 


Ces  formules  se  simplifient  si  Ton  change  or  en  a;  +  K 
dans  la  première,  et  a;  en  a?  -+-  K  -h  t  K  dans  la  seconde. 
Nous  avons,  en  effet, 

sn(a?  -t-  K)  _  cna? 
dn(ar-+-K)  ""  "iF' 

sn(a:-t-  K-H  /K')  __  idii:r  ^ 
cn(a7-hK4-eK')  ~"  '~~F~'' 

il  vient,  par  suite, 

2F,(ip-t-K)=      2  ^oD/»    logcn(ar  — 0 

-+"2  AiD*    logcn(a:  — 5) 


2A„Dr»logcn(a.~0 
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et 

aF3(d?-hK-4-iK')=     2  ^oI>a:    Iogdn(a7-0 

+  2  ^^^i  logdn(:r-0 


1     ••••••••••■•••••.•••1 

>  •   •   • 

-0 

Les  éléments  simples 

^    ,                       cnâ?dna? 

snx 

Il      Intr  on  t*  —         ^.                    ■ 

^                      cna? 

ï>xlogdnx=:              ,^ 

meltent  immédiatement  en  évidence  les  relations  caracté- 
ristiques auxquelles  satisfont  les  fonctions,  au  moyen  des 
égalités 

sn  (a?  -H  iK')  =  ■= > 


cn(a?  -4-  K  4-  iK')  =  -i^ , 

/•' 

dn(^-+-K)=  -1 — , 


d^où  Ton  tire 


D*logsn(iP  -h  iK')  = —  D;clog  sna?, 

Dxlogcn(a7-i-K  -h  iK')  = — D^logcna?, 

D;r  logdn(a?  -h  K)  = —  Dxlogdn^. 

Je  remarque  enfin  qu^on  peut  rapprocher,  en  leur  don- 
nant une  expression  analytique  semblable,  les  deux  groupes 
de  fonctions  que  nous  venons  de  considérer,  et  obtenir  pour 
4>|(j?),  4>s(â?),  4>,(â?)  des  formules  qui  en  donnent  ainsi  les 
intégrales  d^une  manière  immédiate.  U  suffit,  pour  cela,  de 
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remplacer  par  des  dérivées  logarithmiques  les  éléments 
simples  qui  y  figurent,  sno*,  cn:r  et  dnj7,  en  employant  les 
relations,  qui  se  vérifient  facilement, 

k  sna?  =  Dx  Iog(dniP  —  k  cnar), 

ik  cnx  =  Dx  log(dnar  -h  ik  snar), 

iànop  =  Dxlog(cnir-H  isnx). 


FIN. 
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